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这 是 一 本 关于 近代 数学 史 的 专著 .在 我 国 ,这 类 书 似乎 不 
少 , 那 么 ,这 本 书 有 什么 独特 的 价 什 吕 ?7 自 1970 年 以 来 ,无 论 是 
数学 ,还 是 数学 史 , 都 有 了 巨大 的 进步 .本 书 的 主要 目标 ,就 是 把 
这 些 研究 成 果 加 进去 .这 些 新 成 果 大 体 分 为 两 部 分 :一 部 分 是 理 
论 框 架 的 变动 ,一 部 分 是 技术 细节 的 更 正 .这 些 理论 框架 大 都 是 
作者 本 人 的 观点 .首先 是 对 数学 本 身 结 构 的 讨论 ,特别 是 学 科 的 
主要 问题 及 主要 方向 ,其 次 是 从 学 科 演 化 的 角度 考虑 问题 , 即 探 
讨 近 代数 学 是 如 何 演化 成 为 现代 数学 体系 的 .再 者 ,对 于 许多 数 
学 史上 的 民间 传说 (folklore) ,实际 上 仔细 研究 的 结果 并 非 如 此 ， 
例如 ,一 般 认 为 , 伽 罗 华 以 后 ,代数 仿佛 一 下 子 由 方程 论 变 成 群 
论 ;19 世纪 数学 分 析 的 严格 化 是 一 条 主线 ,甚至 “19 世纪 是 函数 
论 的 世纪 ”, 等 等 .更 有 甚 者 ,许多 著作 在 时 间 上 留 下 大 片 间断 
(如 18 世纪 上 半 叶 ) ,在 学 科 上 留 下 大 片 空白 (如 多 元 函数 的 仿 
微分 ) ,在 各 领域 的 相互 关系 方面 没有 任何 涉及 ,在 各 科比 例 上 
留 下 大 量 焉 曲 形象 .许多 在 19 世纪 备 受 重视 县 对 20 世纪 数学 
发 展 有 直接 影响 的 学 科 , 根 本 没有 什么 介绍 ,如 椭圆 积分 .椭圆 
函数 、 阿 贝尔 积分 、 阿 贝尔 函数 、 代 数 几 何 学 ,特别 是 双 有 理 几 何 
学 不 变 式 论 、 李 群 理论 等 等 ,而 挂 在 许多 人 嘴 上 的 佑 罗 华 理论 、 
埃 尔 兰 根 纲领 .不 变 式 论 ,一 写 在 书 上 无 非 是 些 空 泛 的 语言 ,一 
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到 真正 的 技术 细节 不 是 一 无 所 知 ,就 是 错误 连篇 .当然 ,19 世纪 
的 数学 已 经 很 难 , 阿 贝尔 及 伽 罗 华 的 数学 研究 对 于 现代 大 学 生 
来 说 ,并 非 不 费力 气 就 能 理解 的 .加 上 历史 语言 的 差异 ,错误 有 
时 在 所 难免 .例如 ,M' 克 利 因 在 (Morris Kline,1908 一 1992 久 《古今 
数学 思想 》 一 书 中 也 说 “可 解 方程 的 群 都 是 交换 群 "之 类 的 话 . 当 
然 , 对 于 这 部 伟大 的 巨著 ,我 们 应 该 “不 以 一 告 扩大 德 ” .可 是 ,对 
本 书 来 说 ,我 们 希望 给 出 正确 的 数学 内 容 以 及 可 靠 的 历史 细节 ， 
真正 能 够 使 近代 数学 史 科 学 化 . 

比 起 数学 的 技术 来 ,数学 史 更 偏重 文化 方面 .没有 一 个 数学 
大 国 是 只 重视 技术 而 不 重视 文化 的 ,没有 一 位 大 数学 家 是 对 整 
个 数学 一 无 所 知 、 对 数学 的 来 龙 去 脉 不 了 如 指 掌 的 .大 数学 家 中 
的 许多 人 ,甚至 同时 是 杰出 的 数学 史家 ,例如 下 .Klein,H. Weyl， 
C.L. Siegel, A. N. Kolmogorov, B.L. van der Waerden, A. Weil,J. 
Dieudonné,I. Shafarevich,O 〇 , Zariski, 一 直到 V, Amold, 站. Manin 等 
等 .对 二 欧洲 的 法 国 、 德 国 、 意 大 利和 英国 来 说 ,它们 的 文化 传统 
也 许 比 技术 传统 对 造就 它们 成 为 数学 大 国 更 为 重要 . 原 苏 联 虽 
然 解 体 了 ,但 俄罗斯 数学 家 在 世界 上 仍 是 第 一 流 的 ,俄罗斯 仍 是 
头等 的 数学 大 国 , 这 与 他 们 一 贯 重视 数学 文化 恐怕 不 无 关系 .对 
于 正在 走向 数学 大 国 的 中 国 , 数 学 史 研究 恐怕 并 非 多 余 

古代 中 国 数学 史 经 过 李 仇 、 钱 宝 百 . 严 敦 杰 诸 先生 的 开拓 以 
及 吴 文 俊 先 生 的 推陈出新 ,已 经 呈现 出 人 才 辈 出 、 硕 果 累 累 的 景 
象 .而 对 于 西方 乃至 世界 数学 史 的 研究 则 相形 见 纳 ,世界 数学 史 
的 研究 有 资料 的 限制 ,语言 的 困难 和 文化 背景 的 差异 ,特别 地 ， 
近 现 代数 学 史 的 研究 更 要 求 研究 者 具备 数学 的 功底 、 科 学 的 知 
识 以 及 哲学 的 头脑 ,没有 一 定 的 训练 恐怕 难 有 什么 成 就 .如 果 再 
加 上 社会 上 的 反 智 传统 ,科学 界 对 于 历史 的 无 知 及 莽 视 ,那么 其 
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后 果 就 只 能 是 呈现 出 一 种 文化 沙漠 的 景象 . 

数 千年 的 世界 数学 史 至 今 已 有 很 多 积累 ,但 对 于 17 世纪 以 
前 的 数学 史 , 仍 不 断 有 所 发 现 ,其 历史 成 分 远大 于 数学 成 分 ,可 
以 说 是 文化 史 的 一 部 分 .17 一 18 世纪 的 数学 史 可 以 说 已 相当 定 
型 而 成 熟 ,许多 结果 实际 上 是 到 20 世纪 70 一 80 年 代 才 取得 的 . 
因此 ,近代 数学 史 研 究 的 重点 是 19 世纪 ,世界 近代 数学 史 界 的 
主要 研究 也 集中 在 19 世纪 ,特别 是 19 世纪 末 . 现 代数 学 史 研究 
现在 可 以 说 方兴未艾 ,但 是 ,与 现代 物理 学 史 、 生 物 学 史 的 丰富 
成 果 相 比 ,差距 甚大 .之 所 以 这 样 , 是 因为 数学 本 身 就 很 难 , 丙 加 
上 过 细 的 专业 化 ,数学 史 研 究 所 要 求 的 综观 全 局 的 能 力 往往 很 
难 达 到 ,在 人 类 跨 入 21 世纪 之 时 ,数学 史 的 研究 也 将 会 有 很 大 
起 色 . 正 因为 如 此 ,本 书 试图 做 引 玉 之 砖 ,为 现代 数学 史 的 研究 
做 一 点 铺垫 ， 

本 书 的 完成 源 于 作者 十 多 年 的 辛勤 工作 以 及 更 长 时 期 的 资 
料 积累 ,当然 更 应 该 感谢 许多 数学 家 及 数学 史家 对 我 各 方面 的 
帮助 .首先 真心 感谢 我 的 恩师 吴 文 俊 先 生长 期 以 来 对 我 的 支持 
与 鼓励 ,尤其 是 吴 文 俊 先 生 使 我 处 王国 内 条 件 比 较 优 越 的 环境 
之 中 ,而 没有 这 种 条 件 ,我 对 近 现 代数 学 史 的 研究 将 难以 为 继 ， 
我 还 特别 感谢 德国 汉堡 大 学 C.J.Seriba 教授 以 及 德国 马克 斯 
普 朗 克 学 会 ,在 他 们 的 支持 下 ,我 才能 够 在 1985 一 1987 年 两 年 
多 的 时 间 里 ,在 汉堡 大 学 数学 系 自然 科学 数学 及 技术 史 研 究 所 
任 访 问 教授 并 进行 研究 工作 .在 此 期 间 , 我 接触 到 大 量 国内 难以 
见 到 的 资料 以 及 各 种 档案 材料 ,这 对 于 我 后 来 的 工作 及 本 书 的 
写作 都 有 着 不 可 估量 的 价值 .其 间 ,我 还 曾 去 过 格 延 根 及 其 他 各 
地 ,受到 了 很 好 的 接待 ,这 对 我 的 工作 大 有 神 益 .我 深切 怀念 挪 
威 奥 斯 陆 大 学 已 故 的 Aubert 教授 ,感谢 他 及 克里斯蒂 安 森 学 院 
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Beegen 教授 邀请 我 访问 挪威 ,并 报告 希 尔 伯 特 问题 "及 “ 伽 罗 华 
以 后 的 代数 方程 论 " .本 书 的 有 关 章 节 , 实 际 上 是 该 报告 内 容 的 
扩展 .国外 许多 数学 家 及 数学 史家 也 给 我 寄 来 极为 珍贵 的 参考 
资料 ,他 们 的 大 名 将 列 入 序 后 的 致谢 栏 , 谨 向 他 们 致 以 赴 心 的 感 
谢 . 

在 本 书 即 将 出 版 之 际 ,首先 感谢 山东 教育 出 版 社 取 永 大 社 
长 的 大 力 支 持 ,特别 要 感谢 本 书 责 任 编辑 李 俊 亭 ,他 的 耐心 细致 
的 工作 使 本 书 增色 不 少 .我 还 要 感谢 江苏 教育 出 版 社 喻 伟 编 审 ， 
他 对 推动 本 书 的 写作 也 给 予 了 热情 支持 . 

本 书 在 写作 过 程 中 ,得 到 了 国家 自然 科学 基金 会 .中 国 科学 
院 政 策 局 的 支持 , 谨 此 致谢 . 


胡 作 玄 
2005 年 10 月 
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1.1 数学 是 什么 


数学 是 一 门 研究 纯粹 形式 的 科学 , 它 不 是 一 门 自然 科学 , 它 
不 以 自然 为 对 象 ,也 不 以 理解 世界 和 控制 及 改造 世界 为 其 最 终 
目标 .尽管 数学 对 象 最 终 可 追溯 到 现实 世界 ,但 它们 是 理性 思维 
的 产物 ,属于 波 普 尔 (Karl Raimund Popper,1902 一 1994) 的 第 三 世 
界 . 数 学 中 最 原始 的 对 象 自然 数 已 经 是 相当 抽象 的 概念 了 , 它 不 
仅 要 从 一 个 苹果 、 一 间 房 子 一 堆 沙 土 等 事物 中 抽象 出 "1" 来 ,而 
且 还 要 由 1 得 出 一 般 数 的 概念 .有 了 自然 数 的 概念 ,还 会 遇 到 基 
数 和 序数 的 矛盾 .至 于 记 数 法 和 位 值 制 ,更 是 人 类 文明 的 伟大 创 
造 ,这 从 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《4 几何 原本 》( 约 前 295) 和 阿 基 米 德 
(Archimedes, 约 前 287 一 前 212) 的 古 希 腊 数 学 尚 不 知道 位 值 制 
就 可 以 看 出 来 .显然 ,中 国 的 这 种 伟大 创造 决 不 是 对 自然 界 的 认 
识 或 对 哲学 的 思辩 的 产物 , 它 真正 体现 了 数学 的 成 就 .数学 的 另 
一 个 原始 对 象 是 形 , 它 更 为 直观 ,其 至 长 期 以 来 有 人 也 把 它 当 成 
自然 科学 的 研究 对 象 ,尽管 柏拉图 (Planto, 前 427 一 前 347) 早 就 
说 过 ,三 角形 属于 理念 的 世界 .当然 ,现在 的 数学 空间 远 远 超出 
现实 空间 ,数学 中 的 “ 形 ” 也 不 限于 我 们 的 感官 所 能 看 得 见 、 摸 得 
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着 的 东西 ,特别 是 更 抽象 的 概念 ,如 无 穷 .集合 、 群 .拓扑 等 等 ,更 
是 任何 其 他 学 科 都 不 研究 的 对 象 了 .数学 研究 的 对 象 正如 波 普 
尔 所 说 ,具有 客观 性 , 即 可 理解 性 ,但 它 不 是 经 验 科 学 ,除非 把 经 
验 扩张 到 包括 "心智 经 验 ”. 

数学 作为 一 门 纯粹 形式 的 科学 ， 应 该 归 人 更 广泛 的 符号 或 
形式 科学 类 . 这 一 类 似乎 应 该 介 于 哲学 类 与 具体 科学 之 间 ， 如 
自然 科学 与 社会 科学 . 它 的 姐妹 学 科 包括 一 般 符 号 学 、 语 言 
学 、 逻 辑 学 、 方 法 学 以 及 还 未 成 形 的 一 般 系 统 学 ， 有 意思 的 
是 ， 有 些 数 学 家 也 认为 “数学 是 一 种 语言 "、“ 数 学 可 还 原 为 逻 
辑 、“ 数 学 是 一 种 普遍 方法 ”等 等 ,这 些 说 法 尽管 有 些 偏 颇 ， 
毕竟 触 到 了 数学 与 自然 科学 的 本 质 差 别 以 及 数学 与 符号 科学 的 
亲缘 关系 . 


1.1.1 数学 是 一 种 普遍 语言 


这 种 观点 可 以 追 湖 到 大 数学 家 莱 布 尼 蒋 (Gottfried Wilhelm 
Leibniz, 1646 一 1716) .他 第 一 个 提出 科学 与 哲学 的 两 大 目标 ,其 
中 第 一 个 目标 就 是 找 出 一 种 普遍 文字 (characteristica univer- 
salis) ,首先 是 一 种 由 符号 及 变 元 表示 的 符号 语言 .正如 伟大 的 
物理 学 家 吉 布 斯 (Josiah Willard Gibbs,1839 一 1903) 所 说 的 , “数学 
是 一 种 语言 ”. 吉 布 斯 不 仅 是 19 世纪 最 伟大 的 统计 热力 学 大 师 
之 一 ,而 且 还 是 向 量 分 析 的 开创 者 及 传播 者 .19 世纪 90 年 代 在 
英国 著名 的 杂志 《自然 )( Natwre ) 上 掀起 的 一 场 大 辩论 中 ,向 量 
最 终 取代 四 元 数 而 成 为 物理 学 上 普遍 使 用 的 概念 .在 19 世纪 和 
20 世纪 之 交 , 向 量 分 析 成 为 数学 物理 学 的 有 效 工 具 , 更 确切 地 
说 ,成 为 描述 各 种 现象 的 语言 - 

数学 概念 的 产生 及 其 符号 化 ,反映 了 数学 的 进步 .算术 运算 


导 言 3 


的 符号 化 及 其 向 符号 代数 过 渡 ,几何 的 代数 化 ,微分 .积分 运算 
的 符号 化 ,函数 的 符号 化 及 行列 式 .矩阵 向量. 张 量 等 的 概念 化 
及 符号 化 ,以 及 复数 的 表示 、 算 子 演算 ,符号 逻辑 等 ,都 是 数学 的 
重要 进展 .在 这 个 意义 下 ,数学 对 象 是 一 个 符号 集合 .单纯 的 符 
号 集合 ,正如 裸 的 集合 一 样 ,没有 结构 ,没有 什么 可 说 的 ,也 没有 
什么 意思 ;而 只 有 当 它 具有 形式 结构 (语法 学 ), 有 一 定 的 解释 
(模型 一 语义 学 ) ,有 一 定 的 变换 .生成 .操作 ,运用 方式 ( 语 用 学 ) 
时 , 它 才 能 变 得 丰富 多 彩 起 来 . 

数学 作为 一 种 普遍 语言 ， 有 自己 的 特点 ， 比 起 纯 逻 辑 语言 
来 有 内 涵 的 丰富 性 ， 比 起 通常 语言 来 有 外 延 的 确定 性 .数学 不 
单纯 是 一 种 语言 ， 它 还 是 一 种 精密 语言 ， 正 因为 如 此 ， 它 常 被 
称 为 精密 科学 .数学 之 所 以 精密 ,不单 是 因为 其 数量 表示 ， 还 
在 于 其 越 来 越 深 入 那些 以 前 所 无 法 表示 的 或 非 实在 的 概念 ， 如 
瞬时 速度 、 加 速度 、 位 势 、、 谱 等 . 对 于 许多 直观 概念 ， 也 
只 有 在 数学 上 才能 得 到 很 好 的 处 理 ， 如 连续 性 、 对 称 性 、 随 机 
性 ， 力 至 信息 、 控 制 、 策 略 、 对 策 、 决 策 等 ， 数 学 还 明确 了 一 
些 对 立 的 范畴 ， 如 有 穷 与 无 穷 、 连 续 与 离散 、 局 部 与 整体 、 确 
定 与 偶然 等 ; 还 有 重要 的 元 概念 ， 如 结构 、 构 造 、 存 在 、 模 
型 、 等 价 等 .这 些 语言 越 来 越 深入 到 科学 乃至 日 常生 活 之 中 ， 
使 论述 确切 而 精密 .对 于 许多 常用 的 概念 ， 也 只 有 当 它 们 在 数 
学 上 得 到 澄清 后 ， 才 算 对 其 有 了 深刻 的 认识 ， 


1.1.2 数学 是 一 种 普遍 方法 


从 古 到 今 ,在 对 许多 问题 求 出 解答 的 过 程 中 ,人 们 或 多 或 少 
产生 了 一 种 方法 的 意识 ,而 这 种 方法 概念 ,又 以 数学 中 的 算法 概 
念 为 摹 本 .虽然 直到 20 世纪 30 年 代 才 对 精确 的 算法 概念 给 出 
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确切 的 定义 ,但 模糊 的 概念 很 早 就 有 ,而 且 也 是 数学 追寻 的 主要 
自 标 之 一 .中 国 的 数值 运算 及 方程 求解 ,网 几 里 得 的 轧 转 相 除法 
以 及 印度 ,阿拉 伯 的 一 些 算法 ,都 使 人 认识 到 :算法 是 一 种 有 限 
的 指令 ,可 以 机 械 地 运行 ,从 而 对 一 类 问题 得 出 确定 的 解答 . 许 
多 几何 作 图 问题 以 及 求 积 问题 ,也 要 求 发 现 广义 的 “算法 ”来 求 
解 . 在 这 种 经 验 的 基础 上 ,寻求 普遍 的 方法 是 哲学 家 热心 研究 的 
问题 . 亚 里 士 多 德 ( Anstotle ,前 384 一 前 322) 就 热衷 于 构造 “发 明 
术 ”(ars inveniendi) , 旨 在 为 任何 科学 问题 提供 一 个 解答 .西班牙 
经 院 哲 学 家 昌 力 (Ramon Lul, 1235 一 1315) 在 他 的 《大 法 》(4r 
hasna) 中 也 设想 一 种 组 合 步骤 ,试图 发 现 所 有 “真理 ”. 他 的 思 
想 对 于 其 后 的 代数 发 展 有 着 重要 影响 ,最 主要 的 是 有 意识 地 建 
立 起 算法 观念 ,并 试图 用 机 械 化 步骤 来 实现 它 .当然 ,这 只 是 在 
数学 领域 中 起 到 了 统一 思想 方法 的 作用 ,把 它 推 向 普遍 方法 论 
高 度 的 是 箔 卡尔 (René Descartes, 1596 一 1650), 而 在 笛 卡 尔 之 前 
的 布鲁诺 (Giordano Bruno, 1548 一 1600) 的 认识 论 和 箔 卡尔 之 后 
的 帕斯卡 (Blaise Pascal,1623 一 1662) 的 机 械 化 思想 及 归纳 法 中 ， 
也 有 或 多 或 少 类 似 的 想法 . 

第 卡尔 十 分 明确 地 考虑 了 构造 出 普遍 方法 来 解决 科学 问 
题 ,特别 是 数学 问题 ,对 此 他 称 之 为 普遍 数学 . 正 是 这 种 对 方法 
的 普遍 考虑 ,使 他 首创 用 代数 方法 来 研究 几何 问题 ,从 而 创立 了 
解析 几何 学 .中 国 数学 家 吴 文俊 (1919 一 ”) 依 据 波 伊 亚 (George 
Polya, 1887 一 1985) 的 想法 ,把 笛 卡 尔 的 方案 总 结 如 下 : 

任意 问题 


-数学 问题 
-代数 问题 


导 


了 
on 


Pi( x1s'"*, Xn) =0， 


P(x1,.*, xn) =0. 
加- 解 方程 P(x) =0 
其 中 ,第 @、@ 步 无 非 是 数学 ,第 @ 步 并 没有 一 般 方法 ,第 中 步 则 
困难 更 大 . 

莱 布 尼 芯 也 把 找 出 能 求解 任何 数学 问题 的 普遍 算法 列 为 他 
的 第 二 大 目标 . 笛 卡 尔 在 几何 方面 实现 了 这 个 目标 ,而 莱 布 尼 茨 
则 在 逻辑 上 制定 了 一 个 方案 .首先 ,所 有 的 科学 语句 均 可 用 确切 
的 符号 语言 来 表述 ,这 样 就 形成 了 一 个 “逻辑 的 代数 ”, 它 可 以 应 
用 于 各 种 类 型 的 思想 ,并 通过 普遍 算法 ,由 原始 的 假定 推出 所 有 
的 逻辑 结论 .他 梦想 创造 一 种 一 般 方 法 ,只 通过 形式 的 计算 就 可 
以 推出 所 有 理性 的 真理 .这 就 是 他 的 “组 合 术 ”(arte combinatoria) 
的 实质 .这 种 思想 直到 19 世纪 中 叶 才 陆续 在 逻辑 领域 中 实现 . 
它 还 不 能 被 推广 到 大 部 分 数学 ,更 难以 被 推广 到 一 般 科 学 .但 
是 ,在 数学 发 展 过 程 中 ,人 们 创立 了 一 些 新 的 思想 方法 和 思想 原 
则 来 克服 这 些 困难 .这 些 思想 方法 和 思想 原则 不 仅 使 数学 的 领 
域 得 到 扩大 ,也 使 其 应 用 顺理成章 ,从 而 真正 把 数学 变 成 普遍 方 
法 学 ,而 不 仅仅 限于 自然 科学 的 工具 . 

具体 来 讲 ,数学 题材 具有 其 自由 性 ,因此 , 它 总 是 不 断 地 跨 
越 已 有 的 领域 ,深入 到 未 知 的 世界 中 去 . 17 一 18 世纪 ,无穷 及 无 
穷 小 进入 数学 ,把 代数 运算 规则 向 无 穷 领域 推广 ,这 就 导致 了 数 
学 分 析 的 形成 . 19 世纪 ,这 种 构成 方法 上 的 大 飞跃 ,使 实 分 析 向 
复 分 析 过 渡 , 再 次 显示 出 分 析 方 法 的 威力 .正如 阿达 马 (Jacques 
Hadamard ,1865 一 1963) 所 说 的 ,“ 实 域 的 两 个 真理 之 间 的 最 短途 
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径 是 通过 复 域 ”积分 法 .代数 函数 论 、 解 析 数 论 要 是 没有 复 分 
析 , 将 是 多 么 贫乏 啊 ! 如 果 数 学 方法 只 是 停留 在 数学 领域 ,那么 
也 就 显示 不 出 数学 的 普遍 方法 学 意义 . 正 是 复 分 析 在 流体 力学 
及 量子 力学 中 不 可 或 缺 的 作用 ,无 可 争辩 地 论证 了 数学 的 普 适 
性 . 


1.1.3 数学 是 一 种 普遍 思想 原则 


数学 在 发 展 过 程 中 不 断 一 般 化 、 不 断 抽象 化 ,从 而 形成 了 自 
身 的 普遍 思想 原则 . 对 称 性 原则 ,不 变性 原则 . 守 便 律 三 者 统一 ， 
是 卫 ' 诺 特 (Emmy Noether,1882 一 1935) 于 1918 年 首先 提出 的 .而 
群 论 方法 在 量子 力学 .原子 一 分 子 结构 、 核 结构 .基本 粒子 理论 
中 的 适用 性 ,也 是 大 数学 家 外 尔 (Hermann Weyl, 1885 一 1955 ) 首 
先 提出 的 . 群 论 方法 至 今 仍 被 广泛 应 用 于 科学 的 各 个 方面 ,而 不 
仅仅 局 限于 上 述 领 域 及 固体 物理 . 

数学 的 另 一 个 重要 原则 是 极 值 原则 或 变 分 原理 ,最 早 除了 
哲学 的 思辨 之 外 ,首先 提出 的 是 数学 家 费 尔 马 (Pierre Fermat， 
1601 一 1665) .这 个 原则 也 是 其 后 许多 物理 理论 的 基础 ,如 哈密 
尔 顿 (William Rowan Hamilton,1805 一 1865) 原 理 . 


1.1.4 数学 是 一 种 思想 工具 ,理性 思维 框架 


在 20 世 纪 之 前 ,科学 的 支柱 主要 是 理论 和 实验 (包括 观察 
和 测量 ) ,数学 和 计算 包括 在 理论 当中 . 实际 上 ,17 世纪 科学 革 
命 之 所 以 推动 近代 科学 的 产生 ,完全 依赖 于 理性 与 经 验 的 结合 ， 
它们 的 哲学 根源 是 笛 卡 尔 的 唯 理 主义 和 培根 的 经 验 主义 , 笛 卡 
尔 和 培根 也 是 近代 哲学 之 父 .确切 来 讲 , 笛 卡 尔 把 认识 论 置 于 本 
体 论 之 上 ,把 哲学 从 神学 的 奴仆 地 位 解放 出 来 ,成 功 地 实现 了 思 
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想 的 解放 ,直接 推动 了 近代 科学 的 产生 .其 中 ,理论 概念 .数学 工 
具 和 观察 实验 三 者 的 结合 ,是 牛顿 (Isaac Newton, 1642 一 1727 ) 科 
学 革命 的 催生 婆 .牛顿 成 就 其 伟业 不 仅 在 于 他 提出 了 正确 的 理 
论 概念 (特别 是 力 ), 而 且 还 在 于 他 提供 了 数学 工具 ( 微 积分 ) 及 
分 析 框 架 ,尽管 当时 使 用 的 还 是 殉 几 里 得 的 几何 系统 .对 于 其 后 
科学 的 重大 进步 来 说 ,理论 概念 及 数学 表述 和 计算 的 结合 仍 是 
不 可 缺少 的 一 环 , 尽 管 可 能 不 像 牛顿 那样 能 够 一 人 同时 完成 二 
任 ! 傅立叶 (Jean Baptiste Joseph Fourier,1768 一 1830) 发 展 了 热 传 
导 理 论 ,提出 了 傅立叶 级 数 , 对 数学 及 物理 学 都 产生 了 深远 的 影 
响 ,但 他 的 理论 开始 是 建 基 于 错误 的 热 质 论 基础 上 的 .麦克 斯 韦 
(James Clerk Maxwell, 1831 一 1879) 的 电磁 理论 在 列 方程 及 其 求 
解 上 有 了 重大 的 突破 ,但 一 些 理论 概念 (如 以 太 ) 上 的 混乱 以 及 
数学 表述 都 是 由 后 人 逐步 澄清 的 .进入 20 世纪 ,数学 越 来 越 走 
在 科学 的 前 面 ,甚至 事先 为 物理 理论 提供 数学 工具 , 如 张 量 分 析 
对 广义 相对 论 , 皇 阵 论 对 海 森 伯 (Wemer Heisenberg,1901 一 1976) 
的 矩阵 力学 等 ,都 是 如 此 . 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ,计算 机 的 发 展 与 计算 技术 的 进步 ,使 
得 科学 计算 .理论 和 实验 三 者 并 列 为 科学 的 三 大 支柱 ,近年 来 ， 
由 于 数学 的 发 展 ,从 数学 出 发 的 理论 越 来 越 多 地 成 为 科学 理论 
取得 突破 的 始作俑者 .这 特别 表现 在 1974 年 将 纤维 从 理论 作为 
规范 场 理论 的 标准 表述 .其 后 越 来 越 多 的 前 沿 数学 领域 进入 物 
理学 及 其 他 科学 领域 ,形成 了 新 兴 的 理论 框架 .实际 上 ,数学 已 
成 为 科学 发 展 的 第 四 根 支 柱 . 

对 于 生命 科学 .心理 科学 ,社会 科学 来 说 ,这 种 现象 早已 不 
是 新 事物 .数理 经 济 学 以 及 对 策 论 就 是 这 方面 的 最 典型 的 例子 . 


8 近代 数学 史 


1.2 数学 的 分 科 及 其 主要 问题 


数学 不 是 自然 科学 或 社会 科学 , 它 的 对 象 及 研究 目标 不 像 
这 些 学 科 那 样 明确 和 和 集中 .从 古 到 今 , 数 学 中 所 包含 的 对 象 ` 学 
科 及 分 支 变化 多 端 .在 中 世纪 ,除了 算术 和 几何 之 外 ,天 文 及 乐 
理 也 是 数学 的 分 支 .到 17 世纪 ,木工 、 石 工 \ 建 筑 、 火 器 ,占星 术 
等 等 都 是 数学 的 内 容 ; 从 那 时 起 ,更 力 学 .水 力学 \ 光 学、 地 图 绘 
制 法 等 等 ,仍然 被 看 成 大 数学 的 一 部 分 ,尽管 它们 早已 成 为 独立 
学 科 .数学 内 容 的 庞杂 也 可 以 说 是 数学 的 一 大 特征 . 

除 此 之 外 ,许多 基础 的 数学 学 科 ,它们 的 内 容 也 发 生 了 很 大 
的 改变 ,其 至 面目 全 非 了 .经 典 代数 学 主要 研究 代数 方程 的 求 
解 ,而 经 过 几 次 变化 ,现代 代数 学 主要 研究 代数 结构 .这 样 一 来 ， 
数学 的 统一 尽管 多 次 被 提起 ,但 是 总 难以 概括 全 部 数学 .因此 ， 
时 至 今日 ,数学 仍然 是 既 具 有 多 样 性 对 象 也 具有 多 种 目标 的 学 
科 , 尽 管 它们 之 间 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 . 

我 们 把 数学 划分 为 如 下 相互 关联 的 六 大 范畴 ,其 中 前 三 个 
可 以 说 是 数学 的 技术 方面 ,后 三 个 可 以 说 是 数学 的 理论 方面 .下 
面 分 别 对 其 中 的 对 象 、 学 科 、 研 究 目 标 等 稍 加 分 析 . 


1.2.1 操作 技术 


大 部 分 最 早 的 数学 问题 属于 解决 “如 何 ”(how) 的 技术 问题 ， 
它们 大 都 来 源 于 实践 .最 初 的 问题 包括 计数 .计算 .测量 、 作 图 等 
方面 .后 来 逐步 形成 特殊 的 或 一 般 的 数学 问题 .在 解决 这 些 问题 
的 过 程 中 ,形成 了 算法 以 及 操作 步骤 的 概念 .在 计算 过 程 中 , 形 
成 了 算术 ,特别 是 解数 值 代 数 方程 的 算法 .到 近代 ,这 推动 了 符 
号 代数 学 .求解 代数 方程 的 技术 以 及 把 这 些 技术 推广 到 无 穷 算 
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法 ,代替 综合 方法 的 代数 方法 的 发 展 ,从 而 形成 了 无 穷 小 演算 及 
解析 几何 学 .其 后 ,各 个 数学 分 支 也 提出 了 相应 的 算法 问题 , 例 
如 拓扑 学 中 计算 同调 群 . 同 伦 群 等 .从 这 个 意义 上 讲 , 数 学 在 本 
来 意义 上 是 一 种 计算 技术 ,或 更 广 一 点 讲 , 是 操作 技术 .而 研究 
这 种 技术 的 目标 就 是 发 明 算 法 或 解 题 的 步骤, 以 求 得 问题 的 解 
决 .应 该 说 ,这 是 一 种 富有 创造 性 的 研究 工作 .以 计算 为 例 ,由 精 
确 计 算 到 近似 解析 计算 到 数值 计算 到 计算 机 软件 ,一 直 是 数学 
研究 的 重要 内 容 . 除 计算 之 外 ,还 有 测量 ,绘图 ,统计 、 运 筹 等 操 
作 以 及 相应 的 或 衍生 的 各 种 问题 ,例如 古典 几何 中 的 许多 几何 
作 图 问题 ,特别 是 用 圆规 . 直 尺 作 图 的 几何 三 大 问题 ,以 及 更 一 
般 的 作 图 方法 .为 了 解决 这 些 问题 ,还 要 发 明 许 多 技术 ,如 各 种 
投影 技术 等 ,它们 至 少 在 过 去 都 属于 大 数学 .在 数学 分 析 的 范围 
内 ,级 数 求 和 , 渐 近 展开 、 积 分 变换 等 都 是 高 级 的 计算 技术 . 


1.2.2 技术 理论 


数学 一 开始 虽 是 一 门 技术 ,但 对 其 操作 对 象 ,多 少 也 应 该 有 
些 认识 .实际 上 ,在 操作 过 程 中 ,对 于 其 对 象 有 哲学 上 的 了 解 , 例 
如 什么 是 数 ,什么 是 形 等 等 ,不 过 ,这 些 认识 多 停留 在 描述 阶段 ， 
而 不 是 对 象 理论 阶 段 .在 长 期 的 操作 实践 之 后 ,对 于 技术 本 身 也 
有 许多 新 间 题 ,其 中 包括 表示 问题 .操作 规则 与 规律 问题 .可 计 
算 性 问题 ,如 无 穷 级 数 收敛 与 发 散 问题 收敛 速度 问题 \ 方 程 可 
解 性 问题 ,去 近 的 程度 及 可 能 性 问题 , 作 图 的 可 能 性 问题 ,特别 
是 方法 的 评价 问题 等 等 .这 些 问题 单 靠 试 错 法 是 不 能 完全 解决 
的 ,而 需要 诉 诸 理 论 ,这 样 就 形成 了 与 操作 技术 有 关 但 又 高 一 层 
次 的 学 科 , 如 数值 分 析 、 误 差 理论 .函数 遂 近 论 . 丢 番 图 (Diophan- 
tus) 允 近 理 论 \ 可 解 性 与 稳定 性 理论 等 等 . 
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1.2.3 操作 对 象 理 论 


这 里 的 操作 对 象 理 论 与 后 面 的 对 象 理 论 有 所 不 同 , 它 不 是 
指数 论 .函数 论 ,而 是 指 方程 论 . 它 的 目标 不 是 指向 对 象 本 身 , 而 
是 指向 技术 ,指向 求解 的 方法 ,例如 丢 盔 图 方程 论 .代数 方程 论 、 
代数 方程 组 理论 、 常 微分 方程 论 \ 偏 微分 方程 论 ,积分 方程 论 等 . 
它们 所 涉及 的 不 是 单个 方程 ,而 是 一 类 对 和 象 ,因此 ,其 首要 问题 
是 分 类 问题 ,然后 再 对 每 一 类 对 象 研究 解 的 数目 . 解 的 性 质 、 根 
与 系数 的 关系 、 某 类 解 的 存在 性 问题 等 等 .微分 方程 定性 理论 也 
属于 这 一 范畴 . 


以 上 三 大 范畴 是 解决 如何” 的 技术 问题 ,而 以 下 三 大 范畴 
是 解决 “什么 ”的 理论 问题 . 


1.2.4 ”对象 理论 


由 于 数学 的 对 象 是 思想 对 象 而 不 是 实物 对 象 ,因此 ,对 象 的 
本 质问 题 属于 数学 哲学 的 范畴 .既然 要 谈 对 象 理论 ,一 定 要 对 对 
象 说 点 什么 .一 谈 起 数学 的 对 象 , 自然 就 是 数 . 量 与 形 , 这 些 乍 一 
看 非常 具体 、 非 常 直观 的 对 象 ,在 经 历 几 百年 、 几 千年 的 发 展 之 
后 , 却 越 来 越 不 清楚 了 .在 19 世纪 末 , 人 们 就 提出 了 “ 数 是 秆 
么 "“ 数 应 该 是 什么 "“ 曲 线 是 什么 "之 类 的 基本 问题 .数学 家 对 
这 些 问题 没有 一 个 统一 的 看 法 .因此 ,我 们 把 数学 的 对 象 理论 分 
为 两 个 层次 , 即 学 说 和 理论 . 

(1) 学 说 (Lehre) .这 个 层次 带 有 哲学 味道 ,历史 上 许多 基本 
概念 ,如 数量、 函数 .集合 .空间 .曲线 等 等 ,都 经 历 了 长 期 的 讨 
论 . 但 是 ,还 不 能 说 完全 达成 一 致意 见 .许多 数学 家 不 把 学 说 看 
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成 数学 而 把 它 看 成 哲学 ,例如 外 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Theodor Wil- 
helm Weierstrass,1815 一 1897) 的 函数 论 用 的 就 是 函数 学 说 之 词 ， 
这 遭 到 了 克 洛 耐克 (Leopold Kronecker, 1823 一 1891) 等 人 的 反对 . 
另外 ,一 些 人 不 喜欢 诸如 处 处 不 可 微 的 连续 函数 之 类 的 病态 函 
数 .因此 ,他 们 对 同一 个 词 实 际 上 是 有 着 不 同 的 理解 的 .集合 一 
开始 更 是 被 看 成 哲学 ,直到 1904 年 以 后 才 正 式 变 成 数学 的 理 
论 . 

(2) 理 论 (Theorie) .理论 是 对 有 确切 定义 的 对 象 的 性 质 、 关 
系 、 刻 画 、 分 类 等 的 研究 .这 属于 数学 的 范畴 .不 过 ,在 历史 发 展 
过 程 中 ,对 象 本 身 也 在 不 断 地 演化 . 

典型 的 数学 理论 有 数论 .函数 论 . 算 子 论 以 及 各 种 几何 对 象 
理论 .过程 理论 等 等 .以 数论 为 例 ,重要 的 分 支 按 对 象 分 有 整数 
论 .代数 数论 .超越 数论 等 ; 按 方法 分 有 初等 数论 .解析 数论 、 概 
率 数 论 等 ; 按 问题 的 性 质 分 有 型 的 算术 理论 .几何 数论 等 ,也 包 
括 占 数论 一 大 块 的 丢 番 图 方程 理论 .这 些 很 难 统一 在 一 起 . 央 
此 ,有 着 很 长 历史 的 对 象 理 论 ,反而 没有 一 个 漂亮 的 理论 体系 . 
对 于 整数 论 ,问题 可 以 稍 加 集中 .以 正 整 数 为 例 , 主 要 有 表示 问 
题 \ 刻 画 问 题 等 ,如 : 

加 法 表示 问题 : 华 林 (Edward Waring,1736 一 1798) 问 题 . 哥 
德 巴赫 (Christian Goldbach, 1690 一 1764) 问 题 等 ,形成 加 法 数论 . 

@ 乘 法 表示 问题 :惟一 因子 分 解 定理 成 立 ,由 此 形成 了 素数 
问题 (如 素数 的 刻画 问题 ,素数 的 计数 问题 等 ) 和 除数 问题 (如 因 
子 数目 .算术 函数 等 ) , 

这 些 都 属于 解析 数论 范围 .不 过 , 正如 魏 伊 (Andre Weil， 
1906 一 1998) 所 说 的 ,解析 数论 并 不 是 数论 而 是 分 析 , 因此 解析 
数论 是 属于 技术 范畴 的 .事实 也 是 如 此 .可 是 ,代数 数论 恰恰 更 


12 近代 数学 史 


多 地 涉及 理论 ,并 深入 到 结构 理论 中 去 . 

函数 论 与 算 子 论 一 开始 也 是 表示 问题 ,特别 是 无 穷 级 数 及 
无 穷 乘 积 表示 ,然后 是 积分 表示 等 ,其 次 涉及 值 分 布 等 ,也 可 以 
说 是 计数 问题 ,另外 还 有 刻画 和 分 类 问题 .对 于 几何 图 形 , 则 有 
许多 性 质 与 关系 方面 的 问题 ,如 度量 性 质 以 及 相交 、 属 于 等 关 
系 , 但 也 有 刻画 和 分 类 问题 . 


1.2.5 结构 理论 


结构 理论 与 对 象 理论 之 间 并 没有 一 条 不 可 逾越 的 鸿沟 .之 
所 以 这 样 划 分 ,是 因为 结构 理论 必须 建立 在 集合 的 基础 之 上 ,而 
一 般 的 对 象 理 论 并 不 一 定 考 虑 所 有 对 象 的 集合 的 性 质 ,对 象 理 
论 只 考虑 其 中 的 每 个 元 素 或 某 类 元 素 所 具有 的 性 质 .在 由 对 象 
理论 到 抽象 结构 理论 之 间 ,还 可 以 分 成 三 个 层次 , 即 隐形 结构 理 
论 .具体 结构 理论 和 抽象 结构 理论 . 

(1) 隐 形 结构 理论 .例如 型 论 ,一 开始 它 是 对 象 理论 ,如 拉 格 
朗 日 (Joseph Louis Lagrange, 1736 一 1813 ) 及 高 斯 (Carl Friedrich 
Gauss,1777 一 1855) 的 二 元 二 次 型 理论 ,其 后 从 整体 上 , 即 从 所 有 
的 型 的 集合 出 发 ,来 考虑 其 刻画 和 分 类 问题 .代数 数论 .代数 不 
变 式 论 一 开始 也 是 如 此 . 

(2) 具 体 结 构 理 论 .在 研究 前 四 个 范 酶 的 过 程 中 ,得 出 了 具 
有 某 种 特殊 性 质 的 对 象 的 集合 ,从 而 进一步 研究 它们 的 结构 ,如 
置换 群 理论 及 变换 群 理论 . 

(3) 抽 象 结构 理论 .从 具体 结构 中 摆脱 掉 具 体 对 象 的 特征 ， 
特别 是 从 公理 出 发 来 定义 集合 ,我 们 得 出 抽象 的 结构 .现代 数学 
的 大 部 分 内 容 是 处 理 这 种 集合 及 其 上 的 结构 的 . 

按照 布尔 巴 基 ( Nicolas Bourbaki) 学 派 的 观点 ,原始 的 结构 可 
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以 划分 为 三 大 类 ,对 它们 各 自 的 结构 的 研究 形成 了 结构 数学 的 
主要 分 支 . 

代数 结构 :主要 是 群 \ 环 , 域 ,它们 分 别 构成 群 论 \ 环 论 及 
域 论 . 

名 序 结构 :主要 是 格 , 它 构成 格 论 . 

拓扑 结构 :主要 是 拓扑 空间 , 它 构成 一 般 所 扑 学 的 研究 对 
象 . 

这 些 抽象 的 研究 对 象 有 两 个 来 源 :一 个 来 源 是 从 过 去 研究 
的 具体 对 象 中 抽象 化 ,特别 是 公理 化 而 成 的 ,如 群 . 域 以 及 拓扑 
空间 ; 另 一 个 来 源 是 从 已 有 的 抽象 结构 中 衍生 出 来 的 . 

新 结构 的 产生 有 如 下 几 种 途径 : 

电 增 减 公 理 . 以 群 为 例 , 现 在 公认 群 是 元 素 间 存在 二 元 运算 
(例如 乘法 ) 并 满足 下 列 四 条 公理 的 集合 ; 

1"( 封 闭 律 ) 集合 中 任意 两 个 元 素 的 乘积 仍 属 于 该 集合 . 

2"( 结 合 律 ) 乘法 满足 结合 律 , 即 

(aoc=a' (bc). 
3°( 么 元 律 ) 集合 中 存在 么 元 1, 对 集合 中 任意 元 素 ea ,满足 
I"a=a*l=a. 
4?( 逆 元 律 ) 对 集合 中 任 一 元 素 ,存在 惟一 元 素 a” ,使 得 
alao=aa -= 7. 

由 以 上 四 条 公理 ,对 群 的 概念 可 以 有 许多 推广 ,办 法 有 : 

减少 公理 :如 果 一 个 集合 只 满足 1°, 被 称 为 广 群 ;只 满足 1°、 
2 呆 条 , 被 称 为 半 群 ; 满足 1°、2°、3° 三 条 ,被 称 为 单 式 半 群 
(monoid). 

减弱 公理 ;如 果 2 .3?.4" 不 一 定 满足 ,但 满足 2" :对 给 定 5， 
c ,存在 惟一 的 x 及 y, 满 足 x6 =c 及 By =c, 则 满足 1°、2°' 的 集合 
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被 称 为 拟 群 ;如 果 拟 群 还 满足 3", 则 被 称 为 圈 . 

反 过 来 ,增加 公理 或 加 强 公 理 也 可 以 得 到 一 些 更 为 特殊 的 
具体 的 对 象 , 如 群 加 上 交换 律 就 得 到 阿 贝尔 (Niels Henrik Abel， 
1802 一 1829) 群 , 它 是 数学 中 最 常用 的 对 象 之 一 .另外 ,对 群 还 可 
以 加 上 一 些 限 制 , 例 如 有 限 群 有限 生成 群 等 等 . 

格 是 一 种 偏 序 集 , 它 的 公理 增 减 之 后 可 得 到 全 序 集 及 偏 序 
集 . 格 经 特殊 化 以 后 可 以 得 到 分 配 格 ,再 特殊 化 以 后 可 以 得 到 布 
尔 (George Boole,1815 一 1864) 代 数 . 

@ 复 合 结构 .两 种 或 多 种 结构 可 以 复合 而 成 更 复杂 的 结 松 
每 种 结构 都 保持 其 独立 性 ,但 是 它们 之 间 通 过 映射 .运算 等 关系 
联结 在 一 起 .复合 结构 最 简单 的 例子 是 向 量 空间 ,其 推广 是 模 ， 
它 是 环 与 交换 群 的 复合 结构 , 模 可 以 说 是 同调 代数 学 的 主要 研 
究 对 象 . 域 上 的 环 被 称 为 代数 ,也 属于 这 个 范畴 . 

@ 多 重 结构 .一 个 集合 同时 具有 两 种 或 两 种 以 上 的 结构 ,这 
些 结构 之 间 有 一 定 关系 并 且 彼 此 相 容 ,就 被 称 为 一 种 多 重 结构 . 
多 重 结构 的 例子 有 很 多 ,如 偏 序 群 ,全 序 群 .拓扑 群 . 拓 扑 环 . 拓 
扑 域 偏 序 拓扑 空间 .拓扑 向 量 空间 等 等 ,其 中 包括 泛 阻 分 析 的 
主要 研究 对 象 希 尔 伯 特 (David Hilbert, 1862 一 1943) 空 间 及 巴 拿 
顽 (Stefan Banach,1892 一 1945) 空 间 . 

@ 混 合 结构 .混合 结构 是 指 由 各 种 结构 形成 的 复杂 系统 , 特 
别 是 流 形 ,复合 形 .纤维 从 . 绯 索 (faisceau ,通常 译 为 层 ,但 与 真正 
的 层 化 空间 (Stratification) 易 混 , 故 不 用 ) 以 及 簇 . 层 化 空间 等 等 . 
流 形 是 现代 数学 最 中 心 的 研究 对 象 , 其 特点 是 在 流 形 上 拓扑 、 几 
何 及 分 析 全 面 发 展 . 流 形 是 由 局 部 一 样 的 坐标 块 相互 重音 拼接 
起 来 的 ,正如 球面 及 环 面 都 可 看 成 是 由 -个 一 个 小 圆 片 拼接 起 
来 的 . 流 形 在 局 部 上 一 样 ,但 就 其 整体 性 质 米 说 ,由 于 拼接 方法 


及 两 个 重 羡 的 坐标 块 之 间 映 射 的 不 同 而 产生 不 同 的 对 象 及 研 
领域 .例如 : 

连续 ( 回 肽 ) 觅 射 > 拓扑 流 形 : 拓 扑 党 

分 段 线性 映射 二 PL 流 形 ; PL pe 

可 微 (微分 .光滑 ) 映 射 一 微分 流 形 : 微 分 拓扑 学 .微分 几何 


实 解 本 映射 一 实 解析 流 形 : 实 解析 几何 学 ; 

双 正 则 映射 -> 复 解析 流 形 : 复 解析 几何 学 ; 

双 有 有理 正 则 映射 一 代数 竹 :代数 几何 学 ， 

流 形 中 的 下 层 结构 都 是 建立 在 上 层 结构 的 基础 上 的 ,从 这 
此 层 ( 它 们 之 间 还 可 以 插入 其 他 的 层 ) 中 可 以 提出 一 系列 问题 ， 
如 一 个 拓扑 流 形 上 存在 微 全 多 的 条 件 是 什么 ”如 果 存 在 ,又 
有 多 少 种 不 间 的 微分 结构 ”给 出 一 个 微分 流 形 ,能 不 能 找 出 
个 代数 答 与 它 同 胚 或 微分 同 有 

研究 这 些 抽 象 对 象 的 月 的 是 摘 清 楚 它 们 的 结构 ,并 加 以 分 
类 .所谓 结构 .就 是 元 素 ( 或 它们 的 集合 ) 和 元 素 之 问 的 关系 .对 
于 抽象 的 集合 ,元素 和 元 素 之 间 除 了 它们 有 共同 从 属于 该 集合 
这 种 共性 之 外 .彼此 之 间 没 有 关系 ,一旦 有 关系 ,结构 也 就 产 
生 了 . 

以 有 限 搓 为 例 , 结 构 数 学 的 主要 问题 大 致 可 分 为 相 瑟 关联 
的 由 类 问题 : 

1 刻 丽 问题 . 结 爸 数学 的 让 要 问题 是 对 好 系 的 旭 古 ;指出 
了 琴 个 有 限 寿 在 什么 情况 下 民 _ 样 的 问 构 ) ;如果 它 们 有 差别 ， 
起 友 鼎 在 一些 不 空 明 ( 在 同 构 之 下 不 变 的 量 ) 的 不 同上 .为 此 . 必 
缠 找 说 一些 新 的 不 变量 ,并 指 员 哪些 不 变量 足以 刻 业 该 群 . 


2 分 类 辐 题 ,村 于 古 有 有 限 样 .再 找 击 完 全 组 的 不 空 量 ,1/ 
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此 对 它们 进行 分 类 ，1981 年 对 于 有 限 单 群 的 分 类 工作 已 经 完 
成 . 

(3) 结 构 问 题 .研究 结 梅 的 主要 问题 ,大致 有 下 列 几 个 方面 : 

直子 结构 . 群 作为 一 个 集合 , 它 的 某 些 子 集合 也 是 群 , 则 称 
之 为 子 群 . 子 群 中 有 一 些 特殊 性 质 的 , 则 称 之 为 正规 子 群 . 

包 原 始 结构 .一 个 群 如 果 没 有 非 平凡 的 正规 子 群 , 则 称 之 为 
单 群 . 单 群 是 构成 群 的 原子 ,任何 群 都 可 以 看 成 由 单 群 (原子 ) 构 
成 的 分 子 . 

电 商 结构 .一 个 群 通过 正规 子 群 分 解 成 陪 集 ,这 些 陪 集 也 构 
成 群 , 则 称 之 为 商 群 . 

@ 结 构 扩 张 . 群 可 以 通过 一 些 办 法 扩张 成 更 大 的 群 . 

包 结 构 的 同 态 及 同 构 . 

电 自 同 构 群 .一 个 群 到 自身 上 的 同 构 经 过 复合 也 是 自 同 
的 ,所 有 自 同 构 的 集合 也 构成 群 . 

(4) 实 现 问题 ，20 世纪 数学 中 的 结构 ,都 是 通过 公理 定义 
的 抽象 结构 ,为 了 更 具体 、 更 深入 地 理解 ,我 们 需要 找 出 与 它 同 
构 的 特殊 的 群 ,这 种 造 法 常 被 称 为 表示 .例如 ,有 限 群 最 常用 的 
有 线性 表示 ,另外 还 有 和 置换 表示 及 图 象 表示 等 . 

至 此 ,我 们 考虑 的 多 是 简单 结构 .数学 中 还 有 许多 更 复杂 的 
结构 ,最 典型 的 是 具有 边界 的 流 形 ,具有 各 种 奇 点 的 流 形 . 复 , 层 
化 结构 等 等 .对 此 ,我 们 也 有 一 些 特殊 问题 ,如 奇 点 分 类 与 解 消 
问题 以 及 层 化 问题 . 

对 结构 与 结构 之 间 关 系 的 研究 ,导致 了 范畴 与 陋 子 理论 的 
产生 , 它 也 可 以 看 成 是 一 种 元 数学 . 


苹 


可 
mt 
所 


1.2.6 元 理论 


元 数学 是 对 数学 本 身 进 行 反思 的 产物 ,长 期 属于 哲学 的 范 
畴 .20 世纪 以 来 ,数学 基础 问题 受到 重视 ,其 后 又 有 符号 逻辑 的 
产生 ,从 而 形成 数理 逻辑 这 个 领域 .对 于 算法 的 研究 形成 递归 
论 ;对 于 证 明 结 构 的 研究 形成 证 明 论 ; 对 于 集合 论 基础 的 研究 形 
成 公理 集合 论 ; 对 于 结构 的 分 类 及 实现 形成 模型 论 .到 20 世纪 
70 年 代 , 在 计算 机 的 影响 下 ,出现 了 计算 复杂 性 的 新 领域 .元 数 
学 的 结果 中 有 相当 一 部 分 是 否定 的 , 即 许多 问题 的 不 可 解 性 ,对 
此 应 进一步 使 问题 特殊 化 ,并 划 清 可 解 与 不 可 解 的 边界 ;对 于 可 
解 问题 , 则 求 出 解法 . 


传统 数学 学 科 可 能 模 跨 六 大 范畴 ,并 按 上 述 顺序 自然 发 展 ， 
从 而 使 每 一 学 科 的 研究 目标 越 来 越 明 确 , 这 有 助 于 我 们 对 数学 
进行 全 面 的 理解 . 


2 数学 史 


数学 史 研 究 是 在 数学 的 科学 层面 上 加 上 时 间 的 维度 而 进行 
的 .数学 的 内 容 及 范围 随 着 时 间 的 不 同 而 不 同 ,因此 有 言 :“ 数 学 
无 非 就 是 它 的 历史 .不 过 ,数学 家 大 都 不 这 样 看 .他 们 所 关心 的 
大 都 是 他 们 感 兴趣 的 领域 在 无 穷 小 时 段 上 的 历史 ,因此 也 就 把 
整个 领域 .全 部 时 段 .各 种 情况 的 演化 留 给 不 到 数学 家 的 1% 的 
数学 史家 .这 样 ,数学 家 与 数学 史家 有 一 个 分 工 :他 们 在 对 象 方 
法 、 领 域 .时 段 以 及 讨论 的 问题 等 方面 都 有 所 不 同 .因此 ,我 们 有 
必要 对 数学 史 的 一 些 根本 问题 稍 加 讨论 ， 
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2.1 数学 的 演化 与 进步 


没 人 和 否认 数学 是 不 断 进 步 的 . 谈 到 进步 ,在 科学 哲学 中 , 特 
别 是 库 恩 (Thomas Kuhn,1922 一 1996) 的 历史 学 派 ,提出 了 范式 以 
及 不 可 通 约 性 的 观念 ,认为 自然 科学 中 有 些 理论 很 难说 是 进步 
的 .他 们 还 提出 数学 中 没有 “革命 ”, 这 也 引起 许多 争论 .我们 的 
观点 是 ,数学 不 是 自然 科学 ,数学 哲学 不 等 于 科学 哲学 .数学 从 
总 体 上 来 讲 是 无 边界 的 领域 ,从 这 种 意义 上 说 ,数学 是 不 断 进 步 
的 .但 是 ,数学 是 形式 科学 ,并 没有 外 在 的 实在 基础 , 它 的 对 象 是 
多 样 的 ,对 它 的 研究 是 多 途径 的 ,在 这 些 方面 ,数学 比 经 验 科 学 
存在 着 更 多 的 主观 性 问题 .由 于 数学 哲学 还 十 分 幼稚 ,许多 问题 
还 有 待 深入 探讨 . 

从 现在 实际 存在 的 资料 出 发 ,我 们 认为 ,数学 的 发 展 主 流 是 
进步 的 , 它 主 要 表现 在 如 下 四 个 方面 : 

(1) 问 题 的 提出 和 解决 .数学 正如 任何 其 他 学 科 一 样 ,都 是 
从 特殊 问题 开始 的 .最 早 的 问题 无 疑 大 都 来 自 于 实际 ,如 计数 、 
作 图 , 求 长 度 、 求 面积 , 求 容 积 、 求 体积 确定 位 置 等 ,但 很 快 就 形 
成 了 概念 以 及 理论 问题 .从 数 的 表示 及 计算 .几何 作 图 问题 到 微 
积分 , 随 着 理论 体系 的 建立 ,进一步 形成 了 一 系列 不 同 层次 ,不 
同 难度 的 问题 .问题 是 数学 的 灵魂 ,一 个 数学 分 支 的 成 熟 程度 也 
主要 看 它 是 否 能 提出 系统 的 问题 层 系 ,而 一 步 一 步 解决 这 些 问 
题 也 就 成 为 这 个 学 科 进 步 的 自然 判 据 . 在 解决 这 些 问题 的 过 程 
中 ,数学 家 创造 出 各 种 技巧 技术 及 方法 ,它们 构成 了 数学 进 一 
步 发 展 的 工具 ,这 是 数学 在 技术 上 的 进步 . 

(2) 概 念 及 理论 体系 的 形成 与 深化 .科学 与 前 科学 的 显著 不 
同 之 处 在 于 它 形 成 了 理论 体系 ,对 数学 也 是 如 此 .科学 的 理论 体 
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系 首先 在 于 对 象 的 形成 .概念 化 以 及 基本 原理 的 建立 .在 这 个 过 
程 中 ,理性 思维 和 哲学 起 着 决定 性 的 作用 .由 于 “数学 的 本 质 在 
于 它 的 自由 性 ” ,对 象 的 选取 则 存在 着 主观 任意 性 ;如果 选取 得 
好 ,将 对 学 科 的 发 展 有 重要 意义 .例如 ,素数 的 引进 就 使 数论 与 
算术 区 别 开 来 .在 这 方面 , 欧 几 里 得 的 《几何 原本 了》 成 为 以 后 数学 
发 展 的 典范 .在 数学 上 ,有 许多 领域 是 由 于 数学 家 的 伟大 洞察 力 
而 形成 和 发 展 的 ,例如 射影 几何 学 .代数 数论 .类 域 论 . 黎 曼 
(Ceorg Friedrich Bemhard Riemann,1826 一 1866) 曲 面 理论 .理想 理 
论 .不 变 式 论 .置换 群 理 论 .微分 方程 定性 理论 .组 合 拓扑 学 , 希 
尔 伯 特 几何 基础 等 .20 世纪 的 泛 函 分 析 、 广 义 函数 论 .调和 积分 
论 , 流 形 的 几何 与 拓扑 等 ,也 是 如 此 . 

(3) 领 域 的 扩张 和 新 学 科 的 建立 .数学 对 象 摆脱 其 有 生 以 来 
的 非 本 质 因素 而 不 断 地 抽象 化 ,从 而 逐步 形成 新 学 科 .新 领域 ， 
这 是 数学 不 断 进 步 的 过 程 .例如 ,方程 的 置换 一 置换 群 一 变换 群 
一 抽象 群 ,这 一 过 程 并 没有 把 代数 由 方程 论 简单 地 变 成 群 论 . 实 
际 上 ,所 有 这 些 理论 都 有 自己 的 问题 ,并 在 不 同 程度 上 得 到 了 发 
展 . 例 如 , 伽 罗 华 (Evariste Galois,1811 一 1832) 理 论 的 逆 问 题 尚 未 
完全 解决 ,置换 群 理论 的 许多 问题 无 法 用 抽象 群 论 加 以 解决 ;而 
抽象 群 论 又 从 有 限 群 产生 连续 群 ,然后 又 出 现 离 散 群 乃至 更 复 
杂 的 群 ;由 群 论 又 产生 半 群 、 伪 群 及 各 种 各 样 的 二 元 系 理论 . 

几何 学 的 分 化 反映 了 数学 领域 的 大 扩展 ,其 中 具有 突破 性 
意义 的 是 非 欧 几何 的 出 现 .而 广义 的 非 欧 几何 还 涉及 高 维 几 何 、 
非 阿 基 米 德 几 何 及 复 儿 何等 等 ,这 些 推广 还 可 以 不 断 继续 下 去 . 

由 于 问题 的 多 样 性 和 理论 体系 的 相互 作用 ,数学 领域 的 扩 
张 及 其 多 样 化 将 是 无 止境 的 进步 过 程 . 

(4) 不 同 领 域 相关 性 的 发 现 和 数学 统一 性 的 寻求 .数学 领域 


20 近代 数学 中 


最 早 被 划分 为 数论 和 几何 , 欧 几 里 得 最 早 把 它们 统一 在 几何 之 
下 ,这 个 传统 一 直到 17 世纪 .此 后 代数 一 分 析 开 始 代替 综合 几 
何 而 成 为 数学 的 基础 .解析 几何 和 无 穷 小 几何 无 非 是 代数 和 分 
析 在 几何 上 的 应 用 . 19 世纪 末 以 群 来 统一 数学 取得 很 大 成 功 ， 
男 外 代数 数论 代数 函数 论 ,代数 几何 学 及 代数 不 变 式 论 导致 交 
换代 数 的 发 展 ,这 些 都 促进 了 抽象 代数 学 的 产生 .同时 ,从 分 析 
和 几何 两 条 道路 发 展 了 拓扑 学 .拓扑 学 和 代数 学 构成 了 20 世纪 
数学 的 两 愤 ,这 导致 布尔 巴 基 学 派 用 结构 来 统一 数学 . 近 30 年 
来 ,尽管 数学 已 分 化 成 几 十 个 上 百 个 分 支 , 但 是 在 它们 之 间 , 人 
们 越 来 越 多 地 发 现 了 新 的 意 想 不 到 的 关系 . 


2.2 ”数学 史 的 分 期 


数学 史 研 究 要 解决 的 问题 首先 是 分 期 间 题 . 当然 ,分 期 有 一 
定 的 主观 性 \ 任 意 性 .但 是 ,其 重要 性 是 不 言 而 喻 的 ,而 且 它 作为 
研究 数学 发 展 的 基本 框架 ,对 研究 数学 史 也 有 方法 论 的 价值 . 

数学 史 的 分 期 方法 很 多 , 主要 有 按 社会 政治 史 、 按 文化 史 、 
按 科 学 史 . 按 数 学 内 容 的 发 展 史 以 及 按 世 纪 来 划分 .这 些 分 法 都 
有 一 定 的 优点 ,但 也 并 不 能 反映 数学 发 展 的 真正 状况 ， 

社会 政治 的 主要 事件 与 数学 发 展 几 乎 没有 什么 关系 .1492 
年 哥伦布 发 现 新 大 陆 、1588 年 西班牙 无 敌 舰 队 覆 灭 、1642 年 英 
国 革命 .1688 年 “光荣 革命 ”1789 年 法 国 大 革命 .1848 年 欧洲 各 
国 革命 .1917 年 俄国 革命 等 ,有 的 虽然 影响 到 数学 家 个 人 ,但 一 
般 并 不 影响 数学 的 进程 . 另 一 方面 ,文化 科学 的 发 展 也 不 完全 与 
数学 同步 .19 世纪 的 英国 就 是 典型 的 例子 ,虽然 它 的 科学 极为 
先进 ,但 它 的 数学 远 不 如 德国 和 法 国 . 

许多 分 期 按照 初等 数学 、 高 等 数学 来 划分 ,实际 上 这 些 界 限 
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并 不 清楚 .作为 初等 数学 的 平面 几何 ,在 19 世纪 又 有 很 大 的 复 
兴 . 数 论 和 组 合 论 的 许多 难题 至 今 也 难以 解决 .常量 数学 与 变量 
数学 的 提 法 更 是 欠 妥 ,因为 变量 与 函数 的 概念 在 17 世纪 末 才 刚 
刚 涉 及 ,而 较 精确 的 函数 概念 直到 18 世纪 中 叶 才 被 提出 来 . 

按 世 纪 来 划分 也 有 不 尽 如 人 意 之 处 . 错 玉 顿 (Hieronymus 
Georg Zeuthen ,1839 一 1920) 把 16 世纪 数学 和 17 世纪 数学 放 在 一 
起 , 丢 东 涅 (Jean Dieudonné,1906 一 1992) 把 18 世纪 数学 和 19 世 
纪 数 学 放 在 一 起 ,虽然 他 的 书 中 有 许多 章节 的 内 容 写 到 了 20 志 
纪 60 年 代 . 更 具体 细 分 的 还 有 和 霍 夫 曼 (Joseph Ehrenfried Hof- 
mann,1900 一 1973) ,他 把 从 1637 年 到 18 世纪 末 作 为 一 段 ;许多 
人 还 把 解析 几何 学 作为 近代 数学 的 开端 ,而 把 符号 代数 归 人 前 
期 .本 书 作者 不 愿 采用 这 些 方 法 . 丢 东 涅 把 代数 学 划分 为 1840 
年 之 前 .1840 一 1920 年 以 及 1920 年 之 后 各 一 段 , 但 对 分 析 数 学 
来 说 ,这 恺 怕 从 习 ， 

本 书 作 者 采用 如 下 的 分 期 : 

(1) 前 史 时 期 ; 

(2) 古 代 及 中 世纪 时 期 (从 公元 前 4 世纪 到 16 世纪 末 ); 

(3) 近 代 前 期 (17 一 18 世纪 ); 

(4) 近 代 后 期 (19 世纪 ); 

(5) 现 代 时 期 (20 世纪 ). 

下 面 对 每 一 时 期 的 特点 稍 加 分 析 


2.2.1 前 史 时 期 


前 史 时 期 的 数学 主要 是 民族 数学 或 文化 数学 (ethnomathe- 
matics) .在 各 种 文化 的 发 展 过 程 中 ,各 民族 都 或 多 或 少 地 掌握 了 
一 些 简单 的 数学 技术 ,包括 计数 .计算 ,测量 .土木 建筑 .绘图 等 ， 
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基本 上 属于 实用 技术 .这 些 知识 是 零散 的 ,而 且 反 映 出 较 大 的 文 
化 差异 . 另 一 方面 ,也 出 现 了 神秘 的 占星 术 、 数 秘 术 (numerolo- 
寻 ) .占卜 术 等 伪 科 学 ,其 中 也 有 个 别 的 涉及 数学 内 容 , 如 二 进 制 
等 .各 种 建筑 上 的 对 称 图 案 以 及 正 多 面体 的 列举 ,包含 着 群 的 观 


2.2.2 古代 及 中 世纪 时 期 
数学 经 过 长 时 期 的 发 展 之 后 ,正式 成 为 一 门 学 科 , 其 主要 标 


是 : 

(1) 建 立 数 的 表示 及 计算 方法 ，; 

(2) 对 于 一 些 问 题 有 较 系统 的 方法 . 
这 使 数学 的 技术 部 分 初步 形成 .而 欧 几 里 得 《4 几何 原本 》 的 问世 ， 
则 使 理论 数学 有 了 一 个 原型 .由 于 各 国 数学 的 发 展 状 况 不 同 , 古 
代数 学 的 主要 领域 是 算术 和 几何 . 古 希腊 具有 初等 的 数论 . 量 论 
以 及 一 些 基 本 的 几何 问题 和 数论 问题 .这 些 问题 对 以 后 的 数学 
产生 很 大 的 影响 ,但 不 一 定 很 重要 .比较 重要 的 数学 是 计算 , 特 
别 是 解 方程 .经 过 1 000 多 年 的 发 展 , 人 们 仍然 只 会 解 一 次 ,二 次 
方程 ,三 次 方程 只 有 个 别 的 会 解 ,因此 ,16 世纪 求解 三 次 .四 次 
方程 无 疑 是 一 个 重要 突破 .但 是 , 古 希 腊 的 几何 方法 与 中 国 、 印 
度 的 近似 方法 不 是 欧洲 近代 数学 的 发 展 主流 .显然 ,精确 解 与 精 
确 算法 的 概念 以 及 普遍 代数 方法 把 算术 提高 到 一 个 新 阶段 . 从 
历史 上 看 , 古 希腊 数学 的 几何 理论 大 大 优 于 数值 计算 ,而 中 国 、 
印度 .阿拉 伯 的 数学 则 偏重 于 计算 及 实际 问题 的 解决 .如 果 单 纯 
的 实用 技术 难以 提高 到 理论 ,最 终 将 影响 到 技术 的 提高 ,这 也 许 
是 东方 数学 没 能 产生 解析 几何 与 微 积分 的 原因 .如果 理论 本 身 
没有 实际 问题 的 支持 ,也 必然 流 于 玄 虚 .例如 ,西方 中 世纪 关于 
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无 穷 的 研究 仅 停留 在 神学 一 哲学 阶段 , 没 能 产生 有 用 的 理论 .但 
理论 思维 在 科学 上 有 其 领先 作用 .由 于 求解 几何 作 图 三 大 问题 ， 
导致 了 圆锥 曲线 及 其 他 曲线 的 产生 ,这 为 科学 革命 准备 了 数学 
语言 及 研究 素材 . 


2.2.3 17 一 1 世纪 的 数学 


近代 数学 诞生 的 标志 是 符号 化 的 普遍 算法 的 建立 以 及 无 穷 
进入 数学 .这 一 下 子 使 建立 在 几何 和 算术 上 的 算法 上 了 一 个 新 
台阶 ,不 仅 使 数学 的 应 用 范围 大 大 扩大 ,成 为 发 展 科 学 技术 的 有 
力 工 具 ,而 且 也 向 理论 研究 提出 了 一 系列 问题 .这 就 导致 了 19 
世纪 操作 理论 .操作 对 象 理论 ,对象 理 论 的 产生 .由 此 ,数学 进 人 
了 多 样 化 和 理论 化 的 时 代 . 

17 世纪 符号 代数 .解析 几何 学 及 微 积 分 的 建立 ,虽然 大 大 
扩大 了 数学 技术 的 宝库 ,但 是 并 没有 改变 数学 主要 是 一 门 实用 
的 计算 及 操作 技术 的 状态 .当时 几乎 没有 专业 的 数学 家 ,数学 家 
大 都 是 科学 家 ,数学 在 他 们 看 来 主要 是 解决 自然 科学 和 其 他 技 
术 ( 如 制造 光学 仪器 ) 问 题 的 工具 ,而 纯粹 的 数学 ,如 数论 ,虽然 
也 有 一 些 进步 ,但 在 当时 只 不 过 是 数学 游戏 或 智力 竞赛 ,业余 数 
学 家 即使 得 到 结果 ,也 并 不 当做 学 术 成 果 去 发 表 . 数 学 作为 一 门 
计算 技术 进步 惊人 ,特别 是 微 积 分 的 完成 ,解决 了 许多 天 文学 、 
力学 及 物理 学 的 问题 . 微 积 分 本 身 只 不 过 是 一 种 更 有 效 的 演算 
方法 , 即 所 谓 无 穷 小 演算 (infinitesimal calculus) .随后 , 常 微分 方 
程 及 数学 物理 方程 的 出 现 以 及 变 分 法 的 诞生 ,使 数学 工具 更 为 
有 力 .“ 变 分 法 ”原文 是 calculi variationum ( 变 分 演算 ) .微分 法 、 
积分 法 . 变 分 法 的 名 称 一 直 沿 用 到 现在 .17 一 18 世纪 的 概率 论 
实际 上 是 概率 演算 (le calcul des probabilites) , 直到 20 世纪 还 有 
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这 方面 的 著作 问世 ,而 真正 的 概率 论 是 20 世纪 的 事 . 同 样 , 莱 布 
尼 茨 最早 有 了 逻辑 演算 的 观念 ,直到 19 世 纪 才 由 布尔 等 人 实现 ， 

科学 革命 时 期 所 形成 的 这 些 技 术 学 科 , 后 来 被 统称 为 ( 数 
学 ) 分 析 . 在 当时 ,分 析 与 代数 的 对 象 是 不 加 区 别 的 .如 果 有 什么 
区 别 的 话 ,可 以 说 代数 是 进行 有 限 的 演算 ,而 分 析 是 进行 无 穷 的 
演算 . 这 种 区 别 直 到 19 世纪 初 柯 西 (Augustin-Louis Cauchy， 
1789 一 1857) 开 始 对 分 析 的 严格 化 进行 尝试 , 才 为 人 们 所 重视 . 
实际 上 ,这 个 问题 涉及 数学 的 基础 问题 :有 限 演算 的 规则 (如 加 
法 交换 律 ) 是 否 适 用 于 无 穷 的 运算 (如 无 穷 级 数 )? 人 们 很 快 发 
现 , 有 限 演算 的 规则 对 无 穷 运 算 决 非 畅通 无 阻 .有 限 推 理 所 得 出 
的 逻辑 规则 能 否 被 推广 到 无 穷 推 理 或 对 无 穷 对 象 的 推理 , 则 是 
20 世纪 的 数学 基础 的 中 心 问题 之 一 .在 当时 ,还 有 一 门 被 称 为 
“代数 分 析 学 "的 学 科 , 从 欧 拉 (Leonard Euler, 1707 一 1783 ) 到 柯 
西 ,都 写 过 这 方面 的 专著 和 教程 ,其 主要 内 容 是 从 初等 函数 到 一 
些 特殊 函数 的 演算 及 公式 ,特别 是 把 初等 超越 函数 展开 成 无 穷 
级 数 、 无 穷 乘 积 、 无 穷 连 分 式 的 方法 .在 这 一 时 期 ,虽然 有 一 些 新 
的 对 象 , 如 无 穷 小 量 .无穷大 量 等 , 却 没有 适当 的 对 象 理 论 .不 仅 
如 此 ,讨论 这 种 演算 的 合法 性 的 “操作 ”或 “演算 "理论 ,如 级 数 求 
和 的 可 能 性 收敛 与 发 散 问 题 等 ,也 没有 被 提 到 日 程 上 来 .因此 ， 
这 个 时 期 虽然 在 技术 上 有 很 大 发 展 ,而 相应 的 技术 理论 却 相当 
落后 . 它 标 志 着 方法 观念 上 的 变革 , 即 从 几何 式 的 综合 方法 导向 
计算 式 的 分 析 方 法 ,这 对 于 几何 学 力学 ,天 文学 的 理论 系统 都 
产生 了 重大 的 影响 . 


2.2.4 19 世纪 的 数学 


19 世纪 的 数学 是 近代 数学 的 成 熟 时 期 ,也 是 数学 真正 发 展 
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成 为 自在 的 理论 科学 的 时 期 .但 是 ,伴随 着 第 二 范畴 的 操作 理论 
(如 最 小 二 乘法 及 误差 理论 .级 数 求 和 理论 .函数 逼近 理论 及 丢 
番 图 和 逼近 理论 ) 和 第 三 范畴 的 操作 对 象 理 论 ( 如 代数 方程 理论 、 
常 微分 方程 理论 ) 的 产生 与 发 展 ,数学 技术 本 身 也 大 有 提高 , 特 
别 是 傅立叶 展开 、 积 分 变换 ,尤其 是 复 分 析 的 建立 ， 

19 世纪 的 数学 可 以 说 是 数学 对 象 化 与 多 样 化 的 时 期 ,一方 
面 数学 由 主要 是 操作 技术 转变 为 理论 , 另 一 方面 也 为 20 世纪 现 
代数 学 的 发 展 疯 定 了 基础 .19 世纪 由 于 求解 高 次 代数 方程 以 及 
几何 作 图 三 大 问题 未 能 成 功 而 产生 了 方程 理论 的 新 学 科 , 这 种 
现象 使 代数 作为 一 个 学 科 , 其 主题 不 断 演化 .对 于 微分 方程 及 变 
分 问题 ,也 逐步 提出 方程 理论 问题 ,并 由 解 的 表示 而 形成 特殊 函 
数 的 理论 .高 斯 正式 把 数论 变 成 一 个 学 科 ,而 且 创造 性 地 引进 代 
数 数论 和 型 论 , 这 样 ,数学 对 象 理 论 才 真 正 形成 ,数学 发 展 成 为 
一 门 自在 的 科学 ,而 不 再 仅仅 是 自然 科学 或 技术 的 语言 和 工具 
了 ,几何 随 着 方法 的 多 样 化 ,也 越 来 越 扩 大 自己 的 领域 ,特别 是 
对 于 几何 对 象 的 观点 的 不 同 ,大 大 改变 了 对 古典 几何 的 看 法 : 

(1) 由 古典 的 欧 氏 几何 扩展 到 非 欧 几 何 ,这样 , 几 何 改变 了 
自己 是 自然 科学 的 一 个 分 支 的 地 位 ,而 变 成 一 门 形式 科学 . 

(2) 几 何 对 象 大 大 扩张 ,由 二 维 、 三 维 空间 扩展 到 高 维 空间 ， 
特别 是 作为 曲线 、 曲 面 的 推广 的 流 形 概念 ,成 为 几何 研究 的 主要 
对 象 .同时 ,不 以 点 为 元 素 的 线 几何 、 球 几何 等 也 被 担 上 日 程 . 

(3) 几 何 学 研究 的 目标 ,也 逐步 由 特殊 对 象 的 特殊 性 质 以 及 
度量 ,转变 为 对 分 类 及 其 上 结构 的 研究 .在 这 方面 ,变换 的 观念 、 
群 的 观念 及 不 变性 观念 成 为 分 类 的 基础 . 

(4) 儿 何 学 研究 的 手段 ,也 从 综合 方法 转变 为 主要 是 代数 方 
法 和 分 析 方 法 , 反 过 来 ,几何 观点 也 对 分 析 问 题 产 生 直 观 的 理 
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解 .19 世纪 的 几何 学 由 一 个 内 容 比较 贫乏 的 学 科 变 成 一 个 内 容 
丰富 多 样 的 学 科 ,到 19 世纪 末 形 成 一 个 有 内 在 统一 性 的 学 科 ， 
到 20 世纪 又 由 博 返 约 ,纯粹 儿 何 学 的 内 容 似乎 已 被 淹没 在 代数 
及 分 析 的 汪洋 大 海 之 中 .可 以 说 ,19 世纪 是 几何 的 黄金 时 代 . 

19 世纪 的 代数 也 经 历 过 几 次 变形 ,但 它 并 不 是 由 后 面 的 领 
域 完全 代替 前 面 的 领域 ,而 是 领域 扩大 ,中 心 主题 偏 移 .起 初 方 
程 数值 解法 、 近 似 解法 仍 有 所 发 展 ,包括 几何 解法 与 图 象 解法 ， 
求 精确 根 式 解 及 解析 解 (包括 无 穷 级 数 解 ) 也 一 直 有 人 研究 .其 
后 是 方程 论 及 置换 群 论 的 发 展 , 刀 至 产生 抽象 群 及 表示 论 . 另 一 
方面 ,在 19 世纪 中 期 ,型 论 及 不 变 式 论 也 占据 过 “近代 代数 "或 
“高 等 代数 "的 宝座 ,线性 方程 组 导致 线性 代数 的 发 展 ,代数 方程 
组 起 先导 致 消去 法 技术 的 产生 ,其 后 发 展 成 为 交换 代数 理论 .最 
后 ,四 元 数 及 其 各 种 推广 导致 线性 结合 代数 及 非 结 合 代 数 的 产 
生 , 而 向 量 及 张 量 的 演算 最 后 被 归 人 线性 代数 及 多 线性 代数 .19 
世纪 的 代数 的 确 经 历 了 一 个 多 样 化 并 不 断 产生 分 支 的 过 程 ， 


2.2.5 20 世纪 的 数学 


20 世纪 的 数学 是 数学 从 19 世纪 的 多 样 性 时 期 趋 于 统一 的 
时 期 ,其 统一 的 基础 是 集合 论 . 一 方面 ,集合 论 之 上 产生 了 结构 
数学 的 庞大 领域 ; 另 一 方面 ,集合 论 的 基础 问题 产生 了 元 数学 . 
数学 新 对 象 的 出 现 ,形成 结构 的 多 样 性 ,导致 理论 的 多 样 性 .而 
且 19 世纪末 以 前 的 四 大 范畴 的 数学 仍 有 新 的 发 展 ,加 上 应 用 数 
学 .计算 数学 等 新 领域 的 出 现 ,数学 日 趋 专 门 化 .多样 化 .但 意 想 
不 到 的 是 ,从 20 世纪 70 年 代 起 ,各 个 领域 之 间 的 新 关系 不 断 被 
发 现 ,新 一 轮 的 统一 性 正在 形成 之 中 
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3 数学 史学 史 


史学 史 (historiography) 一 词 也 可 译 为 编 史 学 ,是 讨论 历史 编 
繁 法 及 其 发 展 过 程 的 学 科 .科学 史学 史 已 有 多 种 著述 ,而 数学 史 
学 史 往 往 作为 其 中 一 部 分 加 以 论述 .根据 我 们 对 数学 的 观点 , 数 
学 史学 史 并 没有 成 为 一 门 成 熟 的 学 科 .因此 ,这 里 所 论述 的 只 不 
过 反映 了 数学 史学 史 作 为 一 门 学 科 前 史 的 情况 . 


3.1 数学 史 的 工作 


数学 史 论 述 数 学 的 发 展 历程 ,因此 ,其 工作 性 质 与 科学 史 差 
不 多 ,主要 的 工作 有 : 

(1) 原 始 著 作 的 搜 坟 编辑 校订 整理 及 分 析 、 考 证 等 . 

(2) 传 记 以 及 其 他 背景 材料 的 考察 . 

(3) 各 种 材料 的 时 间 顺 序 及 其 因果 关系 的 研究 和 确定 ,构成 
历史 的 基本 单元 一 一 史实 . 

(4) 建 立 分 析 框 架 , 从 历史 背景 以 及 学 科 和 整个 社会 文化 背 
景 来 论述 数学 的 发 展 , 并 以 此 为 契机 ,探讨 数学 发 展 的 规律 , 预 
测 未 来 的 进展 . 

研究 数学 史 的 角度 一 般 分 为 内 史 和 外 史 . 内 史 从 学 科 角 度 
来 考察 ,对 于 数学 概念 及 理论 ,主要 从 本 学 科 内 部 或 相 邻 学 科 考 
察 其 起 源 及 相互 影响 , 近 现 代数 学 史 研 究 多 偏重 这 方面 ;外 史 从 
社会 的 政治 .经济 文化 等 方面 来 考察 数学 的 发 展 .数学 的 古代 
史 , 特 别 是 史前 史 ,与 各 民族 文化 发 展 的 关系 密切 ,而且 直接 影 
响 数学 基本 内 容 的 起 源 .在 后 来 的 发 展 中 ,数学 的 内 在 体制 及 数 
学 与 社会 的 相互 关系 ,从 宏观 及 结构 上 对 数学 的 发 展 产生 重要 
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影响 .例如 ,数学 教育 ,纯粹 数学 与 应 用 数学 的 比例 关系 ,政治 与 
意识 形态 的 干预 等 ,都 在 很 大 程度 上 影响 到 数学 的 发 展 . 

把 数学 史 划 分 为 内 史 和 外 史 , 实 际 上 只 是 为 了 方便 .对 于 数 
学 力 至 科学 的 发 展 来 说 , 介 乎 内 史 和 外 中 之 间 的 哲学 与 技术 的 
影响 是 至 关 重要 的 .许多 大 数学 家 本 人 就 是 哲学 家 ,他 们 有 着 深 
刻 的 哲学 思想 ,一 门 数 学 领域 的 开创 与 开创 者 的 哲学 思想 关系 
密切 ,这 是 过 去 局 限于 内 史 和 外 史 的 数学 史家 容易 忽视 的 一 个 
领域 . 另 一 个 研究 不 多 的 领域 是 技术 的 影响 ,特别 是 计算 工具 以 
及 其 他 数学 工具 的 历史 .近年 来 , 由 于 电子 计算 机 的 发 展 ,其 对 
数学 发 展 的 影响 也 应 该 被 纳入 数学 史 研 究 的 轨道 ， 

数学 史 的 成 果 形态 有 以 下 几 大 类 : 

(1) 原 始 的 形态 . 

中 文献 目录 ; 

名 传记 及 合 传 ; 

@ 年 表 及 编 年 史 ; 

@ 原 始 文 献 汇 编 . 

(2) 史 料 专题 的 研究 . 

(3) 编 纂 的 历史 . 

中 通史 ; 

四 断代 史 ; 

地 分 科 史 与 专题 史 ; 

人 民族 、 地 区 及 国家 史 ; 

@@ 社 会 史 ,文化 史 及 科学 史 中 的 数学 史 

(4) 史 论 . 
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3.2 ”数学 史 研 究 的 分 期 


由 于 西方 近代 数学 主要 来 自 希 腊 , 这 里 只 叙述 源 自 希腊 的 
这 一 部 分 . 


3.2.1 史前 史 (18 世纪 之 前 ) 


数学 史 的 编纂 同 数学 史 一 样 上 古老. 古 希 腊 欧 德 莫 斯 (Eude- 
mus, 前 4 世纪 ) 曾 著 《 几 何 学 史 》, 现 已 失传 ,但 部 分 内 容 曾 被 他 
人 特别 是 普罗 克 留 斯 (Proclus, 约 410 一 485) 等 广泛 引用 . 古 希 腊 
的 许多 数学 著作 经 过 罗马 人 ,特别 是 阿拉 伯 人 的 翻译 .评注 或 著 
述 而 流传 至 今 .在 他 们 的 著作 中 ,也 保存 了 大 量 的 史料 . 12 世 
纪 , 这 些 著 作 传人 西欧 ,成 为 其 后 西欧 数学 发 展 的 起 点 . 

17 世纪 的 一 些 数学 综述 著作 往往 包含 着 丰富 的 历史 资料 ， 
例如 沃 利 斯 (John Wallis,1616 一 1703) 的 《代数 通论 》(1685) ,这 部 
著作 尽管 不 能 说 没有 偏颇 ,但 是 确实 提供 了 许多 资料 .18 世纪 
的 这 类 著作 有 海尔 布朗 内 (Johann Christoph Heilbronner, 1705 一 
1745) 的 《数学 通史 》( Historia matheseos universal ) (1742) 等 ,其 中 
列举 了 许多 论著 及 手稿 . 


3.2.2 草创 时 期 (1750 一 1870) 


现在 公认 , 蒙 图 克拉 (Jean Etienne Montucla, 1725 一 1799 ) 的 
《数学 史 》( Histoire des Mathematiques )(1758) 标 志 着 数学 史 作为 一 
门 独立 学 科 正 式 诞生 .但 其 主要 不 足 是 数学 的 逻辑 综述 与 历史 
氢 述 相 脱 离 . 蒙 图 克拉 的 《数学 史 》 共 分 两 卷 :第 一 卷 集中 叙述 希 
腊 、 罗 马 及 东方 传统 数学 ;第 二 卷 叙 述 几何 ,力学 及 光学 史 , 一 直 
到 17 世纪 .第 二 版 (1799 一 1802) 出 版 时 , 蒙 图 克拉 已 去 世 , 修订 
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工作 是 由 拉 朗 德 (Joseph-Jkrime Lefrancais de Lalande, 1732 一 
1807) 完 成 的 .在 许多 同事 的 帮助 下 , 拉 朗 德 完成 了 第 三 卷 ,并且 
花 了 4 年 时 间 写 完了 第 四 卷 .这 两 郑 叙 述 的 是 18 世纪 数学 史 ， 
树立 了 编写 当代 史 的 典范 .在 这 部 著作 中 ,许多 当时 的 材料 得 到 
收集 和 处 理 , 全 书 共 3000 页 ,并 附 有 索引 . 另 一 大 部 头 著作 是 德 
国 数学 家 .数学 史家 凯 斯 特 纳 (Abraham Gotthelf Kistner, 1719 一 
1800) 写 的 四 卷 本 《数学 史 》( Geschichte der mathematik) , 玻 普 (Jo- 
hann Poppe) 的 修订 本 于 1828 年 出 版 .意大利 数学 家 一 直 对 数学 
史 有 着 强烈 的 兴趣 ,最 突出 的 是 李 布 瑞 (Guglielmo Libri, 1803 一 
1869) 用 法 文 写 的 《意大利 数学 科学 史 》( Histoire des sciences Math- 
ematigues en lialie )( 共 4 卷 ,1838 一 1841). 

这 期 间 对 东方 数学 的 研究 开始 兴盛 ,特别 是 对 埃及 与 栖 语 
文献 的 研究 .近代 数学 的 文献 及 书信 也 开始 编辑 ,特别 有 意义 的 
是 出 版 了 《 莱 布 尼 芯 数学 文集 》(1849) 与 欧 拉 的 书信 集 . 


3.2.3 黄金 时 代 (1870 一 1914) 


这 个 时 期 也 是 德国 数学 登峰造极 的 辉煌 时 代 , 德 国学 者 在 
科学 史 , 包括 数学 史上 做 出 了 突出 贡献 .主要 是 M: 康 托 尔 
(Moritz Cantor, 1828 一 1920) 的 四 大 卷 《 数 学 史 讲 义 》( Vorlesungen 
iiber Geschichte der Mathematik ) (1880,1892,1898,1908) ,其 中 他 本 
人 写 了 前 三 卷 ,第 四 卷 是 在 他 的 主持 下 由 其 他 同事 共同 编写 的 . 
第 一 卷 是 1200 年 以 前 的 历史 ,第 二 卷 是 1200 一 1668 年 的 历史 ， 
第 三 着 是 1669 一 1758 年 的 历史 ,第 四 卷 是 1759 一 1799 年 的 历 
中 .第 四 卷 还 首次 腑 有 一 章 数学 史学 史 . 另 一 部 著作 是 特 洛 夫 克 
(Johannes Tropfke, 1866 一 1939) 的 《初等 数学 史 》( Geschichte der 
Elementar-Mathematik )(1902), 他 本 人 修订 了 第 二 版 (1921) 以 及 
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第 三 版 的 一 部 分 (1940) ,第 四 版 第 一 卷 在 1980 年 由 他 人 出 版 . 

大 数学 家 克 菜 因 (Felix Klein, 1849 一 1925) 本 人 也 是 著名 的 
历史 学 家 ,他 是 德国 的 《数学 百科 全 书 》( Erzyklopiidie der Mathe- 
matischen Wissenschafien ,1898 一 1935) 的 首倡 者 及 组 织 者 ,这 部 著 
作 中 的 各 章 提供 了 极其 详尽 的 文献 材料 ,是 研究 近代 数学 史 的 
重要 资料 .原来 曾 计划 有 一 卷 数 学 史 , 但 后 来 没有 成 文 . 

在 这 个 时 期 前 后 ,一 系列 数学 史 期 刊 问世 .最 早 登 载 数 学 史 
论文 的 期 刊 是 法 国 的 《新 数学 年 刊 ) 的 《历史 通报 》 专 栏 , 1855 年 
创刊 . 康 托 尔 在 《数学 物理 学 杂志 》 上 创办 《历史 文献 》 专 栏 
(1865 一 1900 ) 以 及 《数学 科学 史 文 集 》( Abhandlungen zur 
Geschichte der mathematischen Wissenschafien ,1877 一 1913) 共 30 卷 ， 
后 20 卷 独立 刊行 . 

第 一 个 专业 数学 史 杂 志 是 邦 康 帕 尼 (Baldassarre Boncompag- 
mi,1821 一 1894) 创 办 的 《数学 科学 文献 及 历史 通报 》( Bullettino di 
Bibliografiae di Siworia delle Scienze Mathematiche ) ,1868 年 创刊 ,1887 
年 停刊 ,主要 是 文艺 复兴 时 期 的 数学 史 .瑞典 数学 家 恩 涅 斯 特 隆 
( Gosta Enestrim,1852 一 1923) 创 办 《数学 文献 》( Bibliotheca Mathe- 
matica ,1882 一 1914) ,其 中 1884 一 1886 年 部 分 作为 《数学 学 报 》 的 
附录 ,1887 年 起 独立 发 行 ,涉及 从 古 到 今 的 数学 史 ( 例 如 集合 论 
吏 ) ,但 最 后 几 年 指向 批评 M:' 康 托 尔 的 《数学 科学 史 讲 义 》. 另 
外 ,意大利 数学 史家 洛 里 亚 (Gino Loria, 1862 一 1954) 还 创办 了 
《数学 科学 文献 与 历史 通报 》( Bolletino di Pibliografiae Storia delle 
Scienze Mathematiche ,1898 一 1919 ) . 

在 这 个 时 期 ,数学 家 著作 的 编辑 工作 一 直 在 积极 进行 ,不 仅 
古代 数学 家 ,而 且 近 代 的 甚至 在 世 的 数学 家 都 有 相当 权威 的 全 
集 或 文集 行 世 .重要 文集 的 编选 .注释 及 翻译 工作 也 在 积极 进 
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行 ,特别 是 奥 斯 特 瓦 尔 德 (Wilhelm 0stwald,1853 一 1932) 的 《精密 
科学 经 上 典 著作 》 从 刊 ,从 1889 年 到 1937 年 共 刊 行 211 种 ,其 中 涉 
及 数学 的 约 有 60 种 .在 文献 编辑 及 分 科 史 方面 ,主要 有 非 欧 几 
何 学 以 及 行列 式 论 史 的 著作 . 错 玉 顿 写 过 《16 一 17 世纪 数学 
史 》. 


3.2.4 低潮 时 期 (1914 一 1960) 


这 期 间 最 主要 的 趋势 是 萨 顿 (Ceorge Sarton, 1884 一 1956) 以 
一 种 统一 的 方式 研究 科学 史 , 他 创办 了 《 艾 雪 斯 》( fis ) 等 重要 的 
科学 史 期 刊 ,本 人 也 对 数学 史 有 所 论述 ,但 其 观点 似 嫌 陈旧 .在 
数学 史 方面 ,主要 学 者 是 德国 数学 史家 维 莱特 纳 (Heinrich 
Wieleimer,1874 一 1931) ,他 创办 了 两 种 数学 史 杂 志 , 并 研究 近代 
数学 史 . 克 莱 因 的 《19 世纪 数学 发 展 讲义 》(1926 一 1927) 至今 仍 
是 重要 的 经 典 . 诺 格 包 尔 (Otto Neugebauer, 1899 一 1990) 创办 了 
《文献 及 研究 》 从 刊 (1929 一 1936) ,他 本 人 对 巴比伦 数学 史 有 突 
出 贡献 ,1934 年 去 美国 工作 . 

在 此 期 间 ,一 批 美国 数学 史家 崛起 ,在 许多 方面 做 出 了 英 基 
性 工作 .其 中 包括 卡 卓 里 (Florian Cajori, 1859 一 1930)、 斯 密 司 
(David Eugene Smith, 1860 一 1944)、 阿 奇 巴 尔 德 (Raymond Clare 
Archibald, 1875 一 1955 )、 卡 尔 宾 斯 基 (Louis Charles Karpinski， 
1878 一 1956) 、 库 里 治 (Julian Lowell Coolidge, 1873 一 1954)、 贝 尔 
(Eric Temple Bell, 1883 一 1960) 等 .贝尔 的 《大 数学 家 》(1937) 及 
《数学 的 发 展 》(1945 ) 至今 仍 有 很 大 影响 ,但 在 史实 方面 未 必 可 
靠 . 


I 


导 33 


3.2.5 复兴 时 期 (1960 一 ) 


从 1960 年 起 ,又 有 四 种 专业 数学 史 期 刊 相继 问世 , 其 中 包 
括 《 精 密 科学 史 文 献 )(1960 一 、) 《数学 史 》(1974 一 ”), 此 外 法 
国 和 意大利 各 有 一 份 期 刊 . 原 苏 联 在 1948 年 创办 了 《数学 史 研 
究 ) 从 刊 ,至 1993 年 已 出 至 第 33 辑 . 

近 40 年 来 ,数学 中 研究 有 了 长 是 的 进展 ,近代 数学 史 中 的 
17 一 18 世纪 部 分 已 趋 于 完整 及 确定 ,牛顿 的 8 着 数学 著作 已 出 
齐 , 除 牛顿 的 7 卷 通信 集 已 出 版 外 , 莱 布 尼 茨 . 欧 拉 等 人 的 书信 
集 正 陆续 编辑 出 版 . 

19 世纪 重要 数学 家 的 全 集 , 除 少数 人 的 外 ,大 体 出 版 齐全 ， 
近年 还 出 版 了 十 几 位 数学 家 的 科学 传记 ,详尽 的 数学 史 研 究 已 
推进 到 19 世纪 末期 ,许多 观点 得 到 澄清 .这 些 都 构成 了 本 书写 
作 的 基础 . 
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近代 数学 ,特别 是 17 一 18 世纪 产生 的 符号 代数 学 .解析 几 
何 学 和 微 积分 ,是 人 类 思想 的 伟大 创造 .它们 不 仅 为 科学 革命 提 
供 了 有 效 的 数学 工具 ,大 大 推动 了 力学 .天 文学 .物理 学 的 飞速 
发 展 ,而 且 极 大 地 拓宽 了 数学 的 领域 ,从 数值 的 运算 过 渡 到 符号 
的 运算 ,从 有 穷 的 操作 过 渡 到 无 穷 的 操作 ,从 受 限 制 的 几何 思考 
方式 过 渡 到 自由 的 代数 和 分 析 的 思考 方式 ,从 以 计算 为 主 的 实 
用 技术 过 湾 到 有 对 象 的 理论 ,从 而 给 数学 和 科学 带 来 了 翻天 履 
地 的 变化 . 


1 近代 数学 的 起 源 


近代 数学 可 以 说 是 两 个 潮流 相互 结合 的 产物 ,一 个 是 古 希 
腊 数 学 经 由 阿拉 伯 及 拜占庭 传人 欧洲 ,在 文艺 复兴 时 期 ,特别 是 
16 世纪 中 时 出 现 了 一 个 翻译 出 版 古 希腊 经 典 著 作 的 热潮 ,对 当 
时 的 学 术 界 起 着 一 种 振 父 发 职 的 作用 ; 男 一 个 是 印度 .阿拉伯 
(其 中 也 包括 中 国 ) 的 实用 计算 技术 在 12 世纪 传 到 欧洲 后 ,通过 
数学 实践 者 的 推广 ,在 欧洲 各 国 得 到 普及 . 正 是 这 两 种 互补 的 潮 
流 的 相互 作用 ,加 上 13 一 16 世纪 欧洲 人 自己 的 一 些 独特 的 创 
造 ,直接 推动 了 天 才 时 代 的 天 才 们 更 上 一 层 楼 的 创造 . 
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1.1 古 希 腊 的 数学 


古 希腊 数学 与 其 他 国家 和 地 区 的 数学 有 着 完全 不 同 的 风 
格 , 它 大 致 相当 于 现代 纯粹 数学 . 古 希 腊 数 学 的 实用 计算 部 分 比 
较 原 始 , 但 数学 部 分 内 容 独特 ,所 以 说 是 非常 特殊 环境 下 的 产 
物 . 古 希腊 数学 中 的 某 些 问题 ,例如 尺 规 作 图 问题 ,特别 是 几何 
作 图 三 大 问题 ,直到 19 世纪 才 被 解决 ,而 有 的 问题 直到 现在 还 
在 研究 ,它们 对 近 现 代数 学 的 发 展 有 一 定 的 刺激 作用 ,但 从 实用 
角度 来 看 ,它们 的 确 是 可 有 可 无 的 ， 

古 希 腊 数 学 大 臻 有 三 大 部 分 :几何 ,数论 和 量 论 . 它 最 突出 
的 特点 是 欧 几 里 得 几何 公理 系统 ,这 种 演绎 式 的 思想 体系 对 后 
世 影 响 极 大 ,直到 现在 仍 被 看 成 是 理想 的 模式 .在 西方 , 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 》 是 仅 次 于 《圣经 》 的 “畅销 书 ” .十 希腊 数学 与 其 
他 数学 不 同 的 另 一 个 显著 特点 是 几何 中 心 论 , 比 起 算术 来 ,几何 
学 是 数学 的 更 可 靠 的 基础 . 古 希 腊 的 数论 及 代数 也 被 称 为 "几何 
( 式 ) 代 数 " ,这 种 观点 一 直 延 续 到 19 世纪 末 . 从 内 容 来 看 , 古 希 
腊 几 何 学 的 内 容 相当 丰富 ,其 对 象 从 《几何 原本 》 中 的 直线 、 圆 以 
及 球 . 正 多 面体 ,到 圆锥 曲线 乃至 高 次 曲线 ,其 问题 涉及 定理 证 
明和 作 图 法 ,这 些 都 为 近代 科学 提供 了 重要 素材 . 古 希腊 的 数论 
与 其 他 员 族 的 计算 技术 不 同 ,是 近 现 代数 论 问题 的 主要 来 源 .至 
于 素数 .完全 数 . 亲 和 数 .多 角形 数 , 则 是 近代 数论 的 主要 研究 对 
象 .而 不 定 方程 则 来 源 于 丢 番 图 的 《算术 》. 古 希腊 人 把 数 与 量 加 
以 区 别 ,发 展 出 一 套 比例 理论 ,而 对 无 穷 与 连续 性 只 局 限于 哲学 
上 的 探讨 .但 是 在 求 弧 长 面积 ,体积 的 实际 问题 上 ,有 时 又 不 得 
不 诉 谱 欧 多 克 斯 (Eudoxus, 约 前 400 一 约 前 347) 的 穷竭 法 . 阿 基 
米 德 对 这 种 方法 的 发 展 则 预示 着 后 来 的 微 积分 . 
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古 希腊 数学 这 种 理想 化 的 .抽象 的 .脱离 实 际 而 又 很 少 有 实 
用 价值 的 倾向 ,一 直 从 近代 数学 贯穿 到 现代 数学 当中 ,近代 数学 
从 十 希腊 数学 中 继承 了 网 几 里 得 的 演绎 公理 体系 的 理论 框架 ， 
严格 的 标准 、 规 定 ,以 及 一 些 独 特 的 数学 对 象 .问题 ,技术 和 方 
法 .但 是 ,从 历史 上 看 ,对 古代 数学 的 继承 也 必然 带 有 其 局 限 性 
和 不 足 之 处 ,而 近代 数学 正 是 在 克服 局 限 性 \ 破 除 古 代数 学 的 禁 
铀 的 基础 上 莲 过 发 展 起 来 的 . 

古 希腊 数学 的 局 限 性 主要 在 于 以 下 几 个 方面 : 

(1) 数 学 几何 化 ,计算 技术 落后 . 

古 希 腊 数 学 经 历 上 千年 的 发 展 ,始终 没 能 发 展 出 有 效 的 记 
数 法 及 位 值 制 ,这 导致 计算 受到 几何 的 束缚 ,并 在 很 长 时 期 内 不 
能 摆脱 . 例如, 数 要 考虑 其 几何 意义 ,一 个 数 可 以 有 平方 (表示 面 
积 ) 立方 (表示 体积 ) ,而 对 更 高 次 方 就 不 考虑 了 ,有 些 数学 家 其 
至 认为 它 设 有 意义 ,而 且 不 同 量 纲 的 量 不 能 相 加 ,方程 必须 满足 
齐 次 原则 ,也 就 是 次 数 或 量 纲 相同 ,这 种 限制 直到 笛 卡 尔 才 被 完 
全 打破 . 

(2) 量 的 精密 化 ,导致 近似 计算 的 缺乏 . 

古 希 腊 数学 发 现 不 可 通 约 量 的 存在 , 量 不 能 还 原 为 数 ,进而 
创立 比例 理论 ,这 无 疑 是 古 希 腊 数 学 的 伟大 成 就 .不 过 这 种 几何 
化 、 精 密 化 也 有 其 消极 的 方面 ,主要 是 没有 进一步 研究 近似 计 
算 . 由 于 在 实际 问题 中 主要 要 求 得 出 数值 解 ,然而 一 般 很 难得 出 
精确 解 ,这 就 要 求 有 一 套 近似 计算 的 算法 ,这 在 中 国 古 算 中 有 着 
很 重要 的 发 展 ,而 古 希 腊 数学 却 阻塞 了 这 条 应 用 数学 的 道路 . 

(3) 对 无 穷 的 拒 斥 . 

欧 几 里 得 把 “全 部 大 于 部 分 "作为 第 五 公理 ,从 而 古 希 腊 数 
学 有 意识 地 不 把 “无 穷 " 一 词 纳入 数学 命题 之 中 .例如 ,《 几 何 原 
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本 》 中 不 说 “素数 有 无 穷 多 ” ,而 说 “素数 比 任 何 素数 的 指定 集合 
都 多 ”. 阿 基 米 德 的 著作 也 都 符合 几何 的 严密 性 ,但 他 必须 对 每 
个 问题 都 进行 特殊 处 理 , 而 微 积分 正 是 打破 这 种 限制 而 发 展 起 
来 的 . 

由 于 大 多 数 近代 数学 家 崇尚 古 希腊 数学 ,近代 数学 的 发 展 
也 不 能 不 打上 希腊 化 的 烙印 .实际 上 ,直到 19 世纪 末 , 这 些 局 限 
性 才 基 本 上 得 到 克服 . 


1.2 印度 一 阿拉 伯 的 计算 技术 


古 希 腊 的 演绎 数学 体系 尽管 美 仑 美 负 ,但 从 实用 角度 讲 , 可 
以 说 一 文 不 值 . 古 希腊 、 罗 马 落后 的 数码 及 计算 技术 对 于 经 济 走 
向 繁荣 的 欧洲 来 说 ,无 疑 大 大 拖 了 后 腿 , 古 希腊 数学 尽管 有 高 深 
的 理论 体系 ,但 不 能 有 效 地 记 数 并 发 现 位 值 制 , 这 不 能 不 说 是 理 
论 及 应 用 数学 发 展 的 一 大 障碍 .幸好 印度 一 阿拉 伯 数 码 及 位 值 
制 传人 欧洲 ,这 才 使 欧洲 数学 补 上 所 缺少 的 一 条 腿 , 使 它 迅速 地 
跑 起 来 .从 菲 波 那 奇 (Leonardoe Fibonacci, 约 1170 一 约 1250) 的 《 算 
盘 书 》(1202) 开 始 ,经 过 3 个 世纪 的 普及 ,欧洲 数学 才 走向 正轨 . 
印度 一 阿拉 伯 数 学 的 传人 也 向 欧洲 数学 提出 了 一 系列 全 新 的 方 
法 ,特别 是 解 代数 方程 的 算法 ,包括 创立 新 算法 以 及 简化 旧 算 
法 .印度 .阿拉伯 几 个 世纪 的 长 期 经 验 ,无 疑 对 16 世纪 欧洲 在 代 
数 方程 解法 上 的 突破 提供 了 借鉴 之 处 .除了 方程 的 解法 之 外 ,十 
希腊 .印度 及 阿拉 从 的 三 角 术 ,对 欧洲 近代 数学 以 及 天 文学 的 发 
展 也 是 不 可 或 缺 的 . 正 是 由 于 有 了 印度 一 阿拉 伯 的 代数 及 三 角 ， 
欧洲 数学 才能 迈 上 一 个 新 台阶 . 
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2 近代 以 前 欧洲 数学 的 独创 领域 


欧洲 在 接受 十 希腊 和 印度 一 阿拉 伯 数 学 遗产 的 基础 上 ,在 
取得 近代 数学 的 飞 雅之 前 ,已 经 有 了 重大 的 创造 .这 些 创造 无 疑 
对 近代 数学 有 着 直接 的 影响 ,其 中 特别 突出 的 有 四 个 方面 : 

(1) 透 视 法 ,投影 法 及 地 图 绘制 .从 文艺 复兴 时 期 起 ,这 个 领 
域 有 着 长 足 的 进步 ,并 导致 射影 几何 学 及 画 法 几何 学 的 创立 ， 

(2) 三 角 法 .15 世纪 以 前 主要 是 球面 三 角 法 ,其 后 建立 了 平 
面 三 角 法 ,并 达到 统一 的 处 理 . 

(3) 三 次 、 四 次 代数 方程 的 解决 .一 次 ,二 次 代数 方程 的 求解 
问题 至 少 已 有 上 千年 的 历史 ,但 对 于 三 次 方程 ,特别 是 四 次 方 
程 ,长 期 无 法 得 出 精确 算法 解 ,直到 16 世纪 上 半 叶 ,意大利 数学 
家 才 取 得 突破 .对 方程 求解 方法 的 系统 化 ,直接 推动 了 符号 代数 
学 的 产生 . 

(4) 对 数 的 发 明 . 对 数 的 发 明 是 计算 技术 的 决定 性 改进 ,对 
于 电子 计算 机 发 明 前 的 数值 计算 有 着 不 可 估量 的 影响 , 而 有 关 
对 数值 的 精确 计算 也 是 微 积分 产生 的 推动 力 之 一 . 

上 述 四 个 方面 的 创造 ,前 两 个 较为 专门 ,本 书 不 作 详 细 讨 
论 . 下 面 仅 概述 后 两 个 创造 的 历史 . 


2.1 三 次 .四 次 代数 方程 的 求解 


代数 学 是 算术 的 直接 延伸 .在 数 的 初等 运算 (如. 减 乘除 、 
乘 方 . 开 方 ) 之 外 ,出 现 了 各 种 解 方程 的 问题 .埃及 人 已 经 能 处 理 
一 次 方程 和 求解 某 些 二 次 方程 ,巴比伦 人 已 经 知道 某 些 二 元 二 
次 联 立 方程 的 解法 .希腊 人 重视 几何 学 ,只 有 丢 番 图 的 《算术 》 中 
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包含 大 量 的 二 次 方程 甚至 个 别 三 次 方程 的 问题 ,其 中 所 有 问题 
都 是 对 具体 问题 进行 具体 解决 ,没有 写 出 一 般 的 算法 .中 国 在 代 
数 方面 有 着 巨大 的 成 就 ,特别 是 高 次 方程 数值 求解 .印度 引进 负 
数 和 零 ,在 当时 极为 先进 .阿拉 伯 人 有 着 移 项 .对 销 等 化 简 技术 ， 
这 对 后 来 代数 的 发 展 有 着 重要 影响 . 

方程 论 取 得 真正 的 突破 ,是 16 世纪 上 半 叶 发 现 三 次 和 四 次 
方程 的 解法 ,因为 直到 15 世纪 末 ,除了 个 别 三 次 方程 之 外 ,人 们 
还 不 会 解 一 般 的 三 次 方程 ,甚至 到 1494 年 帕 齐 奥 利 (Luca Paci- 
oli, 约 1445 一 1517) 还 宣称 一 般 三 次 方程 不 可 和解 .可 是 在 1500 年 
左右 , 意大利 博洛尼亚 的 数学 教授 费 娄 (Scipione dal Fer， 
1465 一 1526) 首 先 解 出 了 x? + mx = n 型 的 三 次 方程 ,但 是 他 并 
没有 发 表 他 的 解法 ,因为 在 16 一 17 世纪 ,人 们 在 有 所 发 现 后 常 
常 保密 ,并 且 向 对 手 们 提出 挑战 ,要 他 们 解 同样 的 问题 . 当 布 雷 
西亚 的 方 丹 纳 (Niccolo Fontana, 约 1499 一 155$7) 听 说 后 ,就 自己 设 
法 求解 . 方 丹 纳 小 时 候 曾 被 一 个 法 国 兵 用 马刀 将 面部 砍 伤 ,导致 
口吃 ,而 被 大 家 称 为 塔 塔 利 亚 (Tartaglia) , 意 即 “口吃 的 人 ”他 出 
身 贫 寒 , 靠 自学 学 会 拉丁 文 .希腊 文 ,并 表现 出 突出 的 数学 才能 . 
1530 年 ,他 已 会 解 妇 + mx? = n 型 的 三 次 方程 ,而 且 对 x3 4+ n= 
mx? 型 的 问题 也 能 给 出 解答 . 在 当时 m,n 都 是 正 整数 . 到 1535 
年 ,他 还 会 解 z3 + mx = n 型 的 方程 . 

费 类 在 临终 前 曾 把 自己 的 解法 传授 给 他 的 学 生 菲 奥 尔 (An- 
tonio Maria Fior, 1535 年 前 后 ) .在 1541 年 , 塔 塔 利 亚 会 解 三 次 方 
程 的 销 息 传 出 后 ,有 人 在 菲 奥 尔 和 塔 塔 利 亚 之 间 安 排 了 一 次 竟 
赛 , 即 每 人 向 对 方 提出 30 个 问题 ,让 对 方 在 一 定时 间 之 内 解决 . 
塔 塔 利 亚 解决 了 菲 奥 尔 所 提出 的 所 有 问题 ,而 平庸 的 菲 奥 尔 除 
了 老师 教 给 他 的 那 几 种 类 型 之 外 ,一 点 也 不 会 解 塔 塔 利 亚 向 他 
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提出 的 类 型 , 塔 塔 利 亚 大 获 全 胜 . 

塔 塔 利 亚 获胜 的 消息 很 快 传 到 卡尔 达 诺 (Gkrolamo Cardano， 
1501 一 1$76) 的 耳 条 里 ,他 于 是 邀请 塔 塔 利 亚 到 他 家 里 ,还 提出 
给 他 找 一 个 尊贵 的 保护 人 . 那 时 卡尔 达 诺 已 是 一 位 著名 人 物 ,他 
于 1526 年 在 帕 都 亚 取得 医学 博士 学 位 ,1534 年 起 在 米兰 行医 ， 
是 远近 闻名 的 医生 .1543 一 1560 年 他 被 任命 为 帕 维 亚 大 学 医学 
教授 ,1562 一 1570 年 为 博洛尼亚 大 学 医学 教授 .他 一 生 写 了 200 
多 种 著作 ,涉及 医学 .数学 物理. 哲学、 宗教 .音乐 .地 质 学 等 领 
域 ,可 以 说 是 当时 最 博学 的 人 .但 同时 他 也 声名 狼藉 ,是 一 位 狂 
热 的 占星 术 家 及 赌 徒 .卡尔 达 诺 同 他 的 秘书 费 拉 里 (Ludovico 
Ferrari,1522 一 1565) 从 1536 年 起 曾 合 作 研究 三 次 方程 及 四 次 方 
程 的 解法 ,但 是 没有 获得 成 功 .于 是 ,他 奶 求 塔 堪 利 亚 告 诉 他 解 
法 ,并 发 拆 保 守 秘 密 . 但 不 久 他 就 背弃 誓言 ,把 塔 塔 利 亚 告诉 他 
的 方法 写 进 《大 法 》( hrs Magna ) 之 中 ,并 于 1545 年 出 版 . 他 在 该 
书 中 承认 费 类 最 早 发 现 有 关 的 解法 以 及 塔 塔 利 亚 告 诉 他 的 方 
法 ,而 对 各 种 情形 的 证 明 则 是 他 自己 作出 的 .他 在 该 书 中 明显 叙 
述 了 人 + mx = 1n 的 解法 : 

“把 x 的 系数 的 三 分 之 一 取 立 方 ,然后 加 上 方程 常 系数 的 
二 分 之 一 的 平方 ,再 将 所 得 的 数 求 平方 根 ,然后 取 两 个 这 样 的 平 
方 根 ,其 中 之 一 加 上 常 系数 的 二 分 之 一 , 另 一 个 减 去 常 系数 的 二 
分 之 一 ,于 是 你 就 会 得 到 二 项 数 及 其 相配 数 , 然 后 从 这 二 项 数 的 
立方 根 中 减 去 其 相配 数 的 立方 根 ,其 差 数 或 者 余数 就 是 x 的 
值 ." 即 这 种 类 型 的 方程 的 解 为 ; 

区 = 一 Vi ， 
其 中 


第 1 章 古代 数学 的 遗产 41 


这 就 是 著名 的 卡尔 达 诺 公式 .但 是 ,他 的 证 明 是 用 几何 方法 给 出 
的 , 即 把 : 和 看 成 是 立方 体 的 体积 ,而 yi ,Yu 是 相应 立方 体 的 
边 长 .在 大法》 中 ,卡尔 达 诺 还 解 出 了 下 面 三 类 方程 : 
X= m+ nn, 
X33+m+n=0, 
A3+ n= my. 
卡尔 达 诺 也 知道 如 何 把 x? + px? = 9 型 的 方程 化 成 妇 + mx = 
等 上 述 四 种 类 型 的 方程 .他 在 书 中 自始至终 都 给 出 正 根 和 负 根 ， 
但 他 称 负数 为 虚拟 的 数 , 而 对 复数 根 则 完全 不 提 . 卡尔 达 诺 在 
《大 法 ?中 还 给 出 了 费 拉 里 关于 四 次 方程 的 解法 ,其 中 包括 x 和 + 
ax + 5 = cx 以 及 下 述 类 型 . 
X14 = bx + ax+n, 
对 = bx: + cr?+n, 
x4 二 cx’ 二 +n， 
. X4 = QX 十 了 见 . 
他 也 给 出 了 求解 的 过 程 ,并 给 出 了 几何 证 明 . 
卡尔 达 诺 的 背 信 引起 塔 塔 利 亚 的 愤怒 ,他 立即 在 《各 种 问题 
与 发 明 》(1546) 以 及 后 来 的 《数量 概论 》(1556 一 1560) 中 发 表 了 
自己 的 方法 ,但 是 并 没有 更 多 的 材料 .关于 三 次 方程 解法 的 优先 
权 问 题 引起 塔 塔 利 亚 和 费 拉 里 之 间 的 激烈 争论 ,双方 互相 刘 骂 ， 


其 至 公开 进行 人 身 攻击 (1548). 但 卡尔 达 诺 并 未 参与 论战 . 
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2.2 对 数 的 发 明 


对 数 的 原始 思想 已 见于 法 国 数学 家 和 舒 开 (Nicolas Chu- 
quet, ?一 1500) 及 德国 数学 家 史 梯 费 尔 (Michael Stifel, 1486 一 
1567) 的 著作 中 ,他 们 把 等 差 数列 与 等 比 数列 加 以 对 比 ,发 现 等 
差 数列 中 两 项 的 乘法 对 应 等 比 数列 中 对 应 项 的 加 法 ,除法 对 应 
减法 , 乘 方 对 应 乘法 , 开 方 对 应 除法 ,但 没有 给 出 明确 的 定义 及 
构造 方法 .真正 的 对 数 发 明 人 是 苏格兰 人 耐 皮 尔 (John Napier， 
1550 一 1617) ,他 为 了 简化 球面 三 角 运 算 ,在 上 述 对 应 思想 的 启 
发 下 , 约 于 1594 年 具体 给 出 一 般 数 的 对 数 ,并 于 1614 年 发 表 计 
算 的 规则 ,在 1619 年 的 书 中 说 明 构 造 对 数 的 方法 “对 数 "这 个 
术语 也 是 他 给 出 的 .德国 人 布尔 吉 (Joost Biirgi,1552 一 1632) 大 约 
同时 独立 作出 对 数 表 ,但 迟 至 1620 年 才 发 表 . 英 国 数学 家 布 里 
格 斯 (Henry Briggs,1561 一 1631) 在 得 知 耐 皮尔 的 工作 之 后 ,建议 
用 10 作为 对 数 底 , 从 而 产生 通常 用 的 常用 对 数 ,并 在 1624 年 发 
表 了 30 000 以 内 数 的 常用 对 数 表 . 从 1666 年 起 , 圣 ' 文 森 (Grego- 
rius Saint Vineent, 1584 一 1667 )、 英 卡 托 (Nicolaus Mercator, 约 
1619 一 1687) . 格 利 高 里 (James Gregory,1638 一 1675) ,牛顿 ,哈雷 
(Edmond Halley,1656 一 1743) 等 把 对 数 用 无 穷 级 数 展开 ,从 而 大 
大 简化 了 对 数 的 计算 ,使 对 数 表 成 为 常用 的 计算 工具 . 

对 数 的 发 明 是 计算 技术 的 一 次 革命 ,根据 其 原理 发 明 的 计 
算 尺 长 期 以 来 是 工程 技术 人 员 的 必 备 工具 . 拉 普 拉 斯 (Pierre-Si- 
mon Laplace,1749 一 1827) 说 ;:“ 对 数 的 发 明 , 简 化 了 天 文学 家 的 工 
作 , 延 长 了 他 们 的 寿命 .” 

对 数 从 它 的 产生 起 就 蕴含 着 函数 的 观念 ,实际 上 它 是 最 早 
为 大 家 所 接受 的 函数 ,而 三 角 函 数 的 概念 要 到 欧 拉 时 才 明 确 . 比 
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较 简单 的 指数 函数 一 开始 是 作为 对 数 的 反 函 数 来 看 待 的 ， 
3 古 希腊 经 典 著 作 的 传播 


古 希腊 对 近代 数学 影响 最 大 的 数学 家 首 推 亚 力 山大 里 亚 的 
欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 和 阿波 隆 尼 斯 (Apolonius, 约 前 262 一 前 
190) ,其 次 是 竺 盔 图 和 帕 普 斯 (Pappus, 约 300 一 350) .他们 的 著 
作 传播 到 近代 西方 世界 经 历 了 漫长 而 曲折 的 过 程 , 在 这 个 过 程 
中 ,许多 学 者 进行 了 抄写 .评注 .编辑 .翻译 ,也 有 不 少 研究 和 创 
造 . 古 希腊 数学 及 其 传播 的 历史 现在 已 是 较为 专门 的 课题 ,至 今 
仍 有 许多 研究 行 世 .通史 的 作者 对 此 常常 略 而 不 谈 . 由 于 近代 数 
学 与 古 希腊 数学 有 着 密切 的 关系 ,我 们 在 这 里 简单 概述 如 下 . 

(1) 欧 几 里 得 .现今 归 在 欧 几 里 得 名 下 的 有 11 部 著作 ,其 中 
5 部 著作 , 即 《 几 何 原本 》《 已 知 量 》《 光 学 》《 现 象 )( 几 何 天 文 
学 ) 《音乐 原理 ,其 抄本 基本 上 被 完整 地 保留 下 来 ,而 (图形 的 
分 割 ) 只 有 阿拉 伯 文 译本 .他 的 另外 4 部 著作 , 即 《 曲 面 轨迹 》、 
《圆锥 曲线 》《 街 论 》 以 及 《 辨 伪 论 》, 已 经 失传 ,但 从 帕 茧 斯 及 普 
洛克 洛斯 (Proklos) 的 著作 中 对 其 中 的 内 容 可 略 知 一 二 《反射 光 
学 ) 虽 最 终 来 源 于 欧 几 里 得 ,但 现存 版 本 是 否 属 于 欧 几 里 得 ,很 
令 人 怀疑 . 

《几何 原本 》 的 流传 过 程 可 分 为 四 个 时 期 : 

中 古代 的 希腊 时 期 ; 

@ 中 世纪 的 阿拉 伯 时 期 ; 

电 中 世纪 的 基督 教 拉丁 时 期 ; 

@16 世纪 以 来 的 近代 时 期 . 

其 中 16 世纪 学 者 的 精心 整理 与 翻译 ,对 近代 数学 有 着 决定 性 的 
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影响 ,而 且 后 来 对 历史 的 研究 也 掀起 一 个 小 小 的 热潮 .在 9 一 12 
世纪 ,多 种 欧 几 里 得 的 希腊 文 手 抄 稿 被 保存 在 西欧 的 图 书馆 中 
(如 牛津 罗马、 维也纳 及 巴黎 ) .关于 《几何 原本 》 是 如 何 进入 伊 
斯 兰 国家 的 ,现在 仍 是 个 迷 , 有 人 认为 中 间 存 在 一 个 叙利亚 文 版 
本 .但 是 ,8 一 9 世纪 欧 几 里 得 的 两 个 完全 的 翻译 本 一 一 赫 贡 季 
(al-Hajjaj ) 译 本 与 伊 沙 格 (Ishaq ibn Hunain) 译 本 , 却 来 源 于 两 个 
完全 不 同 的 抄本 , 即 前 提 和 翁 抄 本 与 提 贫 (Theon,4 世纪 ) 抄 本 .这 
两 个 来 源 不 同 的 翻译 本 大 约 同时 在 12 世纪 被 翻译 成 拉丁 文 .前 
提 翁 抄本 的 赫 贾 季 译 本 是 由 阿 德 拉 德 (Adelard of Bath, 约 1120 
年 前 后 ) 译 成 拉 械 文 的 , 提 翁 抄本 的 伊 沙 格 译 本 是 由 杰 拉 德 
(Gerard of Cremona, 约 1114 一 1187) 译 成 拉丁 文 的 . 杰 拉 德 译本 对 
基督 教 西方 产生 巨大 冲击 , 它 影 响 了 大 思想 家 阿尔 伯 特 (Alber- 
ms Magnus, 约 1200 一 1280) 和 经 院 哲 学 领袖 阿 奎 那 (Thomas 
Aquinas, 1225 一 1274) . 1255 年 左右 , 阿 德 拉 德 译本 经 坎 帕 努 斯 
(Campanus of Norara, ?一 -1296) 进 一 步 修订 成 为 在 1482 年 第 一 
次 印刷 出 版 的 4 几何 原本 》, 不 过 , 它 是 间接 翻译 的 版 本 .虽然 帕 
齐 奥 利 称 之 为 最 忠实 的 翻译 ,可 是 别人 却 攻 击 它 为 最 野蛮 的 翻 
译 , 并 要 求 直 接 从 希腊 文 翻译 .1505 年 赞 贝 替 (Bartolomeo Zam- 
berti, 约 1473 一 ?) 直接 由 希腊 文 翻译 而 成 的 拉丁 文 版 《几何 原 
本 ;出 版 ,成 为 以 后 各 种 版 本 的 基础 . 仅 在 16 世纪 , 欧 几 里 得 《 几 
何 原本 》 就 有 100 种 以 上 的 版 本 出 版 ,其 中 有 的 还 收入 欧 几 里 得 
的 其 他 著作 ,如 《4 现象)《 光 学 》《 已 知 量 》 等 .因此 ,到 16 世纪 ， 
欧 几 里 得 在 学 术 界 早已 家 喻 户 晓 .特别 有 意义 的 是 ,意大利 数学 
家 康 曼 狄 庶 (Federico Commandino, 1509 一 1575) 提 供 了 超出 坎 帆 
努 斯 及 赞 贝 替 的 直接 由 希腊 文 手稿 翻译 而 成 的 权威 版 本 ,这 个 
1572 年 版 本 被 称 为 “ 王 版 ”, 除 了 《几何 原本 》 本 文 之 外 , 它 还 包 
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括 自古 以 来 许多 学 者 的 评注 . 

在 16 世纪 ,以 各 种 文字 出 版 的 4 几何 原本 》 也 相继 问世 . 希 
腊 文 版 于 1533 年 出 版 ,意大利 文 版 于 1543 年 出 版 , 德 文 版 于 
1562 年 出 版 ,法 文 版 于 1564 年 出 版 ,英文 版 于 1570 年 出 版 , 西 
班 牙 文 版 于 1576 年 出 版 .这 时 ,《 几 何 原 本 》 的 影响 已 远 远 超出 
了 学 术 界 . 

(2) 阿 基 米 德 . 阿 基 米 德 与 微 积分 的 关系 要 比 欧 几 里 得 密切 
得 多 ,但 是 阿 基 米 德 不 像 攀 几 里 得 那样 有 自己 的 学 派 , 他 在 当时 
更 以 技术 发 明 而 著称 ,他 的 著作 也 不 像 欧 几 里 得 的 著作 那样 被 
作为 经 典 为 人 们 所 反复 研究 .因此 , 比 起 欧 几 里 得 来 ,对 阿 基 米 
德 的 著作 的 翻译 也 要 晚 一 些 . 阿 基 米 德 至 少 有 12 部 数学 著作 : 

人 《抛物 线 求 积 法 》; 

人 @@《 论 球 与 圆柱 》; 

(DX《 圆 的 度量 》; 

@《 论 螺 线 》; 

@X《 论 臂 锥 曲面 与 类 球体 》; 

4 平面 图 形 的 平衡 》( ,I ); 

Q@《 力 学 原理 》; 

(@《 力 学 定理 的 方法 》; 

@《 数 沙 器 》; 

QO@《 群 牛 问题 》; 

DD《 论 浮 体 》; 

色 ( 引 理 集 》. 

阿 基 米 德 的 部 分 著作 通过 阿拉 伯 文 译本 由 吉 拉 德 (George 
Brich Jerrard, 1804 一 1863 ) 译 成 拉丁 文 ,大 部 分 著作 由 拜占庭 收 
集 为 手稿 集 ,根据 这 些 希腊 文本 , 莫 尔 贝克 的 威廉 (William of 
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Moereke,? 一 1286) 主 要 把 力学 著作 译 成 拉丁 文 , 并 在 1503 年 
印刷 出 版 . 而 数学 著作 的 两 种 译本 由 塔 塔 利 亚 及 莫 罗 利 科 
(Francesco Maurolico, 1494 一 1575) 于 1543 一 1544 年 编辑 出 版 . 康 
曼 狄 诺 的 新 拉丁 文 版 在 1558 年 出 版 . 阿 基 米 德 著作 的 出 版 , 直 
接 激 起 对 微 积分 和 力学 的 研究 ,不 过 ,他 的 《力学 定理 的 方法 》 直 
到 1906 年 才 由 海 伯 格 (Johann Ludvig Heiberg, 1854 一 1928 ) 发 现 
而 成 为 数学 史家 的 研究 对 象 

(3) 阿 波 隆 尼斯 .阿波 隆 尼斯 的 4 圆锥 曲线 论 》(8 卷 ) 中 的 前 
4 卷 ,经 阿拉 伯 人 之 手 于 9 世纪 由 希腊 文 译 成 阿拉 伯 文 ,1537 年 
由 门 努 斯 (J，B. Menus) 译 成 拉丁 文 出 版 . 1566 年 出 版 了 康 曼 狄 
诺 的 较 好 的 译本 ,并 附加 许多 评注 .通过 另外 的 希腊 文本 5 一 7 
卷 译 成 的 阿拉 伯 文 本 ,由 博 雷 利 (Giovanni Alfonso Borelli, 1608 一 
1679) 等 译 为 拉丁 文 ,并 于 1661 年 出 版 .这 些 是 16 一 17 世纪 学 者 
所 根据 的 阿波 隆 尼 斯 的 著作 .由 于 第 8 卷 已 失传 ,对 它 的 复原 也 
是 学 者 们 所 热心 研究 的 题目 .改进 的 全 译本 直到 1710 年 才 由 英 
国 天 文学 家 险 雷 校订 出 版 ,他 还 根据 有 关 文 献 再 造 出 第 8 卷 . 

(4) 于 番 图 .于 番 图 的 《4 算术》 有 13 卷 , 它 传 到 欧洲 是 比较 晚 
的 .1464 年 ,德国 数学 家 雷 基 蒙 塔 努 斯 (Johan Regiomontanus, 
1436 一 1476) 在 给 比 安 奇 (L，Bianchi) 的 信 中 曾 提 到 ,他 在 威尼斯 
见 到 了 丢 番 图 的 《算术 ?的 6 卷 希 腊 文 手 抄 本 .一 个 世纪 以 后 ,在 
兰 德 (Xylander, 即 Wilhelm Holzmann, 1532 一 1576) 才 翻译 出 版 了 
最 早 的 拉丁 文 译本 (1575) ,其 中 附 有 委 番 图 的 另 一 部 著作 《多 角 
数 》. 其 后 , 巴 软 (Claude-Gaspar Bachet de Méziriac,1581 一 1638) 出 
版 了 经 他 校订 注释 的 希腊 文 一 拉丁 文 对 照 本 (1621). 正 是 这 个 
本 子 使 得 费 尔 马 走向 建立 近代 数论 之 路 ,他 在 这 个 本 子 上 写 了 
许多 批注 ,包括 著名 的 费 尔 马 大 定理 . 费 尔 马 的 儿子 萨 缪 尔 
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(Samuel de Fenrmat) 将 全 部 批注 插入 正文 ,重新 于 1670 年 出 版 . 
1973 年 发 现 了 另外 4 卷 阿 拉 伯 文 手稿 ,它们 应 处 于 以 前 6 卷 的 
I ~ 轩 卷 与 ~ WI 卷 之 间 . 

(5) 帕 普 斯 . 帕 普 斯 的 《汇编 》 原 有 8 卷 ,第 1 卷 及 第 2 卷 的 
一 部 分 已 失传 ,最 早 的 拉丁 文 译本 是 康 曼 犹 诺 于 1566 年 出 版 
的 . 帕 普 斯 的 《汇编 ) 是 韦 达 (Francois Viate, 1540 一 1603) 、 笛 卡尔 
等 人 的 研究 的 出 发 点 . 
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1 意大利 


意大利 的 科学 发 展 历史 源远流长 , 阿 基 米 德 和 芝 诺 都 曾 在 
意大利 南部 活动 .中 世纪 , 比萨 的 利 奥 纳 多 (Leonardo Pisano) 即 
菲 波 那 奇 引进 印度 一 阿拉 伯 数 码 和 阿拉 伯 的 代数 算法 及 问题 ， 
所 著 的 《算盘 书 》( Liber Abaci) (实际 与 算盘 无 关 ) 成 为 著名 的 经 
典 著作 ,这 个 方向 摆脱 了 和 希腊 古典 数学 的 限制 ,面向 实用 数学 ， 
从 而 构成 未 来 数学 的 一 个 新 的 组 成 部 分 .在 热那亚 、 比 萨 、 佛 罗 
伦 萨 .米兰 和 威尼斯 等 地 ,商人 的 子弟 纷纷 学 习 阿拉 伯 数 码 及 其 
计算 .这些 “算盘 家 "对 由 实用 问题 引出 的 方程 的 求解 很 感 兴趣 ， 
这 也 为 16 世纪 代数 方程 求解 取得 突破 性 进展 葛 定 了 基础 .经 过 
3 个 世纪 的 发 展 ,这 些 实用 的 算术 .代数 .几何 知识 ,总 结 出 现在 
帕 齐 奥 利 于 1494 年 出 版 的 《算术 、 几 何 、 比 及 比例 关系 大 全 》 一 
书 中 ,这 是 当时 实用 数学 的 百科 全 书 . 在 文艺 复兴 后 期 , 博 洛 尼 
亚 的 费 类 、 费 拉 里 ,布雷 西亚 的 塔 塔 利 亚 及 米兰 的 卡尔 达 诺 求解 
了 三 次 .四 次 方程 , 邦 别 利 (Rafael Bombelli, 1526 一 1576) 则 建立 
了 代数 的 基础 . 

从 16 世 纪 初 ,意大利 的 大 学 成 为 当时 学 术 界 的 中 心 .最 古 
老 的 大 学 博洛尼亚 大 学 从 整个 欧洲 吸引 留学 生 , 其 中 著名 的 有 
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哥 白 尼 (Nicbholas Copemicus, 1473 一 1543 ) .德国 大 艺术 家 于 勒 
(Albrecht Diirer,1471 一 1$28) 等 .卡尔 达 诺 和 费 拉 里 都 曾 在 该 校 
任教 ,而 集 代 数 大 成 者 邦 别 利 以 自然 的 方式 延续 了 这 个 传统 , 尽 
管 他 没 在 博洛尼亚 大 学 上 过 课 . 到 17 世纪 初 ,博洛尼亚 数学 传 
统 的 代表 人 物 是 卡塔尔 迪 (Pieto Antonio Cataldi,1552 一 1626) ,他 
是 无 穷 算法 的 首创 者 之 一 ,在 《 论 求 数 的 平方 根 的 最 简单 方法 》 
(1613) 一 书 中 ,首次 引用 无 穷 连 分 数 .他 还 发 表 过 对 第 五 公设 的 
批判 的 历史 著作 .其 后 ,博洛尼亚 大 学 最 著名 的 数学 家 是 卡 瓦 列 
利 (Bonaventura Cavalieri,1598 一 1647) ,他 是 该 大 学 首 任 数学 教授 
(1629 一 1647) . 

罗马 是 另 一 个 数学 中 心 , 而 且 在 1603 年 建立 了 山猫 科学 
院 ,使 它 成 为 科学 中 心 ,许多 耶稣 会 教士 的 教育 是 在 这 里 完成 
的 .这 时 ,罗马 数学 界 的 代表 人 物 是 原籍 德国 的 数学 家 克拉 维 乌 
斯 (Christoph Clavius, 1537 一 1612) .他 在 罗马 学 院 教授 数学 近 半 
个 世纪 之 久 (1565 一 1612) .他 编著 了 许多 教科 书 ,包括 算术 、 代 
数 、 几 何等 ,影响 很 大 .他 的 学 生 则 大 都 面向 近代 数学 问题 的 研 
究 . 瓦 雷 里 奥 (Luca Valerio,1552 一 1618) 曾 在 罗马 任教 ,他 的 著作 
《 论 重 心 )(1604) 及 《抛物 线 求 积 )(1606) 还 是 用 阿 基 米 德 的 方式 
撰写 的 . 

到 17 世纪 初 ,伽利略 (Galiei Galileo, 1564 一 1642) 成 为 当时 
最 有 影响 的 科学 家 ,在 数学 方面 也 很 有 影响 .由 于 他 在 比萨 大 学 
及 帕 多 亚 大 学 任教 授 ,这 两 个 大 学 也 成 为 学 术 中 心 .他 的 学 生 有 
卡 斯 特 里 (Benedetto Castelli, 1578 一 1643) 、 卡 瓦 列 利 、 托 里 切 利 
(Evangelista Torricelli , 1608 一 1647) 和 维 维 安 尼 (Vincenzo Viviani， 
1622 一 1703) , 维 维 安 尼 自 称 是 伽利略 最 后 的 学 生 . 

17 世纪 的 意大利 数学 家 对 数学 的 贡献 主要 是 建立 和 发 展 
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了 不 可 分 量 方法 . 它 主要 是 卡 瓦 列 利 在 1635 年 的 著作 中 创立 
的 ,并 且 在 托 里 切 利 的 著作 中 得 到 了 发 展 . 卡 瓦 列 利 的 学 生 安 格 
里 (Stefano Degli Angeli, 1623 一 1697) 在 1660 一 1661 年 的 著作 中 
用 不 可 分 量 方法 求 出 了 一 些 几 何 图 形 特别 是 螺 线 的 面积 .体积 
及 重心 . 门 格 里 (Pietro Mengoli, 1625 一 1686) 发 展 了 卡塔尔 迪 的 
无 穷 算法 ,不 过 他 们 的 方法 很 快 被 无 穷 小 演算 方法 所 超过 , 意 大 
利 数学 从 此 趋 于 衰微 . 

从 17 世纪 中 叶 到 19 世纪 中 叶 ,意大利 数学 平稳 地 发 展 , 除 
了 拉 格 朗 日 之 外 ,意大利 没有 产生 有 重大 影响 的 数学 家 ,但 是 个 
别 数 学 家 仍 有 许多 出 色 的 成 果 . 

塞 瓦 兄弟 中 的 哥哥 G.' 塞 瓦 (Giovanni Ceva,1647 一 1734) 以 平 
面 几何 中 的 塞 瓦 定理 而 知名 ,弟弟 T' 塞 瓦 (Tomasso Ceva,1648 一 
1737) 研 究 了 各 种 曲线 ,而 且 使 米兰 成 为 数学 发 展 的 中 心 .他 们 
的 朋友 格 兰 迪 (Guido Grandi, 1671 一 1742) 接替 托 里 切 利 任 佛 罗 
伦 萨 大 公 的 数学 家 ,也 研究 了 各 种 曲线 ,特别 是 引进 了 玫瑰 线 等 
特殊 曲线 ,并 发 现 了 草 时 线 及 蚌 线 的 新 性 质 . 他 的 主要 功绩 在 于 
把 菜 布 尼 茨 的 无 穷 小 演算 引入 意大利 .在 此 之 前 ,由 于 伽利略 尝 
尚 欧 几 里 得 几何 ,而 把 新 兴 的 解析 几何 和 微 积分 拒 于 国门 之 外 ， 
从 而 产生 了 消极 的 影响 .直到 18 世纪 初 ,一 些 数学 家 才 开 始 学 
习 微 积分 , 其 中 特别 是 黎 卡 提 (Jacopo Francesco Riccati, 1676 一 
1754) 及 法 纳 诺 (Giulio Carlo Fagnano dei Toschi, 1682 一 1766) ,他 
们 都 是 贵族 ,前 者 在 1724 年 引入 黎 卡 提 方 程 ,后 者 在 1714 一 
1720 年 间 关 于 椭圆 积分 的 工作 被 欧 拉 于 1750 年 发 现 以 后 ,成 为 
欧 拉 椭 圆 积分 加 法 定理 的 出 发 点 . 

18 世纪 后 期 ,意大利 经 历 了 一 个 漫长 的 政治 分 裂 与 动荡 时 
期 .都 灵 成 为 撒 丁 尼 亚 及 皮 德 蒙 王国 的 首都 ,伦巴 底 和 威 尼 提 亚 


第 2 章 17 一 1 世纪 各 国 数学 发 展 概况 51 


并 人 奥地利 ,罗马 属于 教皇 领地 ,那不勒斯 成 为 两 西西 里 王国 的 
首都 .在 它们 之 间 还 散布 着 一 些 大 公国 ,如 托 斯 卡 纳 和 莫 德 纳 ， 
这 种 情况 使 意大利 科学 的 发 展 遇 到 了 更 大 的 困难 .为 了 克服 这 
种 由 于 政治 分 裂 而 造成 的 困难 局 面 ,1782 年 成 立 了 意大利 科学 
会 (Societa Italiana di Scienze) , 旨 在 促进 人 员 接 触及 学 术 交 流 . 该 
科学 会 还 创办 了 杂志 《文集 》( Memorie ) ,这 是 当时 发 表 数 学 论文 
较 多 的 期 刊 . 

18 世纪 下 半 叶 ,意大利 代数 学 家 在 数学 史上 占有 重要 地 
位 .在 他 们 之 先 , 拉 格 朗 日 于 1757 年 在 都 灵 建 立 了 都 灵 科 学 会 ， 
还 创办 了 刊物 《都 灵 杂 志 》, 最 早 的 3 卷发 表 的 大 都 是 拉 格 朗 日 
的 著作 ,他 于 1766 年 离开 都 灵 . 马 尔 法 苦 (Gian Francesco Malfat- 
,1731 一 1807) 于 1771 年 成 为 费 拉 腊 大 学 的 数学 教授 ,他 在 
1770 年 独立 得 出 了 代数 方程 预 解 式 . 鲁 菲 尼 (Pulo Ruffini,1765 一 
1822) 是 莫 德 纳 大 学 的 数学 教授 ,他 受 拉 格 朗 日 的 影响 ,首先 尝 
试 证 明 五 次 方程 不 能 根 式 解 ,不 过 马尔 法 替 对 他 的 证 明 表 示 怀 
疑 . 

到 19 世纪 中 叶 意大利 统一 之 前 ,意大利 数学 在 世界 上 几乎 
没有 什么 影响 . 


2 法 国 


从 15 世纪 起 ,法国 一 直 是 统一 的 中 央 集 权 制 国家 ,思想 领 
域 主要 由 正统 的 巴黎 大 学 所 控制 .17 世纪 上 半 叶 ,在 出 现 韦 达 、 
笛 卡 尔 、 费 尔 马 和 帕斯卡 这 一 代 大 数学 家 之 前 ,法 国 数学 谈 不 上 
有 什么 伟大 的 传统 .16 世纪 ,数学 在 法 国有 一 定 的 普及 ,最 著名 
的 著作 是 舒 开 的 《三 部 》( Triparty ) ,这 是 一 部 最 早 的 代数 著作 . 
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值得 注意 的 是 ,他 大 大 推广 了 数 的 概念 ,其 中 包括 0、 负数 , 根 以 
及 根 的 组 合 .16 世纪 中 叶 , 拉 姆 斯 (Petrus Ramus,1515 一 1572) 编 
写 过 一 些 算术 及 几何 学 教科 书 .在 体制 方面 有 重要 意义 的 事件 
是 1530 年 法 国 国 王 弗 朗 索 瓦 一 世 (Francois 1, 1494 一 1547， 
1515 一 1547 年 在 位 ) 建 立 王立 学 院 (College Royal) , 同 显赫 的 巴 
黎 大 学 相对 , 它 成 为 传播 新 人 文 主义 的 场所 . 它 不 需要 入 学 考 
试 ,也 不 授予 学 位 ,对 所 有 听众 都 开放 , 谁 都 可 以 来 听课 . 它 没有 
夯 定 的 课程 ,教授 愿意 讲 什么 就 讲 什么 .显然 , 它 体现 了 最 早 的 
教学 自由 及 学 术 自 由 的 原则 .由 于 它 不 像 过 去 的 大 学 那样 培养 
专业 人 才 , 从 而 为 发 展 科学 及 数学 开辟 了 道路 .有 些 数 学 家 ,如 
罗 伯 瓦 尔 (Gilles Personne de Roberval, 1602 一 1675, 1632 一 1675 年 
任教 授 )、 拉 伊 尔 (Philippe de la Hire, 1640 一 1718, 1682 一 1718 年 
任教 授 ) 等 ,就 是 这 样 被 培养 出 来 的 . 

直接 推动 法 国 数学 黄金 时 代 到 来 的 数学 家 是 马 桑 (Marin 
Mersenne,1588 一 1648). 马 桑 出 生 在 法 国 劳 动人 民 家 庭 ,1604 年 
进入 拉 弗 莱 什 耶稣 会 学 校 ,直到 1609 年 毕业 .接着 ,他 到 巴黎 大 
学 神学 院 读书 ,两 年 后 加 入 米 尼 姆 教派 .1619 年 他 回 到 巴黎 , 主 
持 米 尼 姆 修道 院 , 除 了 短期 旅行 外 ,一 直 在 这 里 ,直到 1648 年 9 
月 1 日 去 世 . 马 桑 自 己 也 有 多 方面 的 兴趣 ,他 发 表 过 自然 哲学 、 
声学 力学 .光学 .音乐 等 方面 的 著述 . 1626 年 他 编辑 了 《数学 汇 
编 》, 收 集 了 从 古代 到 当时 的 数学 文献 .但 是 ,他 在 科学 史上 的 地 
位 主要 是 作为 第 一 位 杰出 的 科学 组 织 者 ,使 得 科学 更 有 效 地 传 
播 与 交流 .当时 的 所 有 著名 科学 家 都 与 他 保持 着 联系 ,特别 是 费 
尔 马 ,第 卡尔 (从 1629 年 起 主要 定居 于 荷兰 ) . 惠 更 斯 (Christiaan 
Huygens, 1629 一 1695) 以 及 伽利略 和 他 的 学 生 们 . 

1623 年 起 , 马 桑 的 修道 院 成 为 欧洲 学 术 界 的 交流 中 心 , 他 
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与 整个 欧洲 学 术 界 的 著名 学 者 通信 ,并 传播 他 们 的 成 就 .许多 学 
者 经 常 在 他 的 修道 院 聚 会 ,如 帕斯卡 就 是 在 这 里 遇 到 笛 卡 尔 的 
(1647) .马戏 作为 “中 转 站 "的 秘书 ,在 聚会 的 基础 上 于 1635 年 
组 成 了 原始 的 巴黎 科学 院 . 

马 桑 小 组 成 员 中 的 有 些 人 后 来 成 为 巴黎 科学 院 的 葛 基 人 . 
巴黎 科学 院 的 建立 是 科学 史上 的 一 件 大 事 , 它 是 在 巴黎 学 者 自 
由 组 织 的 基础 上 , 由 当时 的 首相 科 尔 贝 (Jean Baptist Colbert， 
1619 一 1683) 向 国王 路 易 十 四 (Touis X NY, 1638 一 1715, 1643 一 
1715 年 在 位 ) 建 议 设立 的 ,得 到 了 好 大 喜 功 的 国王 的 恩 准 .1666 
年 12 月 22 日 新 科学 院 举 行 首次 会 议 时 ,成 为 完全 致力 于 科学 
研究 的 聚会 ,其 成 员 开 始 时 只 有 15 人 .他 们 得 到 国王 的 年 金 , 研 
究 活 动 也 得 到 资助 .他 们 的 研究 分 为 两 大 部 分 , 即 数 学 和 物理 
学 .前 者 包括 力学 及 天 文学 ,后 者 还 包括 化 学 .植物 学 ,解剖 学 及 
生理 学 .他 们 一 周 聚 会 两 次 ,分 别 讨论 数学 和 物理 学 问题 , 当时， 
院士 中 包括 罗 伯 瓦 尔 . 惠 更 斯 ,在 数学 方面 主要 研究 笛 卡 尔 的 工 
作 以 及 无 穷 小 演算 ,这 无 疑 是 当时 数学 的 主流 .他 们 的 成 果 多 以 
书 的 形式 发 表 , 也 有 的 发 表 在 《学 者 杂志 》( Journal des Scavens ) 及 
其 他 期 刊 上 .《 学 者 杂志 》 是 第 一 份 科 学 期 刊 ,1665 年 1 月 5 日 创 
刊 ,其 上 登载 许多 科学 及 数学 文章 ,创刊 后 曾 中 断 ,从 1667 年 起 
连续 出 版 .巴黎 科学 院 于 1699 年 在 丰 丹 尼 尔 (Bemard le Bouyer 
de Fontenelle, 1657 一 1757) 的 主持 下 进行 改组 ,建立 起 正规 的 体 
制 , 并 开始 发 行 自己 的 刊物 《科学 院 纪事 .数学 及 物理 学 论文 集 》 
(Histoires de 1academie des Sciences avec les Memoires de Mathema- 
tigues et de Physigue ,1702 一 1797) .在 1750 一 1786 年 间 , 还 出 版 了 
《外 国学 者 递交 的 数学 及 物理 学 论文 集 》. 

从 17 世纪 中 叶 到 18 世纪 中 叶 ,法 国 数学 有 一 定 进展 ,但 没 
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有 前 后 两 个 时 期 那么 显赫. 这 个 时 期 的 主要 数学 家 有 丰 丹 尼 尔 
(他 更 是 一 位 哲学 家 ) . 罗 尔 (Michel Rolle, 1652 一 1719) 、 洛 比 达 
(Guillaume Francois Antoine de L'Hospital,1661 一 1704) 和 瓦 里 涅 昂 
(Piere Varignon,1654 一 1722) ,他 们 是 莱 布 尼 茨 的 微 积分 的 传播 
者 . 

到 18 世纪 30 年 代 , 法 国 数学 开始 了 新 一 轮 的 茵 勃发 展 时 
期 .有 意思 的 是 ,发 展 的 动力 来 源 于 牛顿 的 宇宙 学 说 战胜 笛 卡 尔 
的 学 说 而 在 法 国 占据 统治 地 位 . 另 一 方面 ,他 们 继承 欧洲 大 陆 的 
微 积 分 符号 及 分 析 技 术 ,从 而 产生 出 一 批 大 数学 家 ,其 中 有 克 莱 
洛 (Alexis Claude Clairaut,1713 一 1765)、 达 兰 贝尔 (Jean le Rond 中 
Alember,1717 一 1783) 等 ,经 过 一 段 间歇 时 期 ,在 18 世纪 70 一 80 
年 代 , 蒙 日 (Gaspard Monge,1746 一 1818)、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 (An- 
drien-Marie Legendre , 1752 一 1833) 成 为 当时 在 数学 上 做 出 主要 贡 
献 的 人 物 . 这 时 ,1787 年 才 到 巴黎 的 拉 格 朗 日 已 完成 其 大 部 分 
伟业 .他们 都 一 直 活 到 拿破仑 时 代 , 那 时 法 国 数学 又 揭 开 了 新 的 

18 世纪 末 法 国 大 革命 对 教育 及 科学 的 冲击 ,为 19 世纪 上 
半 叶 法 国 科学 在 世界 上 的 领先 地 位 奠定 了 基础 .这 时 ,只 有 法 国 
形成 了 完整 的 “高 等 数学 "的 教科 书 体系 ,符号 代数 、 解 析 几 何 和 
- 微 积 分 都 有 了 优秀 的 法 文教 科 书 ,使 法 国学 生 可 以 很 快 接触 到 
数学 的 前 沿 .在 代数 方面 ,有 欧 拉 的 著作 《代数 全 书 》 的 法 译本 ， 
拉克 和 鲁 瓦 (Syivestre Francois Lacroix,1765 一 1843) 和 其 他 人 都 编 过 
类 似 的 教科 书 , 特 别 是 解析 几何 和 微 积分 的 教科 书 ,都 多 次 再 
版 ,有 着 广泛 而 深刻 的 影响 .从 1780 年 到 1840 年 半 个 多 世纪 的 
时 期 中 ,法 国 数学 在 欧洲 占有 绝对 领先 的 地 位 . 
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3 英 国 


17 世纪 ,特别 是 17 世纪 下 半 叶 ,英国 成 为 科学 革命 的 策 源 
地 .关于 科学 革命 的 历史 及 其 原因 的 分 析 , 已 经 成 为 许多 专著 的 
主题 .英国 从 16 世纪 起 顺利 地 通过 宗教 革命 ,并 于 1588 年 击败 
西班牙 的 无 敌 舰 队 而 争 得 海上 霸权 .培根 (Francis Bacon, 1561 一 
1626) 的 《 崇 学 论 》(1605) 与 《新 工具 》(1620) 的 出 版 ,为 科学 葛 定 
了 思想 方法 的 基础 .从 此 ,实验 科学 及 技术 在 英国 得 到 广泛 的 研 
究 .1645 年 克 仑 威 尔 (Oliver Cromwell, 1399 一 1658) 革命 以 及 
1661 一 1688 年 王政 复辟 时 期 ,科学 革命 的 进程 并 未 被 打 断 , 正 是 
在 这 段 时 期 ,牛顿 完成 了 他 的 伟业 . 1687 年 ,牛顿 的 《自然 哲学 
的 数学 原理 ?问世 , 标 志 着 科学 进入 社会 生活 ,并 对 其 他 一 切 领 
域 施加 影响 .牛顿 的 这 一 巨著 也 反映 出 数学 在 自然 哲学 中 的 无 
可 争辩 的 地 位 .从 此 ,数学 与 科学 的 发 展 结 下 了 不 解 之 缘 . 

这 个 天 才 时 代 也 是 数学 的 黄金 时 代 , 英 国 在 几乎 所 有 领域 
都 处 于 领先 地 位 ,在 数学 上 也 不 例外 . 比 起 欧洲 大 陆 的 数学 家 
来 ,英国 的 数学 家 与 大 学 的 关系 更 为 密切 .在 17 世纪 ,数学 家 还 
不 是 一 种 职业 ,但 大 学 中 仍 设 有 极 少数 与 数学 有 关 的 教授 席位 . 
另外 ,作为 18 世纪 产业 革命 的 播 篮 ,数学 在 学 院 之 外 也 有 一 大 
批 实践 者 和 业余 爱好 者 ,这 就 形成 一 支 庞大 的 队伍 .学 院 里 的 数 
学 家 在 创造 数学 的 同时 ,间或 也 为 他 们 普及 数学 ,这 就 造就 了 
17 世纪 英国 数学 的 繁荣 . 

早 在 16 世纪 中 叶 , 雷 科 德 (Robert Recorde,1510 一 1558) 用 英 
文 写 了 不 少 通俗 教科 书 , 大 大 加 速 了 数学 的 广泛 应 用 .其 后 , 苏 
格 兰 贵族 耐 皮 尔 发 明了 对 数 , 布 里 格 斯 引进 常用 对 数 ,并 在 计算 
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方法 上 实现 重大 改革 ,对 天 文 .航海 ,测绘 以 及 科学 发 展 的 推动 
作用 是 不 可 低估 的 .这 种 重视 计算 的 趋向 对 于 纯 演 绎 数学 脱离 
实际 的 偏向 是 一 种 很 好 的 平衡 

在 理论 数学 方面 ,牛顿 首先 接触 到 的 是 符号 代数 .解析 几何 
以 及 沃 利 斯 的 4 无穷 算 术 》, 这 些 无 疑 是 直接 通 向 微 积分 的 康 庄 
大 道 . 蛤 里 奥 (Thomas Hariot, 1$60 一 1621) 和 奥 特 雷 德 (Wiliam 
Oughtred; 1575 一 1660) 的 两 部 代数 著作 于 1631 年 同时 出 版 ,他 们 
是 英国 符号 代数 的 引进 者 . 

在 牛顿 之 前 ,英国 最 重要 的 数学 家 是 沃 利 斯 和 巴 罗 (Isaac 
Barrow,1630 一 1677) . 沃 利 斯 是 当时 符号 代数 和 解析 几何 的 传播 
者 ,对 它们 进行 了 完整 的 论述 ,他 的 《代数 通论 》(1685) 概 括 了 前 
人 的 结果 ,还 讨论 了 穷竭 法 和 不 可 分 量 法 ;他 的 《圆锥 曲线 》 
(1655) 用 笛 卡 尔 的 方法 讨论 了 圆锥 曲线 .同时 , 沃 利 斯 还 是 微 积 
分 的 先驱 之 一 .他 的 《无 穷 算 术 》(1656) 有 意识 地 使 用 无 穷 表 达 
式 , 他 的 无 穷 乘 积 引 导 布 隆 克 尔 (William Brouncker, 1620 一 1684) 
引 大 无 穷 连 分 式 . 巴 罗 是 牛顿 的 老师 ,他 的 微 积分 工作 最 终结 束 
了 微 积 分 前 史 阶 段 (1670) ,导致 微 积分 的 诞生 .苏格兰 人 格 利 高 
里 对 微 积分 也 有 贡献 ,他 采用 几何 方式 表述 了 微 积 分 基本 定理 . 

在 这 段 时 期 ,英国 科学 界 最 主要 的 事件 是 英国 皇家 学 会 的 
成 立 .实际 上 从 1645 年 起 , 沃 利 斯 等 人 就 在 伦敦 定期 聚会 ,1646 
年 大 部 分 人 移 往 牛 津 ,1660 年 他 们 再 次 在 伦敦 集会 .1662 年 7 
月 15 日 获得 国王 的 特许 状 , 英 国 皇家 学 会 正式 成 立 . 英 国 皇家 
学 会 集中 了 当时 各 界 的 精英 , 如 化 学 家 波 义 耳 (Robert Boyle， 
1627 一 1691) .物理 学 家 胡 克 (Rober Hooke, 1635 一 1702) ,经 济 学 
家 配 第 (Wiliam Petty, 1623 一 1687)、 建筑 师 雷 恩 ( Christopher 
Wren,1632 一 1723) 等 .牛顿 从 1672 年 起 成 为 英国 皇家 学 会 会 
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员 ,1703 年 起 任 学 会 主席 ,直至 去 世 . 在 17 世纪 后 半 时 ,英国 皇 
家 学 会 是 一 个 重要 的 科学 家 组 织 , 科 学 家 们 在 一 起 讨论 .做 实 
验 ,并 通过 书信 与 国内 外 学 者 联系 ,当时 这 些 信件 是 最 原始 的 传 
播 科学 的 渠道 .1665 年 英国 皇家 学 会 的 (哲学 汇 刊 》( Philosophi- 
cal Transactions ) 创 刊 ,成 为 最 早 的 正式 期 刊 .不 过 到 18 世纪 , 英 
国 皇家 学 会 的 活动 大 不 如 以 前 了 . 

不 可 否认 ,英国 的 大 学 在 培养 数学 家 方面 起 到 了 一 定 的 作 
用 ,尽管 其 主要 职责 是 培养 神职 人 员 等 显赫 人 物 . 在 大 学 当 教 授 
也 像 牧 师 一 样 要 求 独身 .英格兰 的 牛津 大 学 及 剑桥 大 学 都 有 着 
悠久 的 历史 ,但 从 16 世纪 中 叶 起 ,数学 才 在 剑桥 大 学 占有 一 定 
地 位 .当时 在 大 学 任职 的 数学 家 有 雷 科 德 、 狄 (John Dee, 1527 一 
1608) 和 比 灵 斯 利 (Henr Billingsley,? 一 1606) 等 , 比 灵 斯 利 是 第 
一 个 把 欧 几 里 得 的 著作 译 成 英文 的 人 ,然后 由 狄 在 1570 年 编辑 
出 版 . 狄 还 是 当时 许多 航海 者 的 顾问 ,并 且 有 的 航海 家 ,如 赖 特 
(Edward Wright,1561 一 1615) ,也 在 剑桥 大 学 学 习 并 工作 多 年 ,他 
的 朋友 布 里 格 斯 也 曾 在 剑桥 大 学 任 研究 员 及 讲师 . 

由 于 1596 年 格雷 欣 学 院 的 建立 ,大 学 很 快 扭 转 了 这 种 理论 
联系 实际 的 局 面 ,又 回 到 纯粹 的 学 术 研 究 中 去 .格雷 欣 学 院 是 由 
格雷 欣 (Thomas Cresham, 1519 一 1579) 的 遗赠 而 在 伦敦 建立 的 ， 
它 一 开始 就 设立 了 数学 、 天 文学 等 教授 席位 ,面向 实际 应 用 研 
究 . 其 第 一 任 几何 学 教授 就 是 布 里 格 斯 .格雷 欣 学 院 的 另 一 个 作 
用 就 是 支持 英国 皇家 学 会 ,从 1660 年 开始 ,直到 1711 年 ,英国 
皇家 学 会 就 是 在 这 里 开会 的 ,这 两 个 机 构 可 以 说 密 不 可 分 . 

到 17 世纪 ,大 学 也 开始 设置 数学 的 教授 席位 .1619 年 萨 维 
尔 (Henry Savile,1549 一 1622) 在 牛津 大 学 设立 几何 学 及 天 文学 两 
个 教授 席位 , 布 里 格 斯 在 1620 年 又 成 为 牛津 大 学 的 首 任 几何 学 
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教授 . 沃 利 斯 在 1649 一 1703 年 间 继 任教 授 , 对 17 世纪 下 半 叶 英 
国 数学 有 着 极 大 的 影响 . 凯 尔 (John Keil, 1671 一 1721) 从 1712 年 
起 任 天 文 学 教授 ,他 是 牛顿 学 说 的 热心 传播 者 ,也 是 最 积极 指控 
莱 布 尼 蒋 的 人 . 

17 世 纪 下 半 叶 ,剑桥 大 学 也 设置 了 一 个 显赫 的 教授 席位 
一 一 以 卢 卡 斯 (Henry Lucas ) 命 名 的 数学 讲 席 . 这 个 席位 的 首 任 
教授 是 巴 罗 ,1670 年 由 牛顿 接任 . 

牛顿 的 学 生 科 兹 (Roger Cotes, 1682 一 1716) 在 1706 年 被 任命 
为 新 设 的 剑桥 大 学 普 拉 姆 (Plum) 天 文学 及 自然 哲学 讲座 教授 . 
1711 年 他 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 . 他 协助 牛顿 编辑 了 《自然 
哲学 的 数学 原理 ) 第 2 版 ,在 序言 中 他 积极 为 牛顿 学 说 辩护 , 反 
对 当时 还 占 统治 地 位 的 笠 卡 尔 学 说 .牛顿 对 这 位 英 年 早 逝 的 学 
生 非 常 器 重 , 他 说 过 “要 是 科 兹 不 死 ,我们 会 知道 得 更 多 ”， 

在 18 世纪 前 半期 ,一 些 数学 家 在 发 展 牛 顿 的 微 积分 方面 做 
出 了 一 定 的 贡献 ,不 过 很 快 就 被 欧洲 大 陆 的 数学 家 所 超过 ， 

棣 莫 弗 (Abraham de Moivre,1667 一 1754) 原 是 法 国 雨 格 诺 教 
派 的 新 教徒 , 因 1685 年 路 易 十 四 废 南 特赦 令 , 他 逃 到 英国 ,在 英 
国 任 私人 数学 教师 ,并 同 牛 顿 及 哈雷 交往 .1697 年 被 选 为 英国 
皇家 学 会 会 员 , 他 的 工作 受到 牛顿 的 称赞 ,1712 年 被 英国 皇家 
学 会 任命 为 牛顿 一 莱 布 尼 芯 争议 委员 会 的 成 员 .1711 年 他 开始 
研究 概率 演算 ,1718 年 出 版 了 《机 遇 学 说 》( Docirine of Chances )， 
其 中 包括 50 多 个 概率 问题 ,他 往往 由 概率 的 原理 得 出 排列 组 合 
公式 ,这 恰恰 与 习惯 做 法 相反 .1730 年 他 出 版 的 《分 析 杂 著 》 
( Miscellanea analytica ) 中 ,也 有 一 些 概率 问题 .1733 年 ,他 在 一 本 
小 册子 《二 项 和 式 展 成 级 数 的 近似 值 》( Approximatio ad summam 
terminoum binomii (a + b)”in seriem expansi) 中 ,首次 得 出 误差 律 
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及 分 布 曲 线 ,特别 是 概率 公式 
| e “dx= 全. 

其 英 译本 被 收入 4 机遇 学 说 ?第 2 版 (1738) 中 .在 1704 一 1714 年 
间 ,他 经 常 同 约翰. 伯 努 利 (Jobhann Bemoulli,1667 一 1748) 通 信 , 这 
可 能 引起 了 他 对 无 穷 级 数 及 概率 的 兴趣 . 

牛顿 的 另 一 位 朋友 是 苏格兰 人 斯 特 灵 (James Stirling， 
1692 一 1770) ,1711 一 1716 年 他 在 牛津 大 学 贝 里 奥 尔 学 院 学 习 ， 
因 同 情 詹 姆 斯 二 世 党 人 ,他 拒绝 宣 叔 ,因而 未 获准 毕业 .1717 年 
他 出 版 了 《4 牛顿 的 三 次 曲线 》( Lineae tertii ordinis Newtonanee ) ,在 
牛顿 的 72 种 三 次 曲线 之 外 又 加 上 4 种 .这 使 他 有 了 和 名气, 从 而 
在 威尼斯 找到 了 工作 .1724 年 他 到 伦敦 ,在 伦敦 小 塔 街 学 院 任 
教 .在 牛顿 的 帮助 下 ,斯 特 灵 于 1726 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 
员 .1735 年 以 后 ,他 成 为 经 营 苏格兰 拉 纳 克 郡 锅 矿 出 的 苏格兰 
矿业 公司 的 经 理 ,从 此 在 数学 方面 没有 更 重要 的 工作 . 

牛顿 的 后 继 者 中 在 数学 上 最 有 成 就 的 当 属 泰勒 (Brook Tay- 
lor,1685 一 1731) ,他 曾 在 剑桥 大 学 圣 约翰 学 院 学 习 ,1714 年 获 博 
士 学 位 .1714 一 1718 年 任 英国 皇家 学 会 秘书 ,后 因 身 体 不 好 而 辞 
职 . 他 曾 去 法 国旅 行 ,并 结识 当地 学 者 .其 后 ,泰勒 转向 有 关 宗 教 
和 哲学 方面 的 思考 及 著述 ,他 的 著作 《哲学 的 沉思 》( Contemplatio 
Philosophica ) 在 他 去 世 后 于 1793 年 才 出 版 .除了 数学 分 析 之 外 ， 
他 还 以 透视 学 享有 盛名 .1719 年 出 版 的 《线性 透视 》 是 一 部 重要 
著作 ,是 后 来 发 展 光 学 的 基础 .特别 值得 注意 的 是 ,他 最 先 引 人 
“ 没 影 点 "的 观念 . 

另 一 位 杰出 的 数学 家 是 苏格兰 人 麦克 劳 林 (Colin Maclaurin， 
1698 一 1746) , 他 是 一 位 神童 , 11 岁 就 进入 格拉 斯 哥 大 学 学 习 ， 
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1715 年 获 硕士 学 位 ,19 岁 成 为 阿 伯 丁 大 学 教授 .1719 年 他 访问 
伦敦 , 见 到 了 牛顿 ,从 此 成 为 牛顿 的 最 坚定 的 支持 者 ,他 于 1720 
年 出 版 的 有 机 几何 学 》( Geometrica Organica ) 讨 论 了 圆锥 曲线 及 
高 阶 平面 曲线 ,其 中 证 明了 许多 定理 ,有 些 是 牛顿 用 过 而 没有 证 
明 的 ,有 些 是 他 独立 发 现 的 .在 牛顿 的 帮助 之 下 ,1725 年 他 被 任 
命 为 爱丁堡 大 学 教授 .他 完全 按照 古典 几何 方式 叙述 牛顿 的 流 
数理 论 ,但 还 是 得 出 一 些 新 结果 .麦克 劳 林 去 世 之 后 ,英伦 三 岛 
的 数学 趋 于 衰微 ,只 有 少数 数学 家 在 普及 方面 做 了 一 定 的 工作 . 

例如 辛普森 (Thomas Simpson, 1710 一 1761), 他 主要 是 自学 成 才 ， 
1736 年 开始 发 表 著作 ,1737 年 发 表 《 流 数 新 论 》( A New Treatise of 
Fluxions ) , 1743 年 被 任命 为 皇家 军事 学 院 数学 教师 .他 还 编 了 许 
多 教科 书 ,主要 有 《代数 》( hlgebra ) (1745) 《几何 》( Geometry) 
(1747) 《三 角 》( Trigonometry ) (1748), 均 多 次 再 版 ,有 的 一 直 用 
到 1826 年. 

18 世纪 后 半 叶 ,英国 数学 趋 于 衰微 ,其 中 只 有 华 林 值得 一 

提 . 华 林 在 1760 年 被 任命 为 剑桥 大 学 卢 卡 斯 几何 学 教授 ,在 数 
论 \ 代 数 、 几 何 、 分 析 等 多 个 领域 做 了 一 些 重 要 工作 .在 数论 方 
面 ,他 首先 提出 华 林 问题 ,并 在 初等 数论 上 得 出 一 些 结果 ,还 首 
次 公布 哥 德 巴赫 猜想 .在 代数 方面 ,他 独立 得 到 代数 方程 根 的 知 
和 与 系数 之 间 关 系 的 公式 .在 几何 方面 ,他 研究 了 代数 曲线 的 性 
质 及 分 类 .在 分 析 方 面 ,他 于 1776 年 得 出 了 柯 西 的 无 穷 级 数 收 
敛 或 发 散 的 判别 法 .由 于 华 林 几乎 是 在 完全 孤立 的 情况 下 工作 
的 ,而 且 缺 少 交 流 , 他 的 大 部 分 工作 已 为 欧洲 大 陆 数 学 家 独立 发 
现 甚 至 远 远 超过 ,因此 长 期 以 来 他 一 直 默 默 无 闻 ,影响 不 大 . 
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4 其 他 各 国 


在 17 一 18 世纪 ,除法 国 、 英 国外 ,其 他 各 国 也 产生 了 不 少数 
学 家 ,有 些 甚至 是 很 杰出 的 ,不 过 由 于 时 代 及 各 国 国内 社会 条 件 
的 限制 , 没 能 产生 在 本 国有 影响 的 学 派 或 形成 数学 中 心 . 许 多 大 
数学 家 背井离乡 到 其 他 国家 去 .普鲁士 柏林 科学 院 和 俄国 圣 彼 
得 堡 科学 院 是 18 世纪 数学 发 展 的 播 篮 ,而 其 中 的 人 才 大 都 是 外 
国人 . 


4.1 尼 德 兰 


17 世纪 尼 德 兰 ( 即 今 荷 兰 ) 处 于 发 展 的 黄金 时 代 , 由 于 实现 
了 政治 自由 、 经 济 自 由 和 思想 自由 ,科学 与 教育 有 了 极 大 进步 ， 
出 现 了 人 才 辈 出 的 局 面 . 尼 德 兰 在 政治 上 摆脱 腐朽 的 哈 布 斯 堡 
王朝 的 统治 而 独立 ,在 宗教 上 摆脱 罗马 教廷 的 束缚 而 成 为 新 教 
徒 的 避难 所 .海外 贸易 也 使 经 济 繁荣 起 来 .新 兴 的 资产 阶级 宁愿 
不 要 税收 蔬 免 的 优待 ,也 要 在 家 乡 办 大 学 .1575 年 建立 的 莱 顿 
大 学 成 为 第 一 所 新 教 大 学 ,接着 格 洛 宁 根 大 学 在 1614 年 建立 ， 
乌 特 勒 支 大 学 在 1636 年 建立 ,阿姆斯特丹 在 1632 年 建立 了 学 
院 (athenaeum) .为 适应 经 济 和 技术 的 进步 与 发 展 ,实用 数学 也 进 
入 大 学 的 课程 ,理论 与 应 用 数学 得 到 了 协调 发 展 . 尼 德 兰 最 早 的 
著名 数学 家 是 斯 蒂 文 (Simon Stevin,1548 一 1620) , 他 由 南 尼 德 兰 
来 到 莱 顿 大 学 任教 ,他 的 《算术 》(1585) 向 荷兰 普及 了 算术 和 代 
数 知识 .他 还 是 一 位 工程 师 , 在 力学 、 天 文 .航海 .土木 建筑 等 方 
面 都 有 贡献 .在 莱 顿 工程 学 校 任教 的 还 有 范 : 柯 仑 (Ludolph van 
Ceulen, 1540 一 1610) ,他 以 计算 x 数值 而 著名 ,1596 年 他 算 到 小 
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数 点 后 20 位 ,后 来 算 到 小 数 点 后 33 位 (发 表 于 1615 年 ), 最 后 
算 到 小 数 点 后 35 位 ,发 表 在 他 的 学 生 斯 耐 尔 (Willebrord Snel， 
1580 一 1626) 的 著作 《 测 贺 术 》( Cyclometricus ) (1621) 中 ,斯 耐 尔 也 
是 菜 顿 大 学 的 教授 ,以 发 现 折射 定律 而 著名 ,他 在 测 地 学 中 也 有 
重要 贡献 ,并 把 德国 法国 的 数学 引入 荷兰 . 

由 于 荷兰 的 特殊 条 件 , 笛 卡 尔 在 1629 一 1649 年 间 整 整 20 
年 都 在 荷兰 工作 ,并 写 出 了 他 最 主要 的 著作 ,特别 是 《方法 谈 》. 
荷兰 数学 家 范 .斯 霍 腾 (Franz van Schooten, 约 1615 一 1660) 在 解 
析 几 何 学 的 传播 上 起 着 决定 性 的 作用 . 范 . 斯 霍 腾 还 是 一 位 杰出 
的 教育 家 ,他 的 学 生 、 大 科学 家 惠 更 斯 ,从 1660 年 起 移居 巴黎 ， 
在 物理 学 和 数学 上 做 出 了 第 一 流 的 贡献 .其 他 学 生 , 如 许 德 (Jo- 
hann Hudde, 1628 一 1704)、 范 :将 拉 特 (Hendrick van Heuraet， 
1633 一 约 1660) ,维特 (Jan de Witt, 1625 一 1672) 等 ,在 解析 几何 及 
微 积分 方面 都 做 出 了 自己 的 贡献 . 

17 世纪 末 ,由 于 荷兰 经 济 恶 化 ,大 学 教学 及 科研 趋 于 衰微 . 
约翰 : 伯 努 利 曾 在 格 洛 宁 根 大 学 任教 10 年 (1695 一 1705) ,也 没 
能 挽回 这 种 预 势 .个别 数 学 家 也 学 过 牛顿 和 菜 布 尼 茨 的 微 积 分 ， 
但 是 成 就 不 大 . 

有 意思 的 是 ,荷兰 数学 会 的 前 身 阿 姆 斯 特 丹 数 学 会 (Amster- 
dam Wiskundig Genootschap) 于 1778 年 成 立 , 较 之 英 .法 、 德 .美的 
相应 组 织 要 早 得 多 ,这 大 体 是 一 个 教师 的 组 织 .而 荷兰 王家 科学 
院 直 到 1851 年 才 成 立 , 从 此 之 后 ,荷兰 的 科学 才 开始 再 次 步 人 
繁荣 时 期 . 


4.2 德国 
比 起 英法 两 国 来 ,在 19 世纪 以 前 ,德国 的 科学 与 数学 由 大 
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大 落后 了 .德国 拥有 多 所 历史 悠久 的 大 学 ,但 由 于 教学 内 容 陈 
腐 ,教学 方法 陈旧 ,很 难 培养 出 好 的 科学 家 来 ， 

17 世纪 下 半 叶 ,德国 最 好 的 数学 家 是 莱 布 尼 茨 ,他 没有 受 
到 正规 的 数学 教育 , 而 其 成 就 当 有 赖 于 他 在 巴黎 居留 的 时 光 
(1772 一 1776) .他 对 德国 乃至 欧洲 大 陆 数学 的 影响 在 于 他 创办 
了 德国 第 一 个 学 术 刊 物 《 博 学 者 学 报 》( hcta Eruditorium ) (1682 一 
1782) ,并 建议 普鲁士 王 成 立 柏 林 科学 院 .柏林 科学 院 于 1701 年 
正式 成 立 , 但 直到 腓 特 烈 大 王 (Friedrich TI ,1712 一 1786, 1740 一 
1786 年 在 位 ) 即 位 后 , 才 成 为 欧洲 科学 中 心 之 一 . 

莱 布 尼 茨 的 朋友 车 恩 豪 斯 (Ehrenfried Walther von Tschim- 
hausen, 1651 一 1708) 出 身 贵族 ,也 是 在 国外 学 习 的 ,他 先 去 菜 顿 ， 
后 去 巴黎 ,还 访问 过 伦敦 ,并 结识 了 不 少 国际 知名 的 数学 家 ,这 
使 他 接近 数学 前 沿 , 并 在 代数 上 取得 了 一 定 成 就 . 

1740 年 腓 特 烈 大 王 即 位 后 ,恢复 并 扩大 柏林 科学 院 ,先后 
邀请 欧 拉 (1741 一 1766) 及 拉 格 朗 日 (1766 一 1787) 来 柏林 科学 院 
工作 ,使 柏林 成 为 欧洲 的 数学 中 心 ,其 期 刊 (柏林 科学 院 历 史 》 和 
《柏林 科学 院 文集 ) 登 载 了 许多 重要 的 论文 . 

德国 科学 家 兰 伯 特 (Johann Heinrich Lambert,1728 一 1777) 是 
一 位 博学 多 才 的 学 者 ,除数 学 外 ,在 哲学 心理 学 .天 文 `. 气 象 . 物 
理 等 方面 也 有 贡献 .他 从 1765 年 起 在 柏林 科学 院 工作 ,直到 去 
世 . 

1786 年 腓 特 烈 大 王 去 世 后 ,柏林 科学 院 也 随 之 衰落 ,这 反 
映 出 德国 科学 的 特点 在 于 其 分 散 性 和 发 展 不 平衡 性 .18 世纪 的 
德国 被 分 成 几 百 个 小 国 ,各 自 为 政 , 当 君 主 赞 助 科 学 、 文 化 事业 
时 ,它们 才能 得 到 很 好 的 发 展 . 利 奥 波 德 一 世 (Leopold I, 1640 一 
1705) 在 1658 一 1705 年 间 为 神圣 罗马 帝国 皇帝 ,1687 年 他 把 在 
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哈 勒 成 立 的 科学 会 (1652) 变 成 神圣 罗马 帝国 的 科学 院 , 地 点 不 
定 ,到 19 世纪 又 回 到 哈 勒 ,被 称 为 利 奥 波 德 科学 院 . 著 名 的 格 廷 
根 大 学 于 1737 年 建立 ,1751 年 汉诺威 政府 建立 格 廷 根 科学 会 
(19 世纪 改 为 科学 院 ) ,并 发 行 4 纪事 》( Commentarii ) ,到 1833 年 
改称 为 《 院 报 》( Abhandlungen ) ,并 一 直 延 续 至 今 ,其 上 登载 了 许 
多 著名 数学 家 的 论文 .巴伐利亚 在 1759 年 以 柏林 科学 院 为 模 
式 ,建立 了 慕尼黑 科学 院 ,后 改 为 巴伐利亚 科学 院 , 其 期 刊 《 院 
报 》 于 1763 年 创刊 . 

不 过 , 18 世纪 的 德国 并 没有 培养 出 自己 的 杰出 数学 家 .高 
斯 是 天 才 , 他 不 是 教 出 来 的 .高 斯 的 两 位 老师 凯 斯 特 纳 和 普法 夫 
(Johann Friedrich Pfaf,1765 一 1825) 是 当时 德国 最 好 的 数学 家 . 凯 
斯 特 纳 从 1756 年 到 去 世 , 一直 占 据 格 廷 根 大 学 的 教授 席位 ,他 
的 影响 主要 来 自 教 学 和 著作 ,特别 是 他 的 《数学 初 阶 》( Mathema- 
tische Anfangsgriinde ) ,对 数学 普及 有 一 定 影响 . 尤其 是 他 对 平行 
理论 的 兴趣 ,在 德国 引起 小 小 的 热潮 ,可 能 对 高 斯 也 有 一 定 的 影 
响 , 并 促使 高 斯 产生 非 欧 几何 的 观念 .普法 夫 于 1788 一 1810 年 
在 海尔 姆 斯 台 德 大 学 任教 授 ,其 间 曾 教 过 高 斯 .普法 夫 深 受 欧 拉 
的 影响 ,并 编 过 欧 拉 的 遗 稿 ,他 的 《分 析 研 究 》(1797) 是 德国 最 早 
的 微 积分 教程 . 


4.3 瑞士 


18 世纪 瑞士 产生 了 一 批 杰出 的 数学 家 . 伯 努 利家 族 三 代 产 
生 了 8 位 数学 家 ,其 中 雅 各 布 ' 伯 努 利 (Jacob Bemoulli, 1654 一 
1705) 和 约翰 ' 伯 努 利 对 数学 分 析 的 发 展 起 着 决定 性 的 作用 ,他 
们 先后 在 巴塞 尔 大 学 任教 授 .约翰 ' 伯 努 利 的 学 生 欧 拉 是 18 世 
纪 最 伟大 的 数学 家 ,但 他 不 到 20 岁 就 离开 巴塞 尔 , 去 圣彼得堡 
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科学 院 工作 , 正 是 圣彼得堡 科学 院 以 及 柏林 科学 院 为 他 提供 了 
优越 的 条 件 .巴塞 尔 的 另外 一 位 数学 家 赫 尔 曼 (Jakob Hermann， 
1678 一 1733) 也 对 解析 几何 和 莱 布 尼 茨 的 微 积 分 加 以 发 展 ,他 曾 
在 意大利 帕 多 亚 及 博洛尼亚 任教 授 ,1724 一 1731 年 在 圣彼得堡 
科学 院 任 职 . 

除了 巴塞 尔 的 数学 家 之 外 ,克拉 梅 (Gabriel Gramer, 1704 一 
1752) 在 代数 、 几 何 与 概率 方面 有 一 定 贡 献 .他 出 生 在 日 内 瓦 , 同 
各 国 数学 家 有 着 广泛 的 交往 . 


此 外 ,在 俄国 圣彼得堡 科学 院 还 有 一 些 数学 家 ,其 中 最 著名 
的 是 欧 拉 , 他 前 后 两 段 时 期 (1727 一 1741, 1766 一 1783 ) 在 圣 披 得 
堡 科学 院 工作 ,对 俄国 科学 的 发 展 有 着 极 大 的 促进 作用 .他 与 德 
国人 哥 德 巴赫 的 来 往 有 着 重要 的 历史 意义 . 


第 3 章 符号 代数 学 


近代 数学 是 以 符号 化 为 其 显著 特征 的 ,而 这 特别 以 近代 代 
数学 为 其 典型 代表 .早期 的 近代 代数 学 的 产生 是 两 种 潮流 相 结 
合 的 产物 :一 是 数值 计算 过 程 的 符号 化 ;二 是 数 系 的 拓 广 .这 两 
个 方面 都 经 历 了 漫长 的 过 程 .前 者 到 18 世纪 中 期 才 稳 定 下 来 ， 
而 后 者 直到 19 世纪 中 期 仍 有 一 些 学 者 持 有 异议 ,不 过 这 时 以 方 
程 论 为 中 心 的 代数 学 已 发 展 到 比较 成 熟 的 地 步 . 

数学 史家 纳 塞 尔 曼 (G. H. F. Nesselmann,1811 一 1881) 认 为 ， 
代数 符号 化 过 程 经 历 了 言辞 代数 、 缩 写 代数 ,符号 代数 三 个 阶 
段 .其 实 任何 数学 分 支 的 符号 化 大 抵 都 经 历 了 类 似 的 阶段 ,而 且 
各 阶段 往往 相互 重叠 ,并 不 能 截然 分 开 . 


1 数学 的 符号 化 


数学 分 支 的 符号 化 大 致 可 分 为 以 下 五 个 部 分 : 

(1) 对 象 的 符号 化 ,首先 是 数字 的 符号 化 .由 于 印度 一 阿拉 
伯 数 码 的 引进 ,并 于 15 世纪 在 欧洲 普遍 推广 ,到 16 世纪 ,现在 
普遍 使 用 的 位 值 制 及 十 进 小 数 记 数 法 也 得 到 了 广泛 应 用 ,这 大 
大 推动 了 计算 技术 的 发 展 . 

(2) 运 算 的 符号 化 .加 \ 减 的 符号 "+”、“-”, 早 在 15 世纪 中 
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期 就 已 经 有 了 ,16 世纪 已 被 普遍 使 用 . 乘 、 除 的 符号 则 稍 晚 , 根 
号 在 17 世纪 也 已 产生 , 乘 攻 的 符号 到 19 世纪 初 才 圈定 下 来 . 

(3) 关 系 的 符号 化 .等 于 ,大 于 和 小 于 的 符号 是 16 世纪 中 期 
开始 引进 的 ， 

(4) 区 别 已 知 量 .未知 量 和 未 知 量 系数 的 符号 ,这 是 韦 达 的 
最 大 功绩 . 

(5) 更 一 般 对 象 的 符号 化 .例如 ,集合 .曲线 .方程 函数. 语 
句 的 符号 化 则 是 比较 晚 的 事 ,一 般 到 18 世纪 乃至 19 世纪 才 开 
始 引进 . 

如 果 只 把 符号 化 看 成 一 个 以 字母 代表 数字 的 过 程 , 那 就 太 
简单 了 .实际 上 ,符号 化 包含 了 计算 对 象 (例如 数 ) 可 以 扩大 到 什 
么 程度 ,也 就 是 数 系 的 扩大 化 的 问题 ,另外 还 包含 了 运算 的 形式 
化 或 程序 化 及 规则 的 公理 化 .这 些 不 仅 可 以 用 于 数 、 量 的 计算 
上 ,同时 还 可 以 应 用 于 更 一 般 的 对 象 上 .经 过 这 样 的 处 理 ,我 们 
可 以 说 一 门 学 科 得 到 了 代数 化 .而 代数 化 则 直接 导向 数学 的 机 
械 化 ,这 开辟 了 构造 数学 的 新 方向 . 


2 韦 达 


韦 达 ,1540 年 出 生 于 法 国 旺 代 省 丰 丹 内 勒 : 筷 德 的 一 个 信 
奉天 主教 的 家 庭 .他 的 父亲 是 法 官 ,母亲 也 来 自 上 层 阶 级 . 韦 达 
先 在 家 乡 的 法 朗 西 斯 教派 学 校 受 教育 ,后 到 普法 蒂 埃 大 学 学 习 
法 律 ,并 于 1560 年 取得 法 学 学 士 学 位 .其 后 返回 家 乡 当 律 师 ,24 
岁 时 曾 为 信奉 新 教 的 贵族 夫人 安 东 混 特 当 法 律 顾问 ,并 对 她 的 
女儿 凯瑟琳 的 教育 十 分 热心 ,后 来 韦 达成 为 凯瑟琳 的 终身 密友 . 
他 在 1564 一 1568 年 间 的 教学 内 容 于 1637 年 以 《4 宇宙 图 原理 ) 为 
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书 名 出 版 .他 的 另 一 部 天 文学 著作 《天 体 调 和 论 》 据 称 已 不 幸 丢 
失 .1572 年 他 任 布 列 塔 尼 议 会 议员 .当时 天 主教 与 新 教 ( 雨 格 诺 
派 ) 的 斗争 十 分 尖锐 ,1572 年 发 生 了 天 主教 徒 诱杀 新 教徒 的 圣 
巴特 罗 缪 之 夜 的 大 屠杀 ,凯瑟琳 的 丈夫 及 拉 姆 斯 均 被 害 . 后 者 是 
把 数学 引 和 巴黎 大 学 的 教学 以 及 确立 三 段 论 法 推论 规则 的 著名 
逻辑 学 家 .1574 一 1584 年 韦 达成 为 法 国 国 王 享 利 三 世 (Henri 于， 
1551 一 1589,1574 一 1589 年 在 位 ) 的 顾问 及 外 交代 表 . 由 于 在 政 
治 上 受到 反对 派 的 排挤 , 1584 一 1589 年 间 他 赋闲 在 家 . 1589 年 
享 利 三 世 重 新 任用 他 ,但 没 让 他 回 巴黎 而 在 图 尔 任职 .不 久 享 利 
三 世 遇 刺 , 享 利 四 世 (Henri KW ,15$3 一 1610,1$89 一 1610 年 在 位 ) 
继续 任用 他 

1589 年 在 对 抗 西班牙 的 战争 中 ,法 国 截获 了 一 封 由 西班牙 
军官 黄 罗 给 国王 菲 力 普 二 世 (Felipe ][ ,1527 一 1598, 1556 一 1598 
年 在 位 ) 的 密 信 ,信和 是 用 密码 写 的 (密码 共有 413 组 ,每 组 两 三 个 
字母 或 两 个 数码 ,还 划 上 点 , 线 ), 这 封 信 的 日 期 是 1589 年 10 月 
28 日 . 训 利 四 世 交 给 韦 达 破译 ,他 立即 部 分 破译 , 其余 的 直到 
1590 年 3 月 15 日 才 完全 解决 . 菲 力 普 二 志和 失利 后 向 教皇 控诉 
说 ,法 国人 背弃 基督 教 信仰 ,使 用 魔术 战胜 了 他 们 .这 给 教皇 留 
下 了 深刻 的 印象 . 

1593 年 荷兰 驻 法 大 使 向 享 利 四 世 提 出 了 由 荷兰 数学 家 范 
罗 门 (Adriaan van Roomen,1561 一 1615) 提 出 的 数学 问题 , 即 求解 
45 次 方程 

45x —3795x3 + 95 634x” -… +945x4 — 45x® + 5 = N， 
并 认为 法 国 无 人 能 解 .国王 召见 韦 达 并 让 他 解 , 韦 达 立 即 看 出 这 
个 方程 是 把 sin456 表 成 sing 的 多 项 式 展开 式 , 由 此 立刻 可 得 出 
23 个 解 来 (他 不 承认 负 解 ) . 韦 达 反 过 来 向 范 ' 罗 门 提 出 了 阿波 
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隆 尼斯 问题 ,两 人 各 自用 不 同 的 方法 得 到 了 解 , 从 此 两 人 结 下 了 
亲密 友谊 . 韦 达 担任 王室 顾问 一 直到 1602 年 .1603 年 2 月 23 日 
他 在 巴黎 去 世 . 

韦 达 是 一 位 典型 的 业余 数学 家 ,他 有 两 段 时 期 没有 公职 , 赋 
闲 在 家 ,一 段 时 期 是 1564 一 1568 年 , 另 一 段 时 期 是 1584 一 1589 
年 .在 前 一 段 时 期 ,他 主要 研究 天 文 历法 及 三 角 术 ,并 写 了 不 少 
著作 , 发 表 的 主要 著作 是 《数学 宝典 、 应 用 于 三 角形 及 附录 》 
( Canon Mathematicus , seu ad trianeula cum appendicibus )(1579). 这 
本 书 首次 把 球面 和 平面 三 角 术 系 统 化 ,整理 了 三 角 公式 ,并 给 出 
精确 到 五 位 小 数 的 三 角 函数 表 . 这 些 著作 把 代数 学 系统 化 ,使 近 
代 代 数学 发 展 到 一 个 新 阶段 .特别 是 韦 达 在 该 书 中 研究 了 把 
cosng ,sinng 表 为 cosg ,sing 的 多 项 式 的 方式 ,对 于 n = 1,2,…， 
9, 他 给 出 了 表示 cosng 的 明显 公式 ,这 启发 他 后 来 产生 了 用 三 
角 函 数 解 三 次 方程 的 想法 . 牛顿 在 1663 年 读 了 韦 达 的 这 部 著作 
后 ,得 出 了 联系 y = sinng 与 x = sing 的 一 般 等 式 
n(n 一 D3 + n(n’:— Dn 3) s_ ., 

3! 5! 


y=n%— 


当 nn 为 奇数 时 , 它 变 成 多 项 式 关 系 , 且 当 n=4m+1 时 ,可 以 得 
到 


%=3Vy+Y yl+ lVy-Y yl1. 


2 
在 1584 一 1589 年 间 , 韦 达 研 读 了 丢 番 图 . 塔 塔 利 亚 .卡尔 达 诺 、 
邦 别 利 .斯 幕 文 等 人 的 著作 ,发 展 了 他 们 的 思想 ,对 符号 代数 学 
做 出 了 突出 的 贡献 .其 后 ,他 自费 出 版 了 一 系列 著作 ,其 中 包括 
1591 年 出 版 的 《解析 法 入 门 》( Jn artem analyticem lsagoge ) ,这 是 
第 一 部 符号 代数 学 的 系统 著作 . 
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韦 达 于 1591 年 写成 .到 1615 年 才 出 版 的 《 论 方程 的 整理 与 
修正 》( De aequationem recognitione et emendatione ) 提 出 了 解 三 次 、 
四 次 方程 的 一 般 方法 . 

他 在 1593 年 出 版 了 《几何 学 补充 》, 其 中 应 用 了 代数 和 三 角 
求解 几何 问题 . 1600 年 出 版 的 《高 次 方程 的 数值 解法 》( De nu- 
merosa potestatum resolutione ) 提 供 了 用 逐步 逼近 法 求解 方程 根 的 
系统 程序 ,这 个 方法 大 约 到 1680 年 才 被 普遍 使 用 ,但 这 个 方法 
相当 繁复 ,不 太 实用 . 

韦 达 同 近代 许多 数学 大 师 ( 如 费 尔 马 、 笛 卡尔 等 ) 一 样 ,充满 
了 文艺 复兴 时 期 那 种 对 于 古典 文献 极为 崇尚 的 精神 ,对 于 古典 
文献 中 失传 的 部 分 总 是 力求 恢复 其 本 来 面目 .他 们 在 这 方面 有 
许多 方法 上 的 创新 .尤其 是 韦 达 ,在 帕 普 斯 的 方法 和 丢 番 图 的 方 
法 之 外 ,又 提出 了 第 三 种 方法 ,他 称 之 为 导 引 法 (exegetic), 即 通 
过 解 方程 求 未 知 量 的 步骤 .在 《求解 五 书 》( Zeteticorum libri 
quingue ) (1593) 中 ,他 解释 了 他 如 何 通 过 各 种 分 析 方 法 求解 确定 
方程 和 不 定 方程 的 问题 . 


3 符号 代数 学 


代数 与 算术 .数论 和 几何 都 不 同 , 它 的 对 象 一 直 变 动 不 居 ， 
它 与 相 邻 学 科 的 边界 也 是 模糊 不 清 的 .在 历史 上 , 它 至 少 有 三 次 
“近代 化 ”, 也 就 是 在 代数 的 名 称 之 前 加 上 “近代 "一 词 ,而 且 每 次 
都 对 代数 领域 有 所 扩大 ,其 至 产生 基本 变革 .第 一 次 是 符号 代数 
或 字母 代数 的 产生 ;第 二 次 是 19 世纪 中 叶 不 变 式 论 的 创立 ;第 
三 次 是 1930 年 抽象 代数 学 的 诞生 . 

在 第 一 次 近代 化 之 前 ,代数 通常 追溯 到 和 技 番 图 ,在 他 的 《 算 
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术 》 中 包括 了 大 量 的 求解 方程 的 问题 , 而 在 这 之 前 ,求解 特殊 的 
一 次 ,二 次 数字 方程 的 问题 已 经 有 不 少 ,由 于 古 希腊 用 的 是 几何 
方法 ,因而 称 之 为 “几何 ( 式 ) 代 数 ”. 丢 番 图 的 “代数 "与 此 前 的 相 
比 ,有 两 个 不 同 的 特点 :一 是 题目 的 来 源 和 方法 与 几何 部 分 脱 
钧 ,二 是 相当 程度 的 符号 化 . 从 那 时 起 ,中 国 .印度 .阿拉伯 的 代 
数 有 一 定 的 发 展 , 其 主要 问题 几乎 完全 摆脱 掉 几 何 背 景 ,而 在 解 
法 上 实现 程序 化 .算法 化 . 16 世纪 ,在 三 次 .四 次 方程 求解 取得 
突破 之 后 ,代数 学 再 次 产生 飞 甘 . 
16 世纪 意大利 代数 学 的 集大成 者 是 邦 别 利 ,他 在 1572 年 出 
版 的 《代数 学 》 是 对 前 人 工作 的 总 结 . 当时 出 版 的 只 有 3 卷 ,其 第 
4.5 卷 直到 1929 年 才 由 意大利 数学 史家 博 托 洛 蒂 (Etore Bor- 
tolotti, 1866 一 1947) 编 辑 出 版 ,这 两 部 分 是 “几何 学 部 分 ” ,讨论 了 
意大利 代数 的 符号 演算 ,并 正确 指出 了 它们 与 图 形 的 关系 ,这 超 
出 了 希腊 几何 ( 式 ) 代 数 的 想法 而 接近 笛 卡 尔 的 思想 ,在 邦 别 利 
发 表 的 3 卷 中 ,第 1 卷 是 开平 方 . 开 立方 的 理论 ,大 大 扩充 了 欧 
几 里 得 《几何 原本 》 第 10 篇 的 “ 量 论 ". 第 2 卷 系统 地 论述 了 二 
次 三 次 .四 次 方程 理论 ,其 中 还 对 三 次 方程 的 “不 可 约 " 情 形 作 
了 根本 的 改进 .他 证 明 , 如 果 三 次 方程 
x +mx=n 


中 


为 负数 , 则 方程 有 三 个 实 根 . 邦 别 利 对 代数 学 符号 也 有 一 些 改 
进 ,这 使 他 成 为 由 意大利 代数 学 到 法 国 符 号 代数 学 的 最 主要 的 
过 渡 人 物 . 

虽然 到 16 世纪 后 期 ,算法 代数 已 经 相当 成 熟 , 但 是 符号 的 
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混乱 和 随意 使 用 造成 了 学 术 交 流 及 进一步 发 展 的 障碍 . 实际 上 ， 
在 丢 番 图 之 后 ,为 了 简化 语言 ,各 种 符号 层出不穷 .这 时 ,符号 化 
造成 了 语言 的 多 样 性 ,因此 当务之急 是 统一 语言 ,统一 标准 , 统 
一 规则 ,而 这 正 是 韦 达 所 完成 的 ,他 可 以 说 是 符号 系统 的 立法 
者 .但 是 ,只 是 建立 符号 系统 还 不 足以 使 韦 达 成 为 近代 代数 学 之 
父 , 他 还 把 符号 代数 称 为 类 的 计算 技术 (logistica speciosa) , 与 过 
去 的 算术 即 数 的 计算 技术 (logistica numerosa) 划 定 一 条 明显 的 界 
限 ,为 代数 学 的 发 展开 辟 了 广阔 的 前 景 . 

符号 代数 学 的 划时代 著作 是 韦 达 在 1591 年 出 版 的 《解析 法 
和 信 门 》, 这 本 书 共 分 8 章 , 其 中 把 解析 法 分 为 三 类 : 

把 问题 化 成 方程 的 方法 ; 

名 由 方程 推出 定理 的 方法 ; 

解 方程 的 方法 . 
韦 达 在 该 书 的 末尾 讲 ,如果 使 用 这 三 种 方法 及 原则 ,就 没有 解决 
不 了 的 解析 问题 ,他 把 计算 分 成 两 类 ,除了 原先 的 数值 计算 之 
外 ,还 加 进 了 符号 计算 ,从 而 把 计算 推广 到 一 般 的 量 及 类 上 .在 
第 2 章 中 ,他 提出 了 支配 符号 计算 的 6 条 规则 以 及 有 关 比 例 的 8 
条 规则 .在 第 3 章 中 ,他 把 未 知 数 或 未 定 的 量 和 已 知 的 量 用 不 同 
类 型 的 字母 来 表示 ,以 示 区 别 .他 用 元 音 (母音 ) 字 和 母 ( 如 4 ,万 ， 
1,0,U 等 ) 来 表示 未 知 量 和 已 知 量 ,而 用 辅音 (子音 ) 字 母 (如 
B,C,D,P,C 等 ) 来 表示 已 知 数 量 .不 过 ,他 考虑 的 量 受 到 因 次 
的 限制 ,认为 只 有 用 同 次 的 量 才能 比较 .另外 ,他 所 用 的 符号 仍 
不 彻底 ,这 是 他 的 符号 代数 的 不 足 之 处 . 1628 年 稍 卡 尔 把 古人 
的 几何 分 析 方 法 同 近代 人 的 代数 结合 而 形成 统一 的 普遍 数学 ， 
这 才 彻 底 完 成 了 符号 代数 ,并 产生 了 各 种 应 用 . 

符 导 代数 学 在 英国 为 哈里 奥 所 奠定 ,他 的 著作 《实用 分 析 
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术 》( Ariis analyticae praxis ) 在 1631 年 出 版 ,其 中 系统 阐述 了 韦 达 
等 人 的 观点 ,并 改进 了 一 些 符号 ,还 引信 了 新 的 符号 (如 > , < )， 
同时 着 重 讨论 了 方程 论 . 同年 , 奥 特 雷 德 的 《数学 之 钥 》( Clavis 
Mathematicae ) 出 版 ,他 更 加 注意 数学 符号 ,他 造 出 的 符号 超过 了 
150 个 ,特别 是 乘法 符号 ( x ) ,一 直 沿 用 到 现在 . 奥 特 雷 德 影 响 
了 其 后 许多 英国 数学 家 及 科学 家 ,其 中 他 的 代数 学 影响 了 沃 利 
斯 以 及 牛顿 等 人 . 

韦 达 的 符号 系统 的 思想 虽然 很 伟大 ,但 是 他 所 用 的 符号 却 
很 落后 . 其 后 , 哈里 奥 、 奥 特 雷 德 以 及 吉 拉 尔 (Albert Girard， 
1595 一 1632) 有 白 改进 ,但 仍然 不 能 达到 统一 .近代 数学 的 大 师 
们 ,如 第 卡尔 .牛顿 和 莱 布 尼 芯 等 ,在 这 方面 继续 努力 ,特别 是 莱 
布 尼 芯 , 他 在 数学 符号 化 方面 的 思想 最 为 深刻 . 莱 布 尼 芯 对 各 种 
记号 进行 了 长 期 的 研究 ,听取 各 方面 的 意见 ,最 后 选 定 了 较 好 的 
符号 体系 ,他 认识 到 ,好 的 符号 可 以 大 大 节省 脑力 劳动 . 他 的 微 
积分 符号 系统 就 是 十 分 先进 的 .不 过 ,大 家 都 统一 采用 一 种 符号 
体系 却 经 历 了 漫长 的 历程 ,到 欧 拉 时 代 , 代 数 的 符号 系统 才 基 本 
定型 , 同 我 们 现在 所 用 的 已 经 相差 无 几 了 . 

韦 达 的 代数 思想 还 有 另外 的 深刻 之 处 ,就 是 不 仅仅 把 代数 
看 成 是 符号 算术 ,尽管 开始 时 不 过 如 此 .代数 一 经 符号 化 ,计算 
对 象 就 逐步 得 到 推广 .首先 是 由 特殊 的 数 到 一 般 的 数 ,然后 推广 
为 可 计算 的 量 ,这 就 涉及 到 数 系 的 拓 广 .最 后 是 一 般 的 对 象 , 它 
们 比 数量 更 抽象 ,也 不 一 定 遵守 数 . 量 计算 的 规律 ,这 就 为 抽象 
代数 学 的 产生 和 发 展 埋 下 了 伏笔 ,从 而 大 大 扩大 了 代数 学 的 领 
域 . 

在 19 世纪末 之 前 ,代数 学 的 内 容 还 包括 数 系 的 拓 广 ,这 个 
漫长 的 过 程 反 映 出 西方 数学 思想 上 的 种 种 限制 .第 一 个 限制 是 
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几何 上 的 限制 ,也 就 是 齐 性 的 限制 . 韦 达 还 接受 这 个 限制 ,到 笛 
卡尔 才 打 破 .第 二 个 限制 是 负数 , 韦 达 完 全 不 用 负数 , 笛 卡 尔 部 
分 地 接受 负数 ,这 显然 使 符号 代数 的 威力 大 打折 扣 . 到 19 世纪 
中 时 ,还 有 人 反对 负数 .在 这 方面 , 吉 拉 尔 把 正 数 和 负数 等 量 齐 
观 的 想法 是 极为 先进 的 ,他 能 够 接受 虚 根 也 大 大 超出 了 当时 的 
思想 水 平 .第 三 个 限制 是 无 理 数 ,斯 蒂 文 .第 卡 尔 及 活 利 斯 承认 
无 理 量 是 数 ,但 是 帕斯卡 . 巴 罗 及 牛顿 则 持 保 守 的 观点 . 正 是 这 
些 限 制 及 其 突破 ,反映 了 西方 数学 发 展 的 曲折 历程 ， 


4 代数 方程 论 


在 符号 代数 出 现 之 后 ,人 们 从 几 个 方面 对 代数 方程 进行 了 
研究 .一 是 继承 古代 代数 学 的 方向 ,对 特殊 方程 求 数值 解 .二 是 
求 方程 的 算法 解 ,并 把 特殊 的 算法 纳 人 一 般 的 公式 之 中 ,在 这 个 
过 程 中 发 展 了 许多 代数 技巧 .三 是 在 上 述 研 究 过 程 中 对 方程 本 
身 进行 探讨 ,形成 了 方程 论 这 一 分 支 ,这 一 分 支 主要 讨论 根 的 存 
在 性 、 各 种 根 的 数目 . 根 与 系数 的 关系 等 . 四 是 探讨 高 次 方程 的 
解法 . 


4.1 方程 根 的 数目 


方程 论 开始 于 “方程 究竟 有 多 少 根 " 的 问题 ,显然 这 个 问题 
同 * 什 么 根 是 合法 的 "问题 有 关 . 卡尔 达 诺 引进 了 复 根 ,但 是 他 和 
韦 达 、 哈 里 奥 , 笛 卡尔 等 人 一 样 , 只 考虑 正 根 ,而 不 考虑 负 根 .只 
有 到 吉 拉 尔 才 认 识 到 负数 的 意义 并 承认 虚 根 ,这 样 方程 论 的 问 
题 才 有 了 一 个 讨论 的 基础 .不 过 在 历史 发 展 过 程 中 ,直到 19 世 
纪 仍 有 许多 人 对 这 些 问 题 坚持 不 合理 的 意见 ,或 者 一 味 盲 目地 
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求解 ,对 他 们 来 说 ,方程 论 只 不 过 是 一 种 多 余 . 

代数 方程 根 的 数目 到 底 有 和 多少? 卡尔 达 诺 一 度 曾 认 为 一 个 
方程 可 以 有 任意 数目 的 根 ,后 来 才 认 识 到 三 次 方程 可 能 有 3 个 
根 ,四 次 方程 可 能 有 4 个 根 等 . 吉 拉 尔 在 他 的 《代数 的 新 发 明 》 
( Invention nouvelle en algebre ) (1629) 中 曾 推 测 , 如 果 把 不 可 能 的 
根 ( 即 虚 根 ) 计 算 在 内 ,并 按 重 数 计算 重 根 的 数目 , 则 n 次 方程 
有 nm 个 根 . 笛 卡 尔 在 《几何 学 》(1637) 第 3 篇 中 也 有 类 似 的 说 法 . 
由 于 长 期 以 来 排除 虚 根 ,问题 就 变 成 实 系数 多 项 式 是 否 总 能 分 
解 为 线性 因 式 及 二 次 因 式 的 乘积 . 莱 布 尼 茨 . 哥 德 巴 替 等 人 认为 
这 是 不 对 的 ,而 达 兰 贝尔 和 欧 拉 却 试图 加 以 证 明 ,但 他 们 的 证 明 
都 不 完全 .1772 年 拉 格 朗 日 声称 他 完成 了 欧 拉 的 证 明 , 但 实际 
上 由 于 对 复 根 的 性 质 的 认识 仍然 模糊 ,他 的 证 明 仍 不 完全 . 直到 
1799 年 ,高 斯 在 他 的 博士 论文 中 才 首 次 证 明 “ 代 数学 基本 定 
理 ” ,他 实际 上 证 明 的 是 “n 次 多 项 式 能 表 为 一 次 及 二 次 实 系数 
因 式 的 乘积 ”. 他 在 论文 中 先 批评 达 兰 贝尔 . 欧 拉 及 拉 格 朗 日 的 
工作 ,然后 给 出 了 自己 的 证 明 . 他 在 证 明 中 运用 了 复数 的 几何 表 
示 及 曲线 的 拓扑 性 质 , 但 从 现在 的 观点 来 看 , 仍 不 够 严密 . 高 斯 
后 来 又 发 表 了 另外 三 个 证 明 (1815,1816, 1850) , 最 后 一 个 证 明 
更 为 一 般 , 对 于 系数 容许 复数 情形 .其 后 ,许多 大 数学 家 均 对 代 
数学 基本 定理 给 出 新 的 证 明 ,特别 是 “ 复 变 函数 论 " 得 出 了 比较 
漂亮 的 证 明 ,至 今 已 有 几 十 种 证 法 .高 斯 的 工作 是 数学 中 的 第 一 
个 存在 性 定理 ,首先 体现 了 现代 数学 中 存在 先 于 构造 的 精神 

代数 学 基本 定理 在 数学 上 占有 极其 重要 的 地 位 ,这 表现 在 : 

(1) 计 算 性 数学 除 演算 求解 之 外 ,还 需要 研究 演算 理论 和 
演算 对 象 理论 . 

(2) 除 了 从 考虑 特殊 方程 的 解 到 研究 一 般 方程 的 算法 之 外 ， 
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还 要 引入 普遍 的 存在 性 问题 . 

(3) 由 于 根 的 数目 产生 负 根 、 虚 根 、 复 根 的 合法 性 问题 ,由 此 
引出 实数 和 复数 的 代数 .分析 及 拓扑 问题 ， 

(4) 最 后 形成 数 域 以 及 “代数 封闭 性 ”的 观念 ,这 在 抽象 代数 
学 中 是 最 基本 的 概念 . 


4.2 正 根 、 负 根 、 实 根 、 复 根 的 数目 


卡尔 达 诺 曾 指出 实 系数 方程 的 复 根 是 成 对 出 现 的 ,牛顿 在 
《通用 算术 》(1707) 中 证 明了 这 一 点 .关于 正 根 的 个 数 , 笛 卡 尔 在 
《几何 学 》(1637) 中 陈述 了 所 谓 的 笛 卡 尔 符号 法 则 : 正 根 的 个 数 
最 多 等 于 系数 变 号 的 次 数 , 负 根 的 个 数 最 多 等 于 两 个 正 号 及 两 
个 负 号 连续 出 现 的 次 数 . 1741 年 法 国 数学 家 加 德 马 尔 弗 (Jean 
Paul de Gua de Malves,1712 一 1786) 证 明了 这 个 法 则 .他 还 证 明了 
有 关 复 根 数目 的 定理 :如 果 方 程 的 2m 个 相继 系数 为 零 , 则 按 其 
前 后 两 项 系数 同 号 或 异 号 ,方程 有 (2m + 2) 个 或 2m 个 复 根 . 

不 过 ,人 们 最 感 兴趣 的 问题 是 : 

(1) 一 个 给 定 的 实 系数 方程 是 否 有 实 根 ; 

(2) 如 果 有 的 话 , 实 根 的 精确 数目 是 多 少 ; 

(3) 在 区 间 [ a,5] 内 有 多 少 个 实 根 . 

这 方面 的 进展 通常 归 为 比 当 定理 : 实 系 数 多 项 式 在 区 间 
[a,b] 内 根 的 个 数 等 于 f(x + a) 的 系数 变 号 数 减 去 f(x +b) 的 
系数 变 号 数 . 如果 FLx) 的 根 不 全 是 实数 , 则 根 的 数目 等 于 这 个 
差 或 比 这 个 差 小 一 个 偶数 ,不 过 比 当 (Ferdinand Francois Désiré 
Budan de Boislaurent, 1761 一 1840) 在 1811 年 向 巴黎 科学 院 递交 
论文 时 ,傅立叶 早 在 1787 年 就 已 经 知道 了 这 个 定理 ,并 于 1796 
年 .1797 年 .1803 年 在 巴黎 综合 工科 学 校 上 课时 讲授 过 ,他 在 
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1820 年 发 表 的 论文 中 给 出 过 完整 的 证 明 , 并 在 他 去 世 后 由 纳 维 
尔 (Claucle-Louis-Marie-Henri Navier, 1785 一 1836) 整 理 出 版 的 《 确 
定 方程 分 析 》(1831) 中 引用 过 .而 比 当 的 论文 到 1822 年 才 发 表 . 
这 方面 最 完整 的 结果 属于 原籍 瑞士 的 数学 家 斯 图 姆 (Charles- 
Francois Sturm,1803 一 1855) ,他 在 1829 年 宣布 了 这 个 结果 ,但 没 
有 给 出 证 明 ,其 证 明 在 1835 年 发 表 . 斯 图 姆 定理 用 所 谓 的 斯 图 
姆 序列 来 考虑 问题 : 
设 f(x) 是 实 系数 而 无 重 根 的 多 项 式 ， 
f(x) = aox" + QIxr itt a Xi+an, 
则 A(x) 的 导数 '(x) 定 义 为 
f'(x)= gonx™ ll+a(n-1)x ?+ + ol 

令 有 i(x)=f'(x), 定 义 p(x) 为 f(x) 除 以 f1(x) 后 所 得 余 式 反 
号 后 的 多 项 式 , 有 s(x) 为 i(x) 除 以 (x) 后 所 得 余 式 反 号 后 的 
多 项 式 ,如 此 下 去 ,可 得 到 斯 图 姆 序列 

xxz) ,fi(x), ec, 
用 两 实数 a,5(a < 45) 代入 ,得 到 两 个 实数 序列 ; 

fo) ,fi(a),,f (a),c; 

£6),f(b) ,fi 1(b), ce. 
斯 图 姆 定理 证 明 , f(x) 在 区 间 (a,5) 内 的 实 根 数 恰巧 等 于 前 一 
实数 序列 的 变 号 数 减 去 后 一 实数 序列 的 变 号 数 .其 后 , 西 尔 维 斯 
特 (James Joseph Sylvester, 1814 一 1897) 等 人 推广 了 这 个 定理 . 雅 
可 比 (Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804 一 18$1) 西 尔 维 斯 特 . 埃 尔 米 
特 (Charles Hermite, 1822 一 1901) 不 约 而 同 地 对 “决定 没有 平方 因 
子 的 实 系数 多 项 式 的 实 根 数目 "这 个 问题 产生 兴趣 ,他 们 从 不 同 
的 观点 出 发 ,得 出 了 下 面 这 个 定理 : 
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定理 :f 的 实 根 数目 等 于 迹 形 式 的 符号 差 ， 

西 尔 维 斯 特 于 1853 年 首先 发 表 了 这 个 定理 .根据 波 尔 沙 特 
(Carl Wilhelm Borchardt, 1817 一 1880) 发 表 于 1857 年 的 论文 , 雅 可 
比 已 在 1849 年 证 明了 这 个 结果 .不 过 , 雅 可 比 的 信件 和 笔记 到 
1857 年 才 发 表 . 埃 尔 米 特 的 结果 在 1856 一 1857 年 发 表 , 他 还 定 
出 f 在 区 间 [a,b] 上 的 实 根 的 数目 .虽然 这 个 定理 已 很 少 为 人 
所 知 , 但 其 工具 迹 形 式 却 由 于 与 上 同调 不 变量 有 关 而 成 为 当今 
的 热点 ， 

关于 复 根 的 分 布 , 首 先是 柯 西 在 1831 年 得 到 的 . 


4.3” 根 与 系数 的 关系 


在 研究 代数 方程 的 解 时 ,许多 数学 家 已 经 察觉 到 根 与 系数 
之 间 的 关系 .对 于 三 次 方程 ,卡尔 达 诺 已 知 在 某 些 情 形 下 三 个 根 
的 和 等 于 x? 系数 的 负 值 . 韦 达 在 1615 年 出 版 的 著作 中 则 明确 
指出 了 这 一 点 ,并 察觉 到 根 与 系数 的 一 些 其 他 关系 ,哈里 奥 也 得 
出 了 类 似 的 结果 .但 是 ,他 们 对 负 根 及 虚 根 的 看 法 ,使 他 们 没 能 
得 出 一 般 关 系 . 直到 1629 年 , 吉 拉 尔 才 明确 陈述 了 根 与 系数 之 
间 的 一 般 关 系 ,因为 他 承认 负 根 及 虚 根 ,而 且 知 道 如 何 求 出 根 的 
平方 和 、 立 方 和 及 四 次 寡 之 和 .而 真正 的 一 般 关系 ,直到 牛顿 才 
完全 确立 .牛顿 不 仅 了 解 根 与 系数 之 间 的 关系 ,而 且 还 建立 了 对 
称 函数 理论 .对 于 

Xt AN ++tan x+a,=0, 
如 果 5; 为 n 个 根 的 i 次 窟 之 和 , 则 当 <n 时， 
Si + aSsp_1+ "+ ak =0; 
而 当 上 > m 时 ， 


Si + alS6 -1+ + oan lS nrl+anoe-n=0. 
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这 两 个 公式 被 称 为 牛顿 恒等式 . 它们 首先 在 《普遍 算术 》 
( Arithemetica Universalis ) 中 发 表 . 该 书 出 版 于 1707 年 ,但 牛顿 是 
在 1673 一 1683 年 撰写 的 ,是 为 了 去 剑桥 大 学 讲课 而 准备 的 . 


5 五 次 方程 的 求解 


16 世纪 上 半 叶 ,在 数学 界 给 出 了 三 次 方程 及 四 次 方程 的 代 
数 解法 之 后 ,数学 家 开始 向 高 次 方程 进军 . 从 这 时 起 ,直到 证 明 
一 般 五 次 方程 不 可 解 ,经 历 了 漫长 的 300 年 ,其 历史 也 错 综 复 
条. 为 了 明确 起 见 ,我 们 把 数学 家 研究 的 动向 归纳 如 下 

41) 一 开始 试图 用 统一 的 观点 来 看 二 次 .三 次 .四 次 方程 的 
解法 ,从 中 找 出 一 些 规律 ,其 中 包括 对 方程 论 的 研究 . 

(2)17 世纪 到 18 世纪 最 重要 的 办 法 是 : 

中 化 简 方 程 ,使 方程 变 得 简单 ,这 有 两 种 趋向 ,一 是 把 解 方 
程 同 多 项 式 分 解 因子 联系 起 来 ,从 而 只 考虑 不 可 约 方 程 ;二 是 如 
疗 解 三 次 、 四 次 方程 那样 ,把 方程 的 尽 可 能 多 的 系数 变 成 零 .不 
过 ,为 了 得 到 化 简 的 方程 ,往往 需要 解 新 的 方程 . 

欠 研 究 最 简单 方程 的 解法 ,其 中 主要 是 二 项 方程 

x*” -a=0. 

(3)1770 年 , 华 林 、 范 德 孟 (Alexandre-Théophile Vandermonde， 
1735 一 1796) 和 拉 格 朗 日 几乎 同时 在 这 个 问题 上 迈 出 了 一 大 步 . 
特别 是 拉 格 朗 日 引进 了 几 个 重要 概念 :首先 是 由 根 与 系数 的 关 
系 以 及 对 称 函 数 概念 得 出 置换 的 概念 ,这 是 后 来 方程 论 研究 的 
关键 ,其 次 是 预 解 式 的 观念 . 其 后 ,高 斯 对 分 圆 方程 的 研究 也 很 
重要 . 

《4) 拉 格 朗 日 已 发 现 用 根 式 解 五 次 方程 有 原则 性 困难 .和 鲁 菲 
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尼 已 着 手 证 明 五 次 方程 不 可 解 ,而 阿 贝 尔 是 第 一 位 扭转 方向 的 
人 , 伽 罗 华 更 进一步 把 方程 论 和 置换 群 论 结合 起 来 . 


5.1 一 般 方程 


自从 费 拉 里 在 1545 年 把 四 次 方程 约 化 为 三 次 方程 从 而 求 
出 四 次 方程 的 根 式 解 之 后 ,不久 就 开始 考虑 高 次 方程 的 简约 问 
题 . 首先 研究 一 般 方程 的 解 的 是 笛 卡 尔 , 他 在 《几何 学 》(1637) 中 
把 五 次 ,六 次 方程 归 为 一 类 ,并 用 图 解法 求 根 . 笛 卡 尔 还 知道 如 
果 (x - a) 整 除 多 项 式 P(x), 则 a 是 P(x)=0 的 和 根 .他 的 思想 
为 荷兰 数学 家 许 德 所 发 展 , 许 德 没 能 使 五 次 方程 的 次 数 降低 ,也 
没有 探索 一 下 其 原因 ,但 他 用 代 换 x = y + z 来 简化 三 次 方程 的 
解 . 许 德 对 菜 布 尼 蒋 有 一 定 影响 . 

莱 布 尼 芯 考虑 过 解 五 次 方程 ,但 没有 成 功 .他 的 朋友 车 恩 豪 
斯 在 1683 年 提出 ,通过 一 个 多 项 式 变换 y = p(x), 可 以 消去 
次 方程 中 n ~ 1 次 项 和 n -2 次 项 的 系数 .对 于 三 次 方程 ,车 恩 豪 
斯 提出 ,用 变换 y = x? + ax + 可 以 把 一 般 三 次 方程 化 简 成 y? 
= 天 ,而 四 次 方程 也 能 用 这 个 变换 化 简 成 六 + By? + q =0, 从 而 
都 能 变 成 可 解 的 形式 .这 样 一 来 ,就 给 三 次 方程 和 四 次 方程 带 来 
新 的 解法 . 车 恩 豪 斯 的 想法 似乎 给 解 一 般 的 n 次 方程 带 来 希 
望 ,不 过 到 五 次 方程 就 碰壁 了 .瑞典 数学 家 布 珊 英 (Erland Samuel 
Bring, 1736 一 1798) 在 1786 年 求 出 一 个 车 恩 豪 斯 变换 ,不 仅 能 把 
一 般 的 五 次 方程 化 简 为 由 + ax? + bx + c = 0, 还 能 更 进一步 化 
简 为 + py + gq =0. 可 是 ,这 种 形式 的 五 次 方程 还 是 没有 一 般 
解法 . 车 恩 豪 斯 希望 能 通过 多 项 式 变 换 y = p(x) 把 一 般 n 次 方 
程 化 简 为 y* - 4 =0 型 的 可 解 的 二 项 方程 .不 过 化 简 方程 的 根 y 
虽然 可 以 解 出 来 ,但 是 解 原来 方程 的 x ,就 需要 解 一 个 次 数 更 高 
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的 方程 P(x) -y=0. 比如 ,将 一 般 五 次 方程 化 为 -4=0 的 
变换 方程 P(x) 是 一 个 六 次 方程 ,这 就 导致 了 恶性 循环 ,结果 五 

次 方程 还 是 无 法 解 

关于 解 一 般 代数 方程 的 问题 ,经 过 欧 拉 等 人 的 努力 ,在 
1770 年 到 得 重大 突破 ,这 个 突破 是 由 法 国 数学 家 范 德 生 和 拉 格 
朗 日 分 别 在 1770 年 独立 作出 的 . 范 德 孟 的 论文 星 交 给 巴黎 科学 
院 , 但 1774 年 才 发 表 . 拉 格 郎 日 的 论文 于 1770 一 1771 年 递交 给 
柏林 科学 院 , 并 于 1772 一 1773 年 发 表 . 他 们 的 思想 接近 ,都 引进 
了 置换 和 预 解 式 等 重要 概念 ,但 其 具体 预 解 式 稍 有 不 同 . 另外 ， 
拉 格 朗 日 的 结果 更 为 明确 且 一 般 ,成 为 以 后 方程 论 发 展 的 基础 . 

拉 格 朗 日 的 220 页 的 大 论文 《关于 方程 的 代数 解 的 思考 ) 从 
各 个 角度 研究 了 二 次 三 次 、 四 次 方程 的 已 知 解法 ,从 一 般 的 角 
度 来 概括 它 ,并 试图 讨论 更 高 次 方程 的 代数 解法 . 

首先 , 拉 格 朗 日 考虑 一 般 三 次 方程 的 根 的 表示 法 .对 于 三 次 
方程 


+ QiX + a2x + 03=0， 


三 个 根 可 表 为 
和 = -本 0+ 胁 ++ 肪 ， 
2 
和 2? 二 一 本 9 二 双开 十 包 W,, 
1 2 
和 3 二 一 了 01 二 多 W) + wW,, 
其 中 


3 


1 ] 
W = T3933+6002 一 nit 1 5, 


3 
/| 1 1 
Wy - 3 3+ 在 ca102 一 二 对 - LD, 
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= 一 14 3, 它 是 1 的 本 原 三 次 根 ， 


2 1 

ww 二 2 >» 

D 为 方程 的 判别 式 ， 
Ql Qa U3 0 
0 1 dU] Qa 03 


0 0 3 2al a 
= aioi-4ojia3 ~ 4a3 + 18a203 - 27aj， 

拉 格 朗 日 考虑 到 ,如 果 我 们 能 解 x1 + wx2 + w?xs 之 类 表达 式 所 
满足 的 方程 ,也 就 可 以 得 出 原 方程 的 解 .他 注意 到 ,表达 式 xi + 
wx2 + w2x3 在 三 个 根 xi ,x;, x3 的 循环 置换 之 下 ,相当 于 分 别 乘 
上 w 和 ww”. 例 如 ,循环 置换 *; 换 成 za ,x 换 成 za ,xs 换 成 x, 上 
述 表 达 式 换 成 X2 十 CUX3 十 w2xzl; 它 无 非 就 是 X11 十 CUW2 十 co2x3 乘 
上 oo. 因此 ,(xi + axaz+ w*x3) 在 任何 x(i=1,2,3) 的 循环 置 
换 下 ,都 保持 不 变 .于 是 ,他 考虑 xi + wx2 + wx3 这 种 表达 式 所 
满足 的 方程 . 拉 格 朗 日 看 出 ,通过 根 的 置换 , 共 得 出 六 个 不 同 的 
表达 式 ,分 别 用 41 ,12,43,t4,1ts,te 来 表示 , 即 

tl1 = X11+ wrt Ww" x3, 

12 = wr] + wey + x3 = wi], 

13 = 0 x1 + X24 Wr = wt, 

ta= XI+ Ww x2 + wx3, 

ts = x] + 2 + w x3 = al， 


te = wx] + CUU2 + X3= wta. 
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这 六 个 值 i, ,…, te 当然 满足 六 次 方程 
f(x) =(x-i)(x-— 12) (x — 3)(x— fa) (x -is)(x— 16)=0. 

拉 格 朗 日 把 这 个 方程 称 为 预 解 方 程 ,因为 如 果 能 够 求 出 预 解 方 
程 的 根 41,t,,… ,16, 则 不 难得 出 方程 的 根 xi , xz, x3. 预 解 方 程 
的 系数 ,显然 是 ,1,,…, i6 的 对 称 函 数 , 因 此 也 是 xi, *z,x3 的 
对 称 函 数 ,从 而 可 以 通过 原来 三 次 方程 的 系数 表示 出 来 . 

由 于 这 个 六 次 方程 的 六 个 根 满 足 一 些 关 系 , 如 4t1 = wb = 
wt3,t4 = oz = dt, 由 此 推出 : 

凡 二 她 = 如 ,人 = 如 = 六， 

即 (xi + axz + wx3)” 在 x1,x2,x3 的 所 有 六 种 置换 之 下 只 取 两 
个 值 ,或 者 原来 六 次 方程 可 化 简 为 二 次 方程 . 求 出 二 次 方程 的 根 
之 后 ,不 难得 出 原 三 次 方程 的 根 . 从 这 个 和 忠 想 出 发 ,他 进而 考虑 
四 次 方程 ,他 从 xix2 + xsx4 出 发 ,在 四 个 根 的 24 种 质 换 之 下 ， 
可 以 取 三 个 不 同 的 值 ,从 而 原 四 次 方程 可 以 化 简 为 三 次 方程 . 

拉 格 朗 日 进而 证 明 一 般 的 定理 :如 果 一 般 n 次 方程 x" + 
ax 1+… + 4s=0 的 根 的 有 理 函 数 g(xi,x2,…,%, ) 容 许 男 一 
晴 数 g(x1,x2,…, x) 的 所 有 置换 ,也 就 是 使 函数 y 不 变 的 根 的 
置换 也 使 函数 gp 不 变 , 则 函数 p 可 用 函数 y 及 原 方程 的 系数 有 
理 表 出 . 他 还 证 明 ,如 果 函 数 p 不 容许 函数 y 的 所 有 置换 ,但 在 
函数 y 容许 置换 下 取 7r 个 不 同 的 值 , 则 函数 p 是 一 个 + 次 方程 
的 根 ,其 系数 是 函数 y 及 原 方程 系数 的 有 理 函 数 .于 是 ,一 般 方 
程 通过 解 一 系列 预 解 方程 ,可 以 一 步 一 步 解 出 来 . 拉 格 朗 日 对 于 
二 次 .三 次 .四 次 方程 寻找 低 次 的 预 解 方程 获得 了 成 功 ,但 要 解 
五 次 方程 需要 解 一 个 六 次 预 解 方程 .因此 , 拉 格 朗 日 被 迫 承 认 ， 
用 代数 运算 解 一 般 高 次 方程 看 来 是 不 可 能 的 . 拉 格 朗 日 虽然 未 
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能 把 问题 彻底 解决 ,但 他 的 贡献 开辟 了 后 来 的 两 大 方向 ;一 是 求 
证 一 般 五 次 方程 的 确 代数 不 可 解 ,二 是 置换 理论 ,一 开始 是 研究 
函数 在 置换 下 取 值 的 数目 .后 一 个 问题 之 所 以 重要 ,是 因为 如 果 
根 x1,x,,…, x, 的 有 理 函 数 抱 zj ,…，,sn ) 在 根 的 置换 之 下 可 取 ， 
个 值 六 ,大 , 则 它们 是 * 次 辅助 方程 
(Gf fa) (tf)=0 

的 根 , 如 果 辅 助 方程 可 解 ,譬如 说 * 较 小 , 原 方程 也 可 解 出 . 拉 格 
朗 日 认为 ,在 所 有 个 根 的 置换 (共有 n! 个 ) 中 ,如 果 有 p 个 使 
/保持 不 变 , 则 函数 在 所 有 置换 下 的 取 值 数 目 是 吾 . 如 上 所 述 ， f 


是 中 次 方程 的 根 ,这 时 ; 被 称 为 使 不 变 的 子 群 有 的 指数 . 拉 格 
朗 日 已 经 证 明 ; 当 了 = xixs + xax4 时 ,指数 为 3,f 是 三 次 方程 的 
根 .这 就 构成 了 他 解 四 次 方程 的 基础 ， 

鲁 非 尼 的 研究 继承 了 拉 格 朗 日 的 思想 ,他 仔细 考虑 使 有 五 
个 根 的 有 理 函 数 /不 变 的 置换 数 p ,证 明 当 n=5 时 , 马 可取 什 


2,5 或 6, 而 不 能 取 值 3 或 4, 因 此 车 导 2, 则 必定 被 5 除 尽 ,五 
次 预 解 式 不 能 约 化 成 二 项 方程 
x m=0, 

从 而 一 般 五 次 方程 不 能 根 式 解 .但 是 他 有 一 个 假设 :方程 的 根 式 
解 总 可 以 选 为 方程 的 根 及 某 些 单位 根 的 有 理 函数 .而 完成 对 这 
个 定理 的 证 明 的 是 阿 贝尔 . 鲁 菲 尼 对 五 次 方程 不 可 解 性 的 证 明 
受到 同时 代数 学 家 的 怀疑 ,但 数学 中 研究 表 明 ,他 在 置换 群 理论 
方面 的 工作 的 确 有 着 重大 的 历史 意义 ， 


5.2 二 项 方程 
对 于 代数 方程 的 研究 ,除了 -- 般 方程 之 外 ,还 包括 对 一 些 特 
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殊 方 程 的 求解 ,其 中 研究 最 多 的 是 二 项 方程 x* - 4 = 0, 特 别 是 
-1=0, 其 中 bp 是 素数 .这 个 方程 常 被 称 为 分 圆 方程 ,显然 它 
与 把 单位 圆 分 为 p 等 份 及 正 p 边 形 的 作 图 问题 有 关 . 在 复 平 面 
上 ,单位 圆 上 如 果 1 是 一 个 根 , 则 其 他 p - 1 个 分 点 的 复数 值 就 
是 刀 -1=0 的 其 他 p-1 个 根 . 早 在 18 世纪 ,已 知 这 些 根 的 解 
析 表 达 式 为 


th = cos 人 下 isin SF, k=0,1,2,.,p -1 


这 个 公式 当然 对 一 般 的 n 也 成 立 . 棣 莫 弗 、 欧 拉 都 知道 这 样 的 
表示 .但 问题 是 这 种 表达 式 是 否 可 以 表 为 根 式 解 . 1770 年 , 华 
林 、 范 德 孟 及 拉 格 朗 日 都 研究 过 这 个 问题 . 范 德 孟 断言 ,每 个 形 
如 x? -1=0 的 方程 均 可 用 开 根 解 出 ,但 他 只 验证 了 p11. 拉 
格 朗 日 对 一 般 情形 感 兴趣 ,对 分 圆 方程 只 证 明了 p =5,p=11 
两 种 情形 可 以 根 式 解 .彻底 解决 这 个 问题 的 是 高 斯 , 早 在 1796 
年 ,他 已 通过 作出 正 十 七 边 形 得 出 了 x'”- 1=0 的 解 ,而 后 在 
《算术 研究 )(1801) 中 彻底 解决 了 x" - 1=0 的 根 式 解 以 及 正 多 
边 形 的 尺 规 作 图 这 两 个 密切 相关 的 问题 .高 斯 首先 把 方程 x" 
1=0 的 问题 归结 为 素数 问题 ,而 ww - 1 的 根 可 用 一 个 方程 系列 
ZI1=0,z2=0,… 

的 根 有 理 表 出 ,zi ,za,… 的 次 数 正好 是 p - 1 的 素 因子 .高 斯 先 
证 明 后 面 方程 的 系数 可 表示 为 前 面 方程 根 的 有 理 函 数 ,然后 再 
证 明 这 些 方 程 可 用 根 式 解 , 从 而 所 有 分 圆 方程 也 可 用 根 式 解 . 实 
际 上 ,这 种 思路 对 后 来 的 阿 贝 尔 和 伽 罗 华 也 有 重要 影响 . 

与 此 相关 的 是 ,高 斯 解决 了 尺 规 作 正 n 边 形 问 题 .历史 上 
有 许多 人 试图 用 直 尺 和 圆规 作 正 七 边 形 . 正 十 一 边 形 等 图 形 ,但 
都 没有 成 功 .高 斯 找到 了 作 正 十 七 边 形 的 方法 后 ,他 的 老师 . 格 
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廷 根 大 学 教授 凯 斯 特 纳 根本 不 相信 ,并 把 他 赶 了 出 去 .这 说 明 这 
个 问题 在 当时 是 何等 重要 . 在 《算术 研究 》 第 366 节 中 ,高 斯 断 
言 :一 个 正 n 边 形 可 用 尺 规 作 图 , 当 且 仅 当 n= 2%p1p2… ps; 其 
中 pi,pz，…,pn 是 费 尔 马 素数 ( 即 2 + 1 型 的 素数 ) ,m 和 1 为 
正 整数 或 0. 虽然 其 充分 性 由 高 斯 关于 二 项 方程 的 工作 可 以 证 
明 ,但 对 于 其 必要 性 ,他 并 没有 证 明 ,而 且 也 不 显然 .第 一 个 证 明 
由 法 国 数学 家 范 采 尔 (Pierre Wantzel, 1814 一 1848) 在 1837 年 得 
到 ,由 此 完全 解决 了 三 等 分 任意 角 问 题 及 倍 立方 体 问题 .迄今 为 
止 ,我 们 所 知道 的 费 尔 马 素数 只 有 
p=3,5,17,257,65 537 

这 五 个 ,其 他 大 量 正 p 边 形 均 不 能 用 尺 规 作出 .其 后 , 伽 罗 华 理 
论 则 完全 解决 了 尺 规 作 图 的 充分 必要 条 件 , 即 :一 个 方程 的 根 可 
用 平方 根 表 出 ,当日 仅 当 方程 的 盆 罗 华 群 的 阶 是 2 的 方 宕 .但 
是 ,有 些 作 图 不 可 能 问题 则 属于 超越 数论 ,如 化 圆 为 方 问题 . 
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解析 几何 学 的 诞生 是 数学 思想 的 一 次 飞 妈 , 它 代表 着 几何 
学 与 代数 学 的 统一 .解析 几何 学 的 基本 内 容 是 : 

(1) 引 进 坐 标 ,使 点 (乃至 更 一 般 的 几何 对 象 ) 与 数 对 应 ; 

(2) 使 方程 与 曲线 (或 曲面 等 ) 相 互 对 应 ; 

(3) 通 过 代数 方法 或 算术 方法 解决 几何 问题 , 反 过 来 对 于 代 
数 方程 等 给 出 几何 直观 的 解释 . 

最 重要 之 点 在 于 (3) ,由 于 几何 学 的 代数 化 或 算术 化 大 大 扩 
展 了 几何 学 的 研究 领域 ,并 弥补 了 综合 方法 的 不 足 , 为 后 来 数学 
的 发 展 指出 了 一 条 康 庄 大 道 . 


1 第 卡 尔 


一 般 公认 ,解析 几何 学 的 主要 开创 者 是 大 哲学 家 笛 卡 尔 . 

笛 卡 尔 ,1596 年 3 月 31 日 生 于 法 国都 兰 地 区 的 拉 海 耶 , 父 
亲 是 布 列 塔 尼 议 会 议员 ,有 相当 可 观 的 地 产 . 1604 一 1612 年 , 生 
卡尔 在 拉夫 莱 什 的 耶稣 会 学 校 受 教育 ,学 习 古 典 语文 .哲学 . 数 
学 和 物理 .他 在 这 所 学 校 所 获得 的 数学 及 科学 知识 , 比 当 时 法 国 
多 数 大 学 里 教 的 都 多 .数学 科 用 的 是 克拉 维 乌 斯 的 教科 书 .他 毕 
业 后 去 了 其 父亲 定居 的 雷 恩 市 , 进 骑士 学 校准 备 服 兵役 ,并 著 有 
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《击剑 术 》 一 书 .1613 年 他 来 到 巴黎 , 先 住 在 市 区 ,后 为 避 喧 器 而 
到 郊区 的 至 日 尔 曼 区 居住 ,这 时 再 次 见 到 马 业 .他 还 结识 了 数学 
家 匹 多 热 (Claude Mydorge, 1585 一 1647) ,两 人 共同 研究 数学 ,后 
又 学 习 音 乐 .1615 年 遵 父 命 进 普 法 蒂 埃 大 学 学 习 法 律 ,次 年 年 
末 获 得 法 学 学 十 学 位 ,毕业 后 仍 潜 心 于 科学 研究 .其 后 ,他 来 到 
荷兰 .1617 年 5 月 他 参加 了 拿 骚 的 莫 里 斯 的 军队 , 当时 荷兰 太 
平 无 事 , 他 享 了 两 年 的 清闲 .1618 年 11 月 ,他 在 布雷 达 街头 看 到 
用 荷兰 文 写 的 数学 难题 征 答 招 贴 ,于 是 向 人 请 教 其 内 容 并 得 出 
了 解答 ,这 使 他 意识 到 自己 在 科学 及 数学 上 的 才能 .由 此 ,他 结 
识 了 数学 家 贝克 曼 (Isaae Beeckman,1588 一 1637) ,两 人 谈 得 很 投 
机 .他 从 贝克 曼 那 里 学 到 了 不 少 东 西 ,特别 是 韦 达 在 代数 上 的 贡 
献 .贝克 曼 向 他 提出 了 一 系列 问题 ,特别 是 力学 及 声学 问题 ,成 
为 他 最 早 研 究 的 课题 .他 曾 写 了 《音乐 概要 》《 论 代数 》, 并 向 贝 
克 曼 请 教 ,两 人 长 期 保持 着 通信 联系 .这 时 30 年 战争 (16183 一 
1648) 已 开始 ,于 是 他 离开 英里 斯 的 军队 ,漫游 丹麦 、 波 兰 ,后 到 
德国 . 1619 年 7 月 ,他 投身 于 巴伐利亚 公 辟 马克 西 米 连 一 世 
(Maximilian 1,1573 一 1651, 1597 一 1651 年 在 位 ) 所 领导 的 天 主教 
联盟 的 军队 ,冬天 驻扎 在 慕尼黑 以 北 、 多 瑙 河 边 的 诺 伊 堡 , 离 乌 
尔 姆 不 远 . 在 乌 尔 姆 ,他 结识 了 数学 家 福 尔 哈 贝尔 (Johann Faul- 
haber, 1580 一 1635) ,从 他 那里 学 会 了 德国 学 派 的 数值 代数 学 ,并 
写成 《立体 论 》, 这 可 能 也 是 他 们 讨论 的 结果 ,其 中 有 欧 拉 的 多 面 
体 公式 :顶点 数 -楼 数 + 面 数 =2. 由 于 冬天 天 气 极 冷 , 他 整 天 躲 
在 房子 里 面 沉 思 , 这 样 ,《 方 法 谈 》( Discours de la méthode ) 的 思想 
已 经 酝酿 成 熟 . 据 他 自己 说 ,他 曾 做 过 三 个 梦 (1619 年 11 月 10 
日 ), 这 些 梦 改变 了 他 的 整个 生活 的 面貌 ,而 且 导 致 解析 几何 学 
的 诞生 . 1620 年 冬 , 他 在 波 西 米 亚 参加 了 白山 战役 .在 布拉格 ， 
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他 还 了 解 到 第 谷 : 布 拉 赫 (Tycho Brahe,1546 一 1601) 的 天 文学 观 
测 结果 .1621 年 春 , 笛 卡尔 在 匈牙利 服役 ,同年 7 月 离开 军队 ， 
经 摩 拉 维 亚 、 德 国 回 到 荷兰 ,次 年 2 月 回 到 法 国 雷 恩 .1623 一 
1624 年 他 从 巴黎 出 发 来 到 意大利 .1625 年 春 回国 ,同年 6 月 在 
巴黎 见 到 了 马 桑 、. 迈 多 热 , 还 结识 了 德 萨 格 ( Girard Desargues， 
1591 一 1661) 、 阿 尔 迪 (Claude Hardy,1605 一 1678) . 莫 兰 (Jean-Bap- 
tiste Morin，1583 一 1656)、 德 博 内 (Florimond Debeaune, 1601 一 
1652) ,全 对 狄 (Pierre Gassendi, 1592 一 1655) 等 人 ,他 们 经 常 在 一 
起 讨论 哲学 、 数 学 及 光学 .1627 年 笛 卡 尔 参 加 了 由 巴 格 诺 主 教 
主持 的 讨论 会 ,在 会 上 他 发 表 了 自己 的 方法 论 观点 ,受到 红 衣 主 
教 贝 律 尔 (Pierre de Bémlle, 1575 一 1629) 的 赏识 . 贝 律 尔 鼓 励 他 
著 书 立 说 .1628 年 冬 笛 卡尔 开始 写作 《探求 真理 的 指导 原则 》 
( Regulae ad Directionem Ingenii) ,但 当时 未 写 完 ,直到 1701 年 才 
出 版 .1629 年 初 他 移居 荷兰 ,在 此 定居 20 年 ,其 间 搬 迁 24 次 , 住 
过 13 个 地 方 , 这 期 间 他 写 了 不 少 著作 ,并 写 了 大 量 书信 ,其 中 与 
马 桑 的 通信 在 数学 史 及 科学 史上 很 重要 . 他 写 的 《 论 宇宙 》( Le 
Monde) , 因 1633 年 罗马 教廷 对 伽利略 的 判决 而 没 敢 发 表 . 1634 
年 开始 写 《 方 法 谈 》 及 其 三 个 附录 《折光 学 ?( La dioptrigue ) 《 气 
象 学 》( Les météores ) 《几何 学 》( La geometrie ) ,并 于 1637 年 出 版 ， 
这 些 是 他 的 数学 研究 的 最 主要 著作 . 1638 年 他 研究 了 对 数 螺 
线 . 旋 轮 线 , 求 出 了 旋 轮 线 的 法 线 及 面积 ,并 考虑 德 博 内 问题 ,这 
基本 结束 了 他 20 年 的 数学 生涯 . 1638 年 以 后 ,他 主要 研究 哲学 ， 
答复 对 他 的 批判 ,也 有 一 些 论战 .例如 , 费 尔 马 反对 笛 卡 尔 的 《 折 
光学 》《 几 何 学 》, 而 且 得 到 罗 伯 瓦 尔 的 支持 ,由 此 产生 了 箔 卡尔 
同 费 尔 马 的 一 系列 争论 .1641 年 笛 卡 尔 的 《第 一 哲学 沉思 集 》 
( Meditationes de prima philosophia ) 出 版 ,1644 年 (哲学 原理 》( Prin- 
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cepia philosophiae ) 出 版 ,这 些 也 是 他 主要 的 哲学 著作 . 1649 年 应 
瑞典 女王 之 邀 , 他 离开 荷兰 来 到 瑞典 .由 于 每 天 要 在 清晨 5 时 给 
女王 讲授 哲学 ,他 染 上 风寒 并 转 成 肺炎 ,1650 年 2 月 11 日 与 世 
长 辞 ， 

箔 卡尔 除了 是 一 位 伟大 的 数学 家 外 ,他 更 是 一 位 伟大 的 哲 
学 家 和 科学 家 ,第 卡尔 被 称 为 欧洲 近代 哲学 之 父 , 是 唯 理 主义 的 
始祖 . 唯 理 主义 虽然 与 培根 的 经 验 主义 相对 立 , 但 他 同 培根 一 
样 , 反 对 权威 ,崇尚 科学 , 重视 方法 ,为 科学 革命 奠定 了 思想 基 
础 .他 把 数学 看 做 哲学 方法 的 典范 , 正 是 这 种 倾向 与 重视 实验 的 
倾向 相 结合 , 才 把 自然 哲学 提高 到 科学 的 高 度 . 他 的 自然 哲学 思 
想 从 17 世纪 中 叶 到 18 世纪 中 叶 整 整 100 多 年 间 , 在 法 国 乃 至 
欧洲 占据 着 统治 地 位 ,直到 1740 年 之 后 才 为 牛顿 的 学 说 所 代 
替 . 


2 解析 几何 学 的 产生 


朴素 的 坐标 观念 在 古 希 腊 甚 至 古 埃 及 就 已 经 有 了 . 希 帕 楚 
斯 (Hipparchus, 前 2 世纪 ) 已 开始 对 天 球 上 的 点 引进 坐标 , 而 在 
中 世纪 欧洲 , 奥 雷 姆 (Nicole Oresme, 约 1320 一 1382) 在 1350 年 左 
右 引 进 直 角 坐 标 系 的 原始 形式 .但 有 意识 地 把 曲线 与 方程 对 应 
起 来 并 用 代数 方法 解 几何 问题 , 则 是 解析 几何 学 诞生 以 后 的 事 . 

解析 几何 学 的 出 现 标 志 着 方法 上 的 重大 进步 ,用 以 前 的 综 
合 方法 ,每 一 个 问题 都 要 用 特定 的 方法 去 求解 ,在 许多 情况 下 要 
求 有 高 度 的 智慧 和 技巧 .而 解析 几何 学 的 方法 ,用 统一 的 语言 
表述 对 象 ,把 几何 问题 转化 为 同一 种 形式 一 一 可 处 理 的 代数 形 
式 ,这 样 可 以 通过 标准 化 的 代数 程序 使 得 几何 问题 得 到 解决 .这 
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样 就 为 解 几何 问题 提供 了 一 种 普遍 的 方法 ,而 且 是 一 种 机 械 化 
的 方法 .这样 一 来 ,能 够 解答 的 问题 大 大 增加 了 .例如 : 

中 通过 计算 来 解决 各 种 作 图 问题 . 

@ 求 出 具有 某 些 性 质 的 曲线 (或 曲面 ) ,特别 是 能 够 解决 各 
种 轨迹 问题 ,而 且 通 过 曲线 曲面 等 几何 对 象 的 方程 可 以 确认 它 
们 到 底 应 归 入 哪 一 类 . 

@ 可 以 发 现 或 证 明 新 定理 ,这 在 笠 卡 尔 时 代 已 有 所 表现 . 近 
年 来 ,我 国 著 名 数学 家 吴 文俊 已 把 这 种 方法 推 向 一 个 新 的 高 度 ， 
并 推广 到 极为 广阔 的 领域 . 

@ 反 过 来 ,通过 代数 与 几何 的 语言 互 译 ,也 有 利于 用 几何 方 
法 解 某 些 代数 问题 ,如 方程 求 根 的 问题 .不 仅 如 此 ,解析 几何 学 
使 微 积 分 大 大 简化 ,而 且 扩 大 了 数学 的 研究 范围 ,如 提出 作 图 可 
能 问题 .曲线 和 曲面 的 分 类 问题 奇 点 问题 等 ,大 大 推动 了 代数 
学 的 发 展 ,并 衍生 出 代数 几何 学 及 微分 几何 学 这 些 直接 后 裔 . 

一 般 公认 , 笛 卡 尔 和 费 尔 马 是 解析 几何 学 的 创立 者 .虽然 他 
们 为 优先 权 间 题 有 所 争吵 ,但 他 们 是 从 不 同 的 角度 独立 作出 这 
项 发 明 的 .他 们 的 出 发 点 不 同 . 费 尔 马 是 从 复原 遗失 的 二 希腊 著 
作出 发 ,特别 是 阿波 隆 尼 斯 问题 ( 即 求 一 个 圆 与 已 知 三 个 圆 相 
切 ) ,他 更 进一步 推广 成 求 一 个 球 与 已 知 四 个 球 相 切 的 问题 . 韦 
达 、 斯 耐 尔 、 蕊 台 尔 弟 (Marino Ghetaldi, 1566 一 1626) 都 曾 努 力 做 
过 这 方面 的 工作 ,但 他 们 的 方法 仍 是 传统 的 ,而 熟悉 韦 达 的 符号 
代数 学 的 费 尔 马 , 却 把 代数 与 他 所 关心 的 轨迹 问题 结合 起 来 .而 
币 卡 尔 完全 继承 了 韦 达 的 目标 一 一 通过 几何 作 图 作出 代数 方程 
的 根来 ,当然 也 结合 韦 达 的 代数 方法 .他 们 的 道路 也 不 同 : 笛 卡 
尔 是 一 位 哲学 家 ,把 数学 当成 理性 思维 的 基础 ,几何 学 只 是 他 的 
一 般 方 法 论 的 注脚 ; 费 尔 马 是 一 位 数学 家 ,把 从 古代 典籍 的 只 言 
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片 语 中 得 出 的 片断 信息 系统 地 翻译 成 代数 的 形式 . 

笛 卡 尔 的 《方法 谈 》 中 的 附录 《几何 学 》(1637) 是 第 一 个 发 表 
的 解析 几何 学 文献 .但 在 这 之 前 , 费 尔 马 已 经 掌握 了 解析 几何 学 
方法 ,并 于 1629 年 写成 平面 和 立体 的 轨迹 引 论 》( Ad Locos 
Planos et Solidos lsagoge ) .不 过 ,这 本 书 到 1679 年 才 正 式 出 版 ,他 
的 一 些 结果 通过 同 其 他 人 的 通信 而 为 大 家 所 知 . 他 在 该 书 中 说 ， 
他 找到 了 一 个 研究 曲线 问题 的 普遍 方法 .他 在 该 书 中 ,一 开始 就 
提出 解析 几何 学 的 一 般 原理 :“ 只 要 在 最 后 的 方程 里 出 现 了 两 个 
未 知 量 , 我 们 就 得 到 一 条 轨迹 ,其 中 一 个 未 知 量 的 端点 就 描绘 出 
一 条 直线 或 曲线 . ”他 接着 说 ;“ 直 线 是 惟一 的 ,而 曲线 则 是 无 穷 
多 的 ,包括 圆 抛物线、 椭圆 等 .” 

接着 , 费 尔 马 把 轨迹 分 为 三 类 : 

(1) 平 面 轨 迹 ; 直 线 或 圆 ; 

(2) 立 体 轨迹 :抛物 线 、 双 助 线 或 椭圆 ; 

(3) 线 性 轨迹 ;其 他 曲线 . 

“ 若 令 两 个 未 知 量 构成 一 给 定 的 角 , 通 常 假定 为 直角 ,并 且 
未 知 量 之 一 的 位 置 和 端点 是 确定 的 , 则 方程 容易 画 出 .如 果 两 个 
未 知 量 不 超过 二 次 …… 则 其 轨迹 是 平面 轨迹 或 立体 轨迹 .” 

实际 上 , 费 尔 马 只 是 用 一 条 J 
直线 OF 表示 一 个 轴 , 距 离 0Z / 
表示 一 个 未 知 量 ,距离 ZJ 表示 
另 一 个 未 知 量 , J 即 其 端点 . 当 
Z 在 OX 上 变化 时 , 描画 出 一 
条 曲线 的 轨迹 .不 过 ,他 没有 明 图 1 
确 提出 坐标 的 概念 ， 

利用 上 面 由 距离 表示 的 两 个 未 知 量 , 他 求 出 一 些 曲 线 的 轨 
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迹 方 程 ,用 现代 的 写法 就 是 : 
(1) 过 原点 的 直线 方程 人 


(2) 任 意 直线 的 方程 :了 d= 7 2; 

(3) 圆 的 方程 : 5? - 2 = 人; 

(4) 椭 圆 方程; a? - x? = ky?; 

(5) 双 曲线 方程 : a? + x? = ky?; 

(6) 双 曲线 方程 :xy = a; 

(7) 抛 物 线 方程 : x? = ay. 

后 来 , 费 尔 马 还 引进 了 更 高 次 的 曲线 ,特别 是 y= x" 及 y = 
x .他 没有 负 坐 标的 观念 ,所 以 他 的 方程 并 不 能 代表 整 条 曲 
线 .但 他 认识 到 坐标 轴 可 以 平移 或 旋转 , 而且 通 过 它们 ,可 把 复 

三 次 方程 化 为 简单 的 形式 .从 某 种 意义 上 来 说 ,这 是 现代 坐 
标 变换 观念 的 萌芽 


3 和 卡尔 的 《方法 谈 》 中 的 附录 《几何 学 》 


1637 年 笛 卡 尔 用 法 文 写 的 《方法 谈 》 出 版 ,其 中 的 附录 《 几 
何 学 ?被 公认 为 解析 几何 学 诞生 的 标志 .但 其 中 除了 解析 几何 的 
内 容 外 ,还 有 代数 及 微 积分 的 一 些 问题 ,实际 上 与 现在 所 理解 的 
解析 几何 学 相去 甚 远 .《 几 何 学 》 共 分 为 三 部 分 :第 一 部 分 是 “ 仅 
需 直线 和 圆 的 作 图 问题 " ;第 二 部 分 是 介绍 曲线 的 内 涵 及 分 类 ， 
也 有 作 图 (轨迹 ) 问 题 ;第 三 部 分 是 通过 作 图 解 高 次 代数 方程 . 所 
以 , 稼 卡尔 的 中 心思 想 是 通过 代数 方法 去 解 几 何 问 题 ,特别 是 作 
图 问题 .他 没有 提 到 坐标 及 坐标 轴 ; 如 果 有 的 话 ,也 只 是 有 相当 
于 现在 的 横 轴 和 原点 .他 的 最 主要 观点 是 用 代数 方程 表示 曲线 . 
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在 《几何 学 } 第 一 部 分 中 ,他 把 作 图 问题 归结 为 作出 未 知 线 
段 . 为 此 ,就 要 搞 清 楚 未 知 线段 与 已 知 线段 的 相互 关系 ,使 得 同 
一 个 量 能 用 两 种 不 同 的 方式 表示 出 来 ,这 样 就 得 到 一 个 方程 .如 
果 未 知 线段 不 止 一 条 , 那 就 需要 求 出 与 未 知 线段 数目 相同 的 方 
程 ,这 个 方程 组 经 过 消 元 .化 简 之 后 ,得 出 一 条 未 知 线段 的 一 个 
方程 ,然后 通过 代数 方法 把 未 知 线段 用 已 知 线段 通过 加 . 减 , 乘 、 
除 和 开 方 表示 出 来 .如 果 方程 是 一 次 和 二 次 代数 方程 , 则 解 可 以 
通过 已 知 线段 的 加 , 减 ,乘除 和 开平 方 得 到 ,他 通过 例子 表明 ， 
这 些 代数 运算 都 可 以 通过 直 尺 和 圆规 作出 图 来 .如 果 方 程 是 高 
次 方程 ,他 在 《几何 学 ) 第 三 部 分 加 以 特殊 讨论 .这 些 将 一 条 未 知 
线段 对 应 一 个 方程 的 问题 被 称 为 确定 问题 .但 是 , 当 问题 归结 为 
一 个 含有 两 个 未 知 长 度 的 方程 时 ,这 就 是 不 确定 问题 ,实际 上 这 
是 一 个 轨迹 问题 .对 于 这 类 问题 , 箔 卡尔 以 帕 普 斯 问题 为 例 来 说 
明 他 的 解法 . 帕 普 斯 间 题 是 这 样 的 :在 平面 上 给 定 三 条 线段 (或 
四 条 ,五 条 或 更 多 ) , 求 满足 下 列 条 件 的 点 的 轨迹 :从 这 点 到 每 条 
已 知 线段 各 引 一 条 线段 交 于 已 知 交角 ,使 得 到 的 三 条 线段 中 有 
两 条 的 乘积 与 第 三 条 的 平方 成 定 比 (如 果 有 四 条 线段 , 则 所 得 到 
的 四 条 线段 中 有 两 条 的 乘积 与 另外 两 条 的 乘积 成 定 比 ). 帕 普 斯 

宣称 , 当 给 定 直线 是 三 条 或 四 条 时 ,所 得 轨迹 是 一 条 圆锥 曲 
线 . 笛 卡 尔 在 《几何 学 } 第 二 部 分 中 对 这 个 论断 得 出 了 一 个 漂亮 
的 证 明 , 实际 上 他 得 出 的 轨迹 是 x,y 的 一 个 二 次 方程 ， 

在 《几何 学 ;第 二 部 分 中 , 笛 卡 尔 对 曲线 的 概念 进行 了 新 的 
论述 . 古 希 腊 人 把 曲线 分 为 平面 曲线 ,立体 曲线 和 线性 曲线 . 平 
面 曲 线 是 指 可 用 直 尺 和 圆规 画 出 来 的 曲线 ,立体 曲线 是 指 圆锥 
曲线 ,其 余 的 都 是 线性 曲线 (或 称 之 为 机 械 曲线 ) ,因为 它们 需 用 
某 些 特殊 机 械 来 画 . 笛 卡 尔 认为 这 种 分 法 没有 意义 ,他 把 可 用 有 
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限 次 代数 方程 来 表示 的 曲线 称 为 几何 曲线 ,而 把 其 他 的 曲线 称 
为 机 械 曲线 ,这 样 就 一 下 子 把 曲线 的 领域 扩大 了 许多 ,同时 对 曲 
线 给 出 了 一 个 自然 的 分 类 方法 .他 把 含 x,y 的 一 次 .二 次 代数 
方程 所 决定 的 曲线 划 为 第 一 类 ,并 认为 圆锥 曲线 方程 是 二 次 的 ， 
但 没有 给 出 证 明 . 然 后 他 把 三 次 .四 次 方程 的 曲线 划 为 第 二 类 ， 
把 五 次 .六 次 方程 的 曲线 划 为 第 三 类 ,依次 类 推 ,这 样 他 对 曲线 
给 出 了 一 个 系统 的 分 类 . 

《几何 学 ?第 三 部 分 题 为 "三 次 及 三 次 以 上 问题 的 作 图 ”. 在 
这 一 部 分 , 笛 卡 尔 再 次 回 到 作 图 问题 ,不 过 所 涉及 的 方程 是 三 次 
或 更 高 次 的 ,这 类 问题 一 般 不 能 用 直 尺 和 圆规 直接 来 解 ,往往 需 
要 借助 其 他 曲线 . 例如 ,他 考虑 两 个 量 与 9 的 两 个 比例 中 项 ， 
即 满足 等 式 


也 -了 


z 7 a 

的 y,z. 当 g=2a 时 ,此 即 古 希腊 著名 的 “ 倍 立方 体 问题 "由 第 
一 等 式 得 出 了 = 三, 再 由 第 二 等 式 得 出 3 = o2g. 因此 要 求 出 :， 
必须 解 三 次 方程 . 笛 卡 尔 证 明 ,z 可 以 通过 抛物 线 及 圆 求 其 交点 
而 得 出 .他 进一步 断言 ,如 果 方 程 是 三 次 、 四 次 的 , 非 用 圆锥 曲线 
不 可 ;而 且 所 有 三 次 方程 问题 ,都 可 化 为 三 等 分 角 问题 及 倍 立 方 
体 问题 .这 样 ,他 无 意 中 上 暗示 了 这 两 个 问题 不 能 单 靠 直 尺 和 圆规 
来 解 ,当然 他 没有 给 出 证 明 . 如 果 方 程 是 高 于 四 次 的 , 那 就 需要 
高 次 曲线 了 .这 样 ,他 把 代数 方法 提高 到 重要 地 位 . 在 第 三 部 分 
中 ,他 总 结 了 过 去 代数 方程 求解 的 方法 ,讨论 了 纯 代 数 方程 理 
论 ,并 给 出 了 代数 学 基本 定理 的 一 个 直观 的 证 明 . 
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4 解析 几何 学 的 发 展 与 传播 


费 尔 马 的 解析 几何 虽然 早 在 1629 年 就 已 经 得 出 ,并 在 有 限 
的 范围 内 流传 ,但 直到 1679 年 才 出 版 其 著作 ,而 这 时 笛 卡 尔 的 
解析 几何 早已 流传 很 久 了 .不 过 ,由 于 策 卡 尔 的 叙述 上 涩 难 懂 ， 
而 且 不 是 用 学 术 界 通行 的 拉丁 文 写 的 ,所 以 他 的 思想 的 传播 也 
很 缓慢 .我 们 可 以 把 解析 几何 学 的 传播 ,发展 和 定型 的 过 程 分 成 
四 个 阶段 : 

(1) 翻 译 与 评注 阶段 ( 约 1637 一 1695 ) ; 

(2) 从 牛顿 到 欧 拉 的 扩展 阶段 (1695 一 1770); 

(3) 定 型 阶段 (1770 一 1820); 

(4) 推 广 阶段 (1820 一 ). 
对 这 玫 个 阶段 ,分 述 如 下 . 

(1) 翻 译 与 评注 阶段 ， 

第 卡尔 的 《方法 谈 》 于 1637 年 出 版 后 不 久 ,一 些 法 国 数学 家 
已 经 开始 介绍 及 应 用 稍 卡 尔 的 方法 . 罗 伯 瓦 尔 写 了 两 篇 论文 ,一 
篇 是 《方程 论 》, 介 绍 笛 卡 尔 的 方程 论 ; 另 一 篇 是 《 解 方程 的 平面 
及 立体 几何 》, 则 完全 介绍 笛 卡 尔 的 解析 几何 ,其 中 讨论 了 两 类 
问题 ,一 类 是 用 方程 表示 轨迹 , 另 一 类 是 利用 轨迹 的 交 截 来 解 方 
程 .他 明显 地 忽视 了 费 尔 马 的 方程 图 象 表 示 , 这 显然 表示 他 完全 
是 沿 着 笛 卡 尔 的 道路 进行 的 .不 过 ,他 没有 像 稍 卡尔 那样 强调 解 
作 图 问题 ,而 是 去 求 熟 知 曲线 的 方程 .他 以 一 个 圆 的 直径 为 轴 ， 
以 直径 的 一 个 端点 为 原点 ,导出 了 圆 .抛物 线 .椭圆 、 双 曲线 的 方 
程 ,并 得 出 了 蚌 线 (其 中 一 支 ) 的 方程 .另外 ,他 在 自己 的 微 积 分 
著作 中 也 对 解析 几何 有 过 氢 述 ,这 些 都 是 对 解析 几何 的 微小 推 
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动 , 另 一 位 法 国 数学 家 德 博 内 为 《几何 学 》 写 了 第 一 个 详细 的 评 
注 ,他 除了 第 一 次 指出 一 次 方程 的 图 象 是 直线 外 ,并 没 能 显示 出 
解析 几何 学 的 威力 . 

笛 卡 尔 的 解析 几何 学 只 有 在 被 译 成 当时 学 术 界 的 通用 语言 
拉丁 文 之 后 , 才 得 到 了 更 广泛 的 传播 .第 一 个 译本 是 荷兰 数 
学 家 范 .斯 堆 腾 于 1649 年 出 版 的 《几何 学 》, 这 个 版 本 不 仅 包含 
德 博 内 的 评注 ,而 且 包含 译 考 自己 写 的 更 长 的 评注 ,其 中 不 仅 补 
充 了 第 卡尔 原著 中 上 略 去 的 证 明 , 还 加 进 一 些 新 的 作 图 问题 新 的 
曲线 以 及 新 的 代数 、 几 何 问题 ,特别 是 论述 三 次 及 四 次 方程 的 图 
解 方法 .该 译本 于 1659 一 1661 年 再 版 时 ,被 扩充 成 两 卷 ,添加 了 
许多 新 内 容 . 这 部 书 对 于 笛 卡 尔 解析 几何 学 的 传播 及 发 展 起 了 
决定 性 的 作用 . 

在 英国 , 沃 利 斯 推动 了 解析 几何 学 的 发 展 . 沃 利 斯 是 第 卡尔 
几何 学 算术 化 思想 的 执行 者 ,他 的 《圆锥 曲线 论 》(1655) 是 最 早 
出 版 的 用 系统 的 代数 方法 来 研究 圆锥 曲线 的 著作 ,其 中 第 一 次 
通过 二 次 方程 来 定义 圆锥 曲线 ,而 不 是 像 以 前 用 截 圆锥 或 运动 
轨迹 的 方法 .他 还 证 明了 由 二 次 方程 定义 的 曲线 正好 就 是 古人 
的 圆锥 曲线 ,而 且 从 方程 出 发 来 研究 圆锥 曲线 的 性 质 . 这 无 疑 是 
解析 几何 学 的 一 个 重要 突破 .遗憾 的 是 , 沃 利 斯 的 研究 路 线 与 英 
国 当 时 盛行 的 保守 的 综合 几何 路 线 大 相 径 庭 ,他 的 方法 遭 到 诸 
如 哲学 家 霍 布 斯 (Thomas Hobbes,1588 一 1679 ) 以 及 巴 罗 等 人 的 
极力 反对 ,同时 欧洲 大 陆 数学 家 对 他 的 革命 思想 又 采取 沙文 主 
义 的 态度 ,结果 他 的 观点 没有 得 到 应 有 的 重视 . 

欧洲 大 陆 最 早出 现 的 解析 几何 学 的 系统 著作 是 荷兰 数学 家 
维特 在 23 岁 时 所 写 的 《曲线 原本 》( Elementa curvarum Linearum ) 
(1659 一 1661). 沃 利 斯 曾 因 为 其 内 容 相 似 而 说 它 是 自己 著作 的 
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抄本 ,但 实际 上 两 者 有 许多 不 同 之 处 .维特 的 《曲线 原本 》 一 开始 
定义 曲线 时 ,用 的 不 是 解析 方法 ,而 是 开 普 勒 (Johannes Kepler， 
1571 一 1630) 的 运动 作 图 法 ,他 所 论述 的 精神 接近 费 尔 马 .他 先 
用 几何 方法 推导 圆锥 曲线 的 性 质 ,然后 再 证 明 二 次 方程 所 表示 
的 正 是 具有 这 些 性 质 的 曲线 .因此 从 某 种 意义 上 说 , 沃 利 斯 的 书 
和 维特 的 书 是 互补 的 ,两 者 合 在 一 起 ,大 致 构成 现代 解析 几何 学 
教科 书 的 原型 . 

简 卡 尔 最 为 强调 的 是 用 解析 方法 去 解 作 图 问题 ,这 也 是 17 
世纪 几何 学 家 所 关心 的 主要 问题 ,而 且 认 为 正 是 在 这 个 问题 上 ， 
解析 方法 显示 出 其 优 于 综合 方法 的 威力 .从 现在 的 观点 看 ,一 般 
认为 作 图 问题 早已 不 是 解析 几何 学 的 主要 问题 ,许多 著作 中 根 
本 连 提 也 不 提 , 但 这 在 当时 却 是 中 心 问题 .这 里 还 要 补充 一 名， 
当时 许多 作 图 问题 ,如 求 曲线 的 切线 、 法 线 . 渐 近 线 等 问题 ,现在 
已 经 属于 微 积分 的 领域 ,而 在 当时 则 是 放 在 一 起 进行 考虑 的 ,不 
加 以 区 分 .由 于 解析 几何 学 与 微 积分 的 并 行 发 展 , 两 方面 的 成 果 
常常 是 混在 一 起 的 . 沿 着 笛 卡 尔 的 作 图 路 线 发 展 的 ,首先 是 列 晶 
公国 ( 现 属 比 利 时 ) 的 数学 家 斯 吕 思 (René Francois de Sluse， 
1622 一 1685) ,他 在 1659 年 出 版 的 著作 中 ,系统 地 用 笛 卡 尔 的 解 
析 几 何 学 方法 解决 了 倍 立 方 体 问题 ,这 赢得 了 高 度 赞 扬 , 并 促使 
一 些 数学 家 去 解 其 他 的 作 图 问题 ,如 阿尔 哈 曾 (Alhazen, 965 一 
1040) 问 题 . 笛 卡尔 的 学 生 伊 丽 莎 白 公主 也 曾 尝试 用 他 的 方法 解 
阿波 隆 尼 斯 问题 . 

为 了 使 解析 几何 学 作为 一 门 学 科 能 够 完备 化 ,在 术语 及 形 
式 上 的 进步 也 是 不 可 缺少 的 .在 范 ' 斯 霍 腾 的 《几何 学 ?译本 第 2 
版 中 ,除了 一 条 基线 (x 轴 ) 外 ,已 有 了 另 一 条 基线 (y 轴 ) ,并 提 
出 了 坐标 变换 的 初步 概念 . 沃 利 斯 是 第 一 个 提出 负 坐 标 概念 的 
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数学 家 .我 们 现在 意义 下 的 点 的 坐标 (coordinate) 这 个 词 , 首 先是 
莱 布 尼 茨 在 1692 年 使 用 的 ,他 于 1694 年 引用 纵 坐 标 (ordinate ) 
这 个 词 ,在 手稿 中 还 用 过 横 坐 标 (abseissa) 这 个 词 .到 这 时 为 止 ， 
大 部 分 数学 家 用 的 还 是 平面 斜 角 坐 标 系 . 

(2) 从 牛顿 到 欧 拉 的 扩展 阶段 . 

笛 卡 尔 与 费 尔 马 的 解析 几何 学 在 17 世纪 来 沿 着 三 个 方向 
进一步 扩展 ,从 而 更 加 显示 出 其 方法 上 的 威力 : 

QD 引进 新 的 坐标 系 , 从 而 带 来 一 批 新 曲线 ,并 提出 关于 坐标 
变换 的 新 问题 ; 

他 研究 的 对 象 从 二 次 曲线 扩充 到 高 次 曲线 ,特别 是 仿照 二 
次 曲线 的 分 类 对 高 次 曲线 进行 分 类 ; 

(9 把 平面 解析 几何 学 扩充 到 空间 解析 几何 学 . 

17 世纪 末 斜 角 坐 标 系 已 被 普遍 使 用 ,实际 上 对 其 他 坐标 系 
也 在 考虑 .牛顿 在 1671 年 写成 的 “解析 几何 "的 手稿 (1736 年 以 
《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》 为 题 出 版 英文 本 ) 中 ,除了 以 直线 为 参照 系 
的 斜 角 坐标 系 及 直角 坐标 系 之 外 ,还 提出 了 另外 八 种 坐标 系 , 其 
中 包括 极 坐 标 系 和 双 极 坐标 系 ,并 利用 它们 研究 一 系列 几何 问 
题 及 微 积分 问题 ,特别 是 用 极 坐 标 系 研究 螺 线 .该 书 的 出 版 过 
述 , 雅 各 布 : 伯 努 利 已 于 1691 年 正式 首次 发 表 极 坐标 系 , 并 用 来 
研究 费 尔 马 的 抛物 螺 线 .瑞士 数学 家 赫 尔 曼 则 于 1729 年 正式 宣 
告 , 用 极 坐 标 系 研究 轨迹 同 笛 卡 尔 坐 标 系 一 样 好 .他 用 o,cosg， 
sin0 为 变 元 ,分 别 用 z, n,m 表示 .他 还 给 出 由 直角 坐标 系 转换 
成 极 坐 标 系 的 一 般 公式 ,他 这 方面 的 工作 似乎 不 太 为 人 所 知 ,以 
致 后 来 人 们 多 引用 网 拉力 至 更 晚 的 意大利 数学 家 丰 塔 纳 ( Cre- 
gorio Fontana,1735 一 1803) 的 著作 . 丰 塔 纳 曾 在 1763 年 给 出 极 坐 
标 系 的 曲率 半径 公式 . 欧 拉 在 《无 穷 分 析 引 论 》(1748) 中 已 经 系 
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统 地 使 用 极 坐 标 系 ,并 明确 给 出 现在 熟知 的 变换 公式 

{[ = zcos0D ， 

y= zsing. 

在 这 本 巨著 中 , 欧 拉 还 给 出 另 一 种 重要 的 曲线 表示 法 , 即 参 数 表 
示 法 . 早 在 巴 罗 及 牛顿 的 微 积分 著作 中 ,已 有 这 种 思想 的 苗头 ， 
但 欧 拉 是 第 一 个 把 它 引 人 几何 学 的 数学 家 ,他 研究 了 如 何 由 笛 
卡尔 坐标 方程 求 出 其 参数 表示 ,特别 是 有 理 参数 表示 .参数 表示 
的 存在 问题 后 来 成 为 代数 儿 何 学 的 重要 问题 之 一 . 

17 世纪 以 前 ,除了 直线 及 圆 之 外 ,圆锥 曲线 一 直 是 几何 学 
研究 的 中 心 问题 ,研究 方法 主要 是 综合 方法 .解析 几何 的 出 现 把 
代数 方法 引进 来 ,使 得 用 综合 方法 无 法 很 好 处 理 的 分 类 问题 可 
以 完全 而 彻底 地 得 到 解决 ,而 这 正 显 示 了 解析 几何 学 方法 的 优 
越 性 .对 于 二 次 曲线 ,曲线 的 分 类 问题 相当 于 把 二 次 方程 化 为 标 
准 型 的 问题 .维特 在 他 的 《曲线 原本 》 一 书 中 的 确 是 这 样 做 的 ,而 
英国 数学 家 斯 特 灵 在 他 的 《牛顿 的 三 次 曲线 》(1717) 中 ,也 曾 这 
样 做 过 .一 般 的 完整 分 类 见于 欧 拉 的 《无 穷 分 析 引 论 ) 第 2 卷 中 . 

对 于 三 次 曲线 的 分 类 ,首先 是 牛顿 作出 的 , 大约 于 1676 年 
完成 ,但 直到 1704 年 才 作 为 《光学 的 附录 发 表 . 值得 注意 的 是 ， 
牛顿 不 仅 用 负 x 值 和 负 y 值 , 还 在 四 个 象限 中 作 图 .牛顿 把 一 般 
的 三 次 方程 

ax3+ px2y+cet td +ex +fryt+ey +hrtjy+k=0 
所 代表 的 曲线 通过 坐标 变换 化 为 四 种 标准 型 : 

Dray’ + ey=ar + br +ert+d; 
Dry = axi + bri+ ex+d; 
Dy = ax3+ bx + cx+d; 


@Dy=ax’ + Me+cr+d. 
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这 样 ,他 根据 这 些 方程 ,得 出 72 种 不 同 的 三 次 曲线 ,并 对 每 一 种 
都 画 出 图 来 表示 .接着 ,他 未 加 证 明 地 提出 了 一 个 著名 的 定理 ， 
即 所 有 三 次 曲线 都 能 化 为 5 种 ”发 散 抛 物 线 " 的 投影 ,而 它们 是 
由 方程 全 的 右 方 三 次 多 项 式 的 根 的 不 同性 质 来 区 分 的 :三 个 根 
是 相 异 实 根 ;一 个 实 根 和 两 个 复 根 ;三 个 实 根 中 两 个 相等 , 重 根 
大 于 或 小 于 单 根 ;三 个 相等 实 根 , 牛顿 的 这 些 结果 后 来 由 许多 人 
加 以 证 明 ,并 把 不 同 三 次 曲线 的 数目 增加 到 78 种 .1888 年 ,德国 
数学 家 鲍 尔 (M，Baur) 认 为 ,按照 牛顿 的 分 法 ,三 次 曲线 应 为 96 
种 .由 此 可 以 看 出 ,按照 不 同 分 法 得 出 的 结果 相差 甚大 ,而 且 随 
着 方程 次 数 的 增 大 ,不 同 曲线 的 数目 也 会 增 大 很 多 ,因此 , 18 一 
19 世纪 许多 数学 家 从 事 于 各 种 粗 分 类 . 欧 拉 在 他 的 《无 穷 分 析 
引 论 ) 第 2 卷 中 对 三 次 和 四 次 曲线 进行 了 分 类 ,他 把 三 次 曲线 分 
成 16 类 ;而 克拉 梅 则 分 成 14 类 .19 世纪 普 吕 克 尔 (Julius Pliicker， 
1801 一 1868) 通 过 奇 点 的 数目 来 对 曲线 进行 分 类 ,为 曲线 分 类 昔 
定 了 新 的 基础 .其 后 ,分 类 问题 不 再 是 解析 几何 学 的 研究 内 容 ， 
一 方面 变 成 不 变 式 论 的 问题 , 男 一 方面 进入 代数 几何 学 ,成 为 代 
数 几 何 学 的 主要 问题 . 

把 解析 几何 学 由 平面 扩展 到 空间 ,这 在 解析 几何 学 的 创始 
人 笛 卡 尔 及 费 尔 马 的 著作 中 已 初 见 端倪 .但 最 早 写 出 一 个 曲面 
方程 的 是 法 国 数学 家 拉 伊 尔 . 他 在 1679 年 出 版 的 《圆锥 截 线 新 
原理 》( Nouveaux élemens des sectiones coniques ) 中 给 出 了 圆锥 的 方 
程 

a +2ax + x = y +r, 

当时 是 作为 求 轨迹 问题 得 出 来 的 ,并 没有 系统 地 进行 讨论 .法 国 
数学 家 帕 朗 (Antoine Parent,1666 一 1716) 则 用 方程 更 详细 地 讨论 
了 几 种 曲面 ,他 已 经 明确 地 用 有 三 个 变量 的 方程 来 表示 曲面 . 约 
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输 : 伯 努 利 在 1715 年 给 莱 布 尼 芯 的 信 中 ,引进 了 现在 所 用 的 三 
个 坐标 平面 ,但 对 空间 解析 几何 学 的 系统 研究 是 从 欧 拉 的 早期 
工作 开始 的 .1728 年 , 欧 拉 给 出 圆柱 面 、 圆 锥 面 及 旋转 曲面 的 方 
程 ,而 他 在 1748 年 出 版 的 《无 穷 分 析 引 论 ) 第 2 卷 的 附录 V 中 ， 
更 系统 地 研究 了 一 般 的 有 三 个 变 元 的 二 次 方程 
axr + byr+cer +dry texr+frrterthythe=l, 
然后 通过 坐标 变换 把 它 化 成 标准 型 ,这 样 他 得 到 6 种 曲面 : 锥 
面 . 柱 面 椭 球面 、 单 叶 双 曲面 、 双 叶 双 曲面 、 双 曲 抛 物 面 和 抛物 
柱 面 ,其 中 双 曲 抛物 面 是 他 新 发 现 的 .在 这 之 前 ,法 国 数学 家 克 
莱 洛 在 1731 年 也 给 出 过 几 个 曲面 的 方程 ,还 说 明 x ,y,z 的 齐 次 
方程 表示 顶点 在 原点 的 一 个 锥 面 . 赫 尔 最 由 于 不 太 了 解 别 人 的 
工作 ,特别 是 克 菜 洛 及 欧 拉 的 工作 ,而 在 1733 年 发 表 的 论文 中 
说 ,除了 平面 及 旋转 曲面 之 外 , 当时 还 很 少 知道 其 他 曲面 . 赫 尔 
曼 由 于 关心 地 球 的 形状 而 对 曲面 加 以 仔细 研究 ,他 认为 ,立体 解 
析 几 何 学 对 球面 三 角 也 有 用 .他 使 用 的 坐标 是 一 个 平面 (x,y) 
加 上 一 条 定向 轴 z, 因此 他 只 考虑 四 个 卦 限 , 他 最 先 仔细 研究 了 
平面 方程 
ax+ by+ cz—e:=0. 

他 还 证 明 , 平 面 上 任何 一 点 都 满足 一 次 方程 .他 求 出 这 个 平面 与 
坐标 平面 间 的 夹 角 的 正弦 为 V 中 + ce2:Y oa?2+ 妨 + ex. 他 指出 x 
+ 和 2= f(z) 是 绕 z 轴 的 一 个 旋转 平面 .他 新 得 到 的 曲面 有 : 

抛物 柱 面 : z+ axr -br=0; 

锥 面 : zxy=0; 

锥 面 : az? + bxz — cyz + cy* =0; 
以 及 两 类 更 一 般 的 二 次 曲面 : 


2 ar -bry- ce -er-fy=0; 
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az2+ byz+ cy — exzs+ fr + gz bx=0. 

他 称 这 类 曲面 为 “类 圆锥 面 ", 但 他 的 分 类 显然 没有 了 欧 拉 的 清楚 
而 细致 .因此 ,通常 认为 欧 拉 是 立体 解析 几何 学 的 英 基 者 . 

立体 解析 几何 学 的 另 一 个 内 容 是 空间 曲线 ,在 历史 上 也 称 
之 为 挠 曲线 或 双 曲 率 曲线 .从 解析 几何 学 的 观点 看 ,空间 曲线 的 
理论 比 平面 曲线 及 曲面 的 理论 都 要 复杂 .这 是 由 于 空间 曲面 是 
用 一 个 三 元 方程 来 表示 的 ,曲线 则 需要 一 对 联 立 的 三 元 方程 来 
表示 ,这 是 克 菜 洛 首 先 认 识 到 的 .在 此 之 前 ,对 空间 曲线 的 研究 
都 是 零散 进行 的 .第 卡尔 在 研究 空间 曲线 时 , 曾 考 虑 过 它 在 两 个 
垂直 平面 上 的 投影 ,但 他 错误 地 认为 空间 曲线 上 的 每 点 也 只 有 
一 条 法 线 ; 而 克 菜 洛 认识 到 空间 曲线 上 的 每 点 都 有 一 个 法 平面 ， 
也 就 是 包含 无 穷 多 条 法 线 . 当然 这 些 研 究 还 是 极为 初步 的 . 欧 拉 
后 来 给 出 空间 曲线 的 参数 表示 ,这 使 得 研究 空间 曲线 的 微分 几 
何 得 以 发 展 .到 19 世纪 中 叶 ,空间 曲线 理论 趋 于 成 熟 ,而 代数 曲 
面 的 交 截 理论 则 仍然 有 许多 可 研究 的 问题 . 

(3) 定 型 与 推广 阶段 . 

到 18 世纪 后 半 叶 ,解析 几何 学 的 发 展 有 三 种 不 同 的 趋向 : 

一 是 继承 和 延续 笛 卡 尔 的 传统 , 主要 是 作 图 问题 和 用 图 象 
解 方程 . 

二 是 继承 并 延续 费 尔 马 的 传统 ,对 曲线 给 出 方程 ,然后 对 曲 
线 进行 研究 和 分 类 ,这 可 以 说 是 函数 论 的 方向 . 

三 是 新 的 趋向 , 即 补充 传统 解析 几何 学 的 不 足 之 处 ,使 近代 
解析 几何 学 得 以 最 终 确立 ,并 且 得 以 向 代数 几何 学 延 拓 . 

第 一 个 趋向 在 笛 卡 尔 之 后 趋 于 衰微 ,许多 问题 ,如 作 切 线 、 
法 线 的 问题 ,已 融入 微 积分 乃至 后 来 的 微分 几何 之 中 .第 二 个 新 
向 在 18 世纪 中 叶 由 于 欧 拉 等 人 的 工作 已 经 大 体 完 备 ,然而 它们 
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与 现在 的 解析 几何 学 教科 书 的 内 容 仍然 差别 很 大 . 真正 对 解析 
几何 学 进行 补充 和 定型 的 , 主要 仰赖 三 个 人 的 工作 : 拉 格 朗 日 、 
蒙 日 及 拉克 角 瓦 ,其 中 蒙 日 和 他 的 学 生 贡献 最 大 .实际 上 ,现在 
看 来 最 简单 的 问题 及 公式 ,直到 18 世纪 70 年 代 才 明确 . 例如 ， 
“直线 的 方程 一 般 具 有 y = ax + b 的 形式 ”, 首 先是 蒙 日 在 1771 
年 正式 提出 的 ,他 还 得 到 直线 通过 点 M(x',y') 的 方程 为 y- yy 
= a(x 一 x ), 另 外 一 些 公式 ,如 一 点 到 一 线 的 重 直 距离 公式 ,也 
是 蒙 日 在 1771 年 首先 得 到 的 ,不 过 直到 1785 年 才 发 表 ; 大 约 同 
时 , 拉 格 朗 日 已 发 表 同 样 的 结果 ,而 且 推 广 到 立体 解析 几何 ,但 
这 些 在 当时 并 没有 受到 重视 . 

解析 几何 学 的 真正 定型 应 该 从 1794 年 巴黎 综合 工科 学 校 
的 建立 算 起 . 蒙 日 在 该 校 教授 立体 解析 几何 课 , 他 以 他 的 经 典 论 
文 (1781) 为 基础 作为 教材 , 写成 《分 析 在 几何 上 的 应 用 活页 讲 
义 》, 并 于 1795 年 出 版 ,1801 年 重印 ;后 来 加 以 修改 补充 ,以 《分 
析 在 几何 上 的 应 用 》( Application d:analyse & la geometrie ) 为 题 于 
1807 年 出 版 (1809 年 以 后 多 次 再 版 ). 这 是 第 一 本 解析 几何 学 教 
科 书 ,但 内 容 主要 是 立体 解析 几何 学 . 第 一 本 平面 解析 几何 学 教 
科 书 是 拉克 和 鲁 瓦 写 的 ,他 是 蒙 日 的 同事 和 学 生 , 也 是 1794 年 建 
立 的 巴黎 高 等 师范 学 校 的 教师 . 他 编写 了 许多 教材 ,而 且 多 次 再 
版 ,在 19 世纪 上 半 叶 有 着 广泛 的 影响 . 拉克 和 鲁 瓦 的 《演算 论 》 
(1797) 和 《平面 及 球面 三 角 以 及 代数 在 几何 上 的 应 用 初步 》 
(1798 一 1799) 是 最 早 的 平面 解析 几何 学 教科 书 .他 在 《演算 论 》 
的 序言 中 第 一 次 明确 提出 “解析 几何 学 "这 个 词 ,并 用 纯粹 解析 
方法 来 研究 几何 ,正如 拉 格 朗 日 用 纯粹 解析 方法 来 研究 力学 一 
样 . 由 于 蒙 日 的 教材 大 部 分 内 容 很 难 ,因此 不 适 于 解析 几何 学 的 
普及 .他 和 阿 谢 特 (Jean Nicolas Pierre Hachette, 1769 一 1834) 又 合 
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编 了 一 本 《代数 在 几何 上 的 应 用 》, 并 于 1802 年 出 版 ,该 书 的 内 
容 比 较 初 等 ,一 直 沿 用 了 100 多 年 ,其 中 讨论 了 直线 与 平面 、 坐 
标 轴 变 换 的 方程 以 及 二 次 曲面 的 分 类 等 问题 , 同 现在 的 教材 差 
不 多 .在 他 的 影响 下 ,在 1798 一 1802 年 间 一 共 出 现 了 4 本 解析 
几何 学 教科 书 ,其 中 拉克 和 鲁 瓦 的 书 (1798) 在 以 后 的 100 年 内 共 
发 行 了 25 版 .这 样 ,解析 几何 学 作为 一 门 学 科 在 法 国 已 完全 定 
型 下 来 .此 后 ,法 国 几 何 学 家 主要 研究 微分 几何 学 以 及 射影 几何 
学 ,而 解析 几何 学 后 来 的 发 展 则 主要 是 由 德国 学 派 所 延续 的 . 

德国 学 派 继 承 和 发 展 了 法 国学 派 的 工作 ,特别 是 莫 比 乌 斯 
(August Ferdinand Mabius ,1790 一 1868) 在 1827 年 引进 重心 坐标 ， 
费 尔 巴 蛤 (Karl Wilhelm Feuerbach, 1800 一 1834) 也 做 了 同样 的 工 
作 .更 大 的 推动 来 自 善 吕 克 尔 ,他 在 《解析 几何 的 发 展 》(1828) 中 
用 坐标 方法 得 到 庞 塞 莱 (Jean Victor Poncelet,1788 一 1867) 的 许多 
结果 ,1835 年 他 在 《解析 几何 学 体系 》 中 重新 用 解析 几何 学 方法 
对 代数 曲线 进行 分 类 ,并 在 《代数 曲线 理论 》(1839) 中 研究 了 三 
次 四 次 平面 曲线 的 分 类 .他 在 1846 年 出 版 的 《空间 解析 几何 学 
体系 ?中 则 应 用 解析 几何 学 方法 来 研究 曲面 及 空间 曲线 .由 于 当 
时 综合 几何 学 占 统 治 地 位 , 普 昌 克 尔 的 工作 停顿 了 近 20 年 . 海 
塞 (Ludwig Otto Hesse, 1811 一 1874) 兽 对 他 的 结果 进行 了 整理 及 
简化 ,并 把 解析 几何 学 方法 推广 到 直线 几何 学 及 圆 几 何 学 上 .至 
此 ,解析 几何 学 已 成 为 一 门 成 熟 的 学 科 , 并 被 列 人 所 有 大 学 数学 
系 的 教材 .德国 最 早 的 初等 解析 几何 学 著作 大 都 译 自 法 文 ,19 
世纪 20 年 代 开 始 有 德国 人 自己 编写 的 书 ,如 马丁 欧姆 (Martin 
Ohm,1792 一 1872) 在 1826 年 出 版 的 书 .成 熟 的 解析 几何 学 讲义 
首先 是 由 海 塞 出 版 的 (1861). 
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15 世纪 末 , 随 着 地 理 大 发 现 , 文 艺 复 兴 ,资本 主义 生产 方式 
的 萌芽 以 及 连年 的 战争 ,人 们 对 科学 技术 提出 了 新 的 要 求 ,其 中 
许多 问题 的 解决 需要 发 展 新 的 数学 工具 .例如 ,航海 的 发 展 要 求 
准确 确定 船舶 航行 的 方位 ; 对 天 体 和 运动 规律 的 研究 要 求 更 加 严 
格 ; 随 着 枪 炮 的 改进 ,对 弹道 学 的 研究 要 求 对 弹道 及 空气 阻力 进 
行 精确 表述 ; 溺 山 开矿 遇 到 计算 体积 ,表面积 及 各 种 极 大 极 小 问 
题 ;光学 仪器 的 研制 要 求 精确 描绘 出 曲面 的 切线 及 法 线 . 这 些 问 
题 都 不 是 古典 的 算术 及 几何 所 能 解决 的 . 

从 16 世纪 起 ,算术 及 代数 学 获得 了 较 大 的 发 展 ,使 得 数字 
计算 的 繁复 程度 大 大 减轻 ,人 们 的 计算 能 力 空前 提高 ,并 且 创 造 
出 许多 新 的 计算 方法 ,特别 是 对 数 的 发 明 以 及 三 角 学 的 发 展 .这 
些 都 促使 数学 产生 新 的 飞跃 . 

真正 导致 微 积分 创立 的 数学 基础 是 符号 代数 的 发 展 、 各 种 
曲线 的 引进 和 解析 几何 的 创立 ,特别 是 由 于 解析 几何 把 过 去 相 
互 分 离 的 数 与 形 联系 在 一 起 ,大 大 突破 了 过 去 几何 方法 的 局 限 
性 .代数 方法 也 促进 了 形式 化 的 推广 ,扩大 了 “ 子 数 "的 范围 (如 
分 数 指数 及 负数 指数 的 出 现 ), 还 推动 了 无 穷 级 数 ,无穷 乘积 .无 
穷 连 分 数 等 “无 穷 " 手 段 的 实施 ,而 这 正 是 无 穷 小 演算 所 要 求 的 . 

因此 ,从 本 质 上 来 看 ,数学 分 析 与 代数 学 并 没有 什么 不 同 ， 
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实际 上 都 是 一 种 符号 演算 的 技术 .如 果 说 有 什么 不 同 , 那 就 是 代 
数学 一 般 涉 及 有 限 的 数量 ,而 分 析 涉及 无 穷 的 步骤 以 及 无 穷 大 、 
无 穷 小 之 类 的 量 .17 一 18 世纪 的 数学 分 析 的 研究 对 象 主要 是 演 
算 (calculus) ,如 微分 演算 .积分 演算 、 函 数 演算 以 及 变 分 演算 ， 
后 来 还 有 概率 演算 . 算 符 演算 .向 量 演算 、 张 量 演算 等 等 . 这些 演 
算 如 同 代 数学 中 的 四 则 运算 一 样 , 当 它们 有 了 基础 之 后 ,分 析 中 
的 主要 问题 就 成 为 解 微分 方程 了 .求解 微分 方程 是 18 一 19 世纪 
数学 分 析 的 主要 课题 , 它 在 各 方面 ,特别 是 在 力学 、 天 文学 及 物 
理学 上 有 着 重要 的 应 用 .， 

17 一 18 世纪 的 微 积分 的 发 展 大 致 可 分 为 三 个 阶段 : 

(1) 牛 顿 以 前 的 微 积 分 (1600 一 约 1670) .在 这 一 阶段 ,对 于 
特殊 的 问题 (如 求 切线 . 求 极 大 极 小 . 求 面积 . 求 体积 . 求 弧 长 
等 ) ,通常 采取 特殊 的 方法 . 

(2) 牛 顿 及 莱 布 尼 芯 建立 无 穷 小 演算 系统 ( 约 1670 一 约 
1750) .牛顿 及 莱 布 尼 芯 在 前 人 工作 的 基础 上 ,各 自 独立 建立 了 
普遍 的 无 穷 小 演算 方法 ,确认 微分 及 积分 为 互 逆 运算 ,并 开辟 了 
微 积 分 应 用 的 广阔 道路 .由 于 求 积 分 及 求解 微分 方程 一 般 极 为 
困难 ,所 以 这 个 阶段 发 展 了 一 些 求 积 的 方法 及 技巧 ,并 开始 把 无 
穷 级 数 作为 一 个 特殊 工具 来 使 用 .在 这 个 阶段 的 后 期 , 才 引 进 了 
变量 及 函数 观念 ,为 以 后 分 析 方法 取代 几何 方法 奠定 了 基础 . 

(3) 欧 拉 及 拉 格 朗 日 建立 形式 分 析 体 系 ( 约 1750 一 约 
1820) .这 个 阶段 是 微 积 分 得 到 广泛 应 用 的 时 期 ,数学 家 们 在 许 
多 方面 抛弃 了 前 人 的 几何 倾向 ,而 采取 形式 的 代数 的 方法 .由 
于 微 积 分 (分 析 、 解 析 ) 方 法 的 应 用 ,出 现 了 解析 力学 .解析 概率 
论 数学 物理 学 等 新 学 科 , 并 使 解析 几何 系统 化 .在 数学 物理 学 
领域 ,傅立叶 引进 的 三 角 级 数 是 一 项 重大 成 就 . 
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微 积分 的 历史 实际 上 可 以 追溯 到 远古 时 代 , 那 时 由 于 社会 
需要 已 出 现 土地 丈量 以 及 容积 测量 问题 . 随 着 天 文学 及 测 地 术 
的 发 展 , 求 弧 长 的 问题 也 被 提 到 日 程 上 来 .这 些 实用 几何 问题 是 
十 分 古老 的 ,而 且 都 是 各 个 民族 在 开化 之 后 要 碰 到 的 .人 们 在 经 
历 了 长 期 的 实践 之 后 ,知道 直线 形 的 长 度 ,面积 及 体积 是 可 以 求 
出 来 的 ,但 是 对 于 曲线 形 却 极为 困难 ,第 一 个 问题 当然 就 是 计算 
x 值 ,其 次 就 是 抽象 出 各 种 不 同 的 几何 对 象 ,主要 是 曲线 及 简单 
的 曲面 ,这 时 就 出 现 了 另 一 类 问题 一 一 求 切线 问题 . 古 希 腊 数 学 
家 阿 基 米 德 和 阿波 隆 尼斯 已 经 对 求 积 问题 及 求 切线 问题 有 过 许 
多 考虑 ,但 是 他 们 没有 普遍 的 方法 ,也 就 是 对 特殊 对 象 .特殊 问 
题 进行 特殊 处 理 ,而 这 也 正 是 微 积 分 前 史 的 特征 .17 世纪 ,这 种 
情形 仍然 在 新 的 基础 上 继续 着 . 


1.1 形形色色 的 曲线 


在 18 世纪 中 叶 以 前 ,函数 的 概念 是 极为 模糊 的 ,所 以 17 世 
纪 数学 (几何 也 好 , 微 积 分 也 好 ) 的 研究 对 象 主要 是 平面 曲线 . 许 
多 术语 ,除了 代数 术语 之 外 ,都 是 几何 的 ,间或 是 物理 的 . 当时 研 
究 的 主要 问题 ,除了 确定 曲线 方程 以 及 由 方程 研究 曲线 性 质 之 
外 ,其 他 大 都 属于 微 积 分 的 范围 ,这 就 是 求 切线 ,法 线 \ 切 距 \ 次 
法 距 .曲线 下 面积 以 及 曲率 等 问题 . 17 世纪 曲线 研究 的 一 大 类 
问题 是 求 曲线 的 相伴 曲线 ,其 中 重要 的 有 : 渐 伸 线 . 渐 届 线 、 径 向 
曲线 . 反 演 曲线 , 垂 足 曲线 . 旋 轮 线 以 及 各 种 焦 散 曲线 . 渐 伸 线 与 
渐 屈 线 是 1673 年 由 惠 更 斯 引进 的 .另外 , 求 曲 线 的 渐 近 线 也 被 
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提 到 日 程 上 来 .17 世纪 未 ,涉及 变 参数 的 曲线 族 问题 也 被 提 了 
出 来 ,例如 正 交 轨 线 问题 以 及 变 分 问题 ,对 这 些 问 题 的 研究 促进 
了 偏 微分 概念 的 产生 以 及 变 分 法 的 发 展 . 

在 整个 17 世纪 ,对 于 曲线 的 研究 是 以 多 样 性 和 混杂 性 为 特 
征 的 ,也 就 是 特殊 的 对 象 . 特 殊 的 问题 与 特殊 的 方法 .由 于 解析 
几何 学 尚未 成 熟 , 它 和 微 积分 几乎 平行 发 展 ,因此 ,对 曲线 的 几 
何 性 质 和 度量 性 质 是 混在 一 起 加 以 研究 的 ,用 的 方法 既 有 几何 
方法 代数 方法 ,也 有 分 析 方法 甚至 力学 方法 . 

自古 以 来 ,人 们 看 见 的 曲线 多 种 多 样 ,但 有 一定 认识 的 曲线 
并 不 多 .在 这 里 ,所 谓 认识 就 是 能 够 作 图 ,也 就 是 能 够 画 出 来 ,以 
及 知道 它 与 其 他 曲线 区 别 开 来 的 性 质 .各 民族 认识 最 多 的 曲线 
一 般 只 有 直线 和 圆 ,而 古 希 腊 人 对 圆锥 截 线 的 认识 使 他 们 的 几 
何 学 处 于 突出 的 地 位 ,并 为 近代 科学 的 开创 英 定 了 几何 学 基础 . 
二 希腊 人 知道 的 其 他 曲线 就 不 多 了 ,而 这 大 都 是 为 了 求解 所 谓 
三 大 几何 作 图 问题 而 提出 来 的 ,如 希 比 阿 斯 (Hippias, 约 前 425 
年 ) 为 了 解 三 等 分 任意 角 问题 及 化 圆 为 方 问题 而 发 明 的 制 圆 曲 
” 线 ,其 直角 坐标 方程 为 


y= xtan 3; 
阿 基 米 德 的 螺 线 ,其 极 坐 标 方程 为 
r= ad0， 

这 也 可 解 同样 的 问题 ; 尼 科 梅 德 斯 (Nicomedes, 约 前 240 年 ) 为 解 
三 等 分 任意 角 问 题 及 信 立 方 体 问题 而 发 明 的 蚌 线 ,其 直角 坐标 
方程 为 

(y _ a)2(xi+ 2) = 12y2; 
丢 克 莱 斯 (Diocles, 约 前 190 年 ) 为 解 倍 立方 体 问题 而 发 明 的 蔓 
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叶 线 ,其 极 坐标 方程 为 
r=2asingtan0. 
实际 上 , 梅 纳 科 莫 斯 (Menaechmus, 约 前 350 年 ) 发 现 圆锥 截 线 也 
是 出 于 解 倍 立方 体 问题 .可 以 看 出 , 古 希腊 三 大 几何 作 图 问题 的 
确 推动 了 曲线 的 引进 和 研究 .出 于 这 种 目标 而 发 现 新 曲线 的 潮 
流 在 17 世纪 又 兴盛 起 来 .例如 , 老 帕 斯 卡 (Etienne Pascal, 1588 一 
1651 ,著名 数学 家 ,物理 学 家 帕斯卡 的 父亲 ) 在 1637 年 为 解 三 等 
分 任意 角 问 题 而 引入 圆 的 蚌 线 , 后 来 罗 伯 瓦 尔 称 之 为 帕斯卡 蜡 
线 , 其 极 坐标 方程 为 
r= a + beos0, 
实际 上 这 种 曲线 前 人 也 知道 . 当时 ,这 些 曲 线 大 都 是 通过 点 的 运 
动 轨迹 来 定义 的 . 
17 世纪 对 解析 几何 学 . 微 积分 以 及 运动 学 的 研究 ,大 大 刺 
激 了 数学 家 对 曲线 的 兴趣 .可 以 说 ,17 世纪 是 曲线 研究 的 黄金 
时 代 , 这 首先 表现 在 许多 新 曲线 的 发 现 . 曲 线 的 分 类 以 及 用 统一 
观点 来 研究 曲线 的 性 质 ( 特 别 是 度量 问题 的 求解 ) 三 个 方面 . 
费 尔 马 在 有 了 解析 几何 学 这 个 工具 后 ,开始 用 代数 方程 来 
定义 新 曲线 ,其 中 特别 是 通过 推广 等 边 双 曲线 .抛物线 及 螺 线 而 
得 到 的 费 尔 马 双 曲 线 


My 二 a 
费 尔 马 抛物 线 

y= ax 
以 及 费 尔 马 螺 线 

”= ab. 


这 些 曲线 后 来 都 在 微 积分 的 发 展 中 起 着 重要 作用 ;特别 是 半 立 
方 抛 物 线 
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2 3 
入 = ay ， 


这 是 第 一 个 用 积分 法 求 弧 长 的 曲线 . 费 尔 马 还 首先 引进 了 先 舌 
线 ,其 方程 为 
8 
7 x2+4a2， 
销 卡 尔 引 进 了 秆 卡尔 叶 形 线 
XI + y=3axy. 
斯 昌 思 引进 了 比 费 尔 马 抛物 线 更 复杂 的 一 类 曲线 
和 = 天 (a 一 区 )Pxm 

被 称 为 斯 吕 思 珍珠 线 . 

17 世纪 最 受 重视 的 一 类 曲线 是 各 种 旋 轮 线 , 16 世纪 以 前 人 
们 已 经 知道 旋 轮 线 , 它 是 圆 在 绕 直 线 、 圆 或 其 他 曲线 运动 时 ,其 
上 一 点 的 轨迹 ,也 称 之 为 摆 线 . 16 世纪 初 , 保 维 耶 (Charles Bou- 
velles, 约 1470 一 1553) 提 到 过 旋 轮 线 .16 世纪 末 , 伽利略 也 提 到 
过 ,并 建议 用 于 拱桥 设计 ,但 没有 谈 到 它 的 任何 性 质 .17 世纪 
初 , 马 桑 及 伽利略 多 次 指出 研究 旋 轮 线 的 重要 性 ,特别 是 1628 
年 马 桑 鼓励 年 轻 的 罗 伯 瓦 尔 研究 旋 轮 线 .1634 年 罗 伯 瓦 尔 引进 
了 原来 旋 轮 线 的 伴 线 (compagne) ,其 参数 方程 为 

X=r0, y=r- rcos0, 

得 到 它 在 一 个 圆 弧 下 的 面积 正好 等 于 生成 旋 轮 线 的 圆 的 面积 的 
3 倍 , 且 旋 轮 线 绕 其 底线 旋转 而 成 的 回转 体 体积 为 其 外 接 圆柱 


的 名 1638 年 他 求 出 其 上 每 点 的 切线 ,后 来 还 推广 到 一 般 情形 
x= a0- bsing, y= a — beosO. 
这 无 疑 是 求 面积 及 求 切线 的 最 早 例子 之 一 ,在 微 积分 的 发 展 史 
上 具有 典型 意义 . 
1658 年 6 月 ,帕斯卡 提出 旋 轮 线 问 题 征 求解 答 (同年 10 月 1 
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日 截止 ) ,题目 是 求 任何 一 段 旋 轮 线 下 的 面积 和 形 心 , 以 及 求 一 

段 旋 轮 线 绕 底 线 或 级 坐标 旋转 而 成 的 回转 体 的 体积 和 形 心 . 虽 
然 大 家 都 很 感 兴趣 ,也 有 人 寄 来 答案 ,但 没有 人 能 得 出 令 人 满意 
的 解答 .于 是 ,帕斯卡 以 德 顿 维尔 (Amos Dettonville) 为 笔名 , 发表 
《 德 顿 维尔 的 信 》( Lettres de 4mos Dettorville ) ,解决 了 上 述 问题 ,其 
中 还 特别 求 出 了 螺 线 的 弧 长 (Amos Dettonville 是 帕斯卡 在 发 表 
著名 宗教 论战 散文 集 《与 外 省 人 书 》( Lettres provinciales ,1657) 时 
所 用 的 笔名 Louis de Montalte 的 字母 换 序 ) .同时 ,帕斯卡 撤消 了 
奖金 ,这 引起 两 位 应 征 者 沃 利 斯 和 德 . 拉 卢 威 尔 (Antoine de 
Lalouvare, 1600 一 1664) 的 不 满 ,后 者 还 受到 莘 窃 的 错误 指控 ,这 
件 事 加 上 对 优先 权 的 争论 ,使 旋 轮 线 成 为 引起 数学 家 争吵 的 “不 
和 的 苹果 ” ,另外 还 有 旋 轮 线 的 求 弧 长 问题 ,这 个 问题 由 英国 建 
筑 师 雷 恩 和 费 尔 马 分 别 独立 解决 .1673 年 惠 更 斯 证 明 旋 轮 线 是 
等 时 曲线 .他 还 根据 这 个 性 质 造 出 以 恒定 周期 摆动 的 旋 轮 摆 . 

另 一 类 重要 的 曲线 是 卡 西 尼 (Gian Domenico Cassini, 1625 一 
1712) 孵 形 线 , 它 是 距 两 定点 的 距离 之 积 为 常数 记 的 点 的 轨迹 ， 
其 直角 坐标 方程 可 写成 

(xz2+ y2)2 -202(22 -72) = a4, 
其 中 ce 为 两 定点 距离 的 一 半 . 当 a?= 成 时 , 它 就 是 雅 各 布 " 伯 努 
利 的 双 纽 线 , 后 来 许多 重要 的 数学 问题 就 来 源 于 它 .其 他 重要 的 
曲线 还 有 巧 链 线 


y=ach 村， 
和 所 物 线 ,其 参数 方程 为 


zx=allog tan £ + co00t) ,y = asint, 
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以 及 各 种 螺 线 ,这 些 大 都 是 17 世纪 发 现 并 开始 研究 的 ， 

由 于 17 世纪 和 解析 几何 与 微 积分 还 不 够 成 熟 和 系统 ,当时 的 
研究 都 是 对 特殊 的 曲线 研究 其 特殊 的 性 质 或 求解 特殊 的 问题 ， 
其 中 求 面积 和 切线 是 最 主要 的 . 


1.2 曲线 的 求 积 法 


曲线 的 求 积 (quadrature) 通 常 是 指 求 封闭 曲线 或 几 条 曲线 所 
包围 的 面积 . 

现在 用 微 积 分 所 能 轻易 解决 的 问题 ,如 计算 曲线 所 包围 的 
平面 图 形 的 面积 以 及 曲面 所 包围 的 立体 图 形 的 体积 , 古 希 腊 人 
就 已 经 考虑 过 ,并 且 花 费 了 很 大 力气 .例如 , 欧 多 克 斯 计算 过 贺 
锥 及 棱锥 的 体积 , 阿 基 米 德 计算 过 球 的 体积 和 表面 积 , 抛 物 线段 
所 包围 的 面积 、 阿 基 米 德 螺 线 所 包围 的 面积 \ 三 角形 的 重心 等 


等 .虽然 上 面 许多 问题 实际 都 可 化 为 求 积分 | “dx ,可 是 阿 基 米 
德 等 人 似乎 没有 看 出 这 些 问 题 彼 此 之 间 有 什么 联系 ,他 们 解 每 
一 个 问题 都 用 不 同 的 方法 ,甚至 彼此 之 间 豪 无 关系 ;但 是 ,他 们 
的 方法 往往 十 分 巧妙 ,而 且 有 着 严格 的 证 明 ,通常 是 先 找 到 结 
果 ,然后 再 设法 证 明 . 他 们 的 方法 大 体 可 以 分 成 两 类 :一 类 是 欧 
多 克 斯 的 “穷竭 法 ” ,就 是 用 具有 已 知 面积 的 图 形 ( 比 如 多 边 形 ) 
去 外 切 或 内 接 所 要 求 面积 的 图 形 ; 计 算 绚 长 也 可 用 这 种 方法 , 特 
别 是 求 圆周 率 r, 在 很 长 时 期 内 都 用 这 种 办 法 . 另 一 类 是 阿 基 米 
德 的 “平衡 法 ” ,实际 上 是 力学 方法 ,这 往往 作为 发 现 结果 的 方 
法 .他 把 一 个 平面 图 形 看 成 是 由 直线 组 成 的 有 重量 的 某 种 东西 ， 
每 条 直线 的 重量 都 与 它 的 长 度 成 正比 ,这 样 问题 就 转化 成 使 各 
种 几何 图 形 达到 平衡 或 求 出 重心 .实际 上 ,这 种 方法 开创 了 后 来 


114 近代 数学 史 


应 用 不 可 分 量 概念 的 先河 .不 可 分 量 的 概念 在 14 世纪 开始 形 
成 ,到 17 世纪 得 到 灵活 应 用 ,并 导致 积分 法 的 产生 .但 是 , 阿 基 
米 德 的 不 可 分 量 思想 的 著作 ,直到 1906 年 才 由 数学 史家 海 伯 格 
发 现 .因此 在 17 世纪 以 前 , 古 希 腊 人 的 穷竭 法 一 直 是 公认 的 楷 
模 .在 16 世纪 初 阿 基 米 德 的 著作 被 译 成 拉丁 文 之 后 ,许多 数学 
家 开始 使 用 穷竭 法 计算 重心 等 ,并 加 以 改进 .但 是 ,这 种 方法 显 
然 具 有 一 定 的 局 限 性 , 它 来 自古 希腊 人 的 两 方面 的 禁忌 ;一 是 禁 
用 无 穷 , 二 是 禁用 数 来 表示 量 . 因此 ,其 后 的 进展 正 是 在 打破 这 
两 个 禁忌 的 基础 上 完成 的 ,这 就 是 17 世纪 发 展 起 来 的 无 穷 小 量 
法 及 不 可 分 量 法 .不 过 在 当时 ,人 们 对 这 两 种 方法 的 差别 的 认识 
还 是 相当 模糊 的 . 

(1) 开 普 勒 的 无 穷 小 量 方法 . 

最 早 使 用 无 穷 小 量 方法 的 是 德国 天 文学 家 数学 家 开 普 勒 ， 
他 打破 古 希 腊 人 的 禁忌 ,认为 上 帝 安排 量 的 存在 ,是 为 了 曲线 与 
直线 之 间 有 比较 的 可 能 .他 在 1615 年 发 表 的 《 酒 桶 的 立体 几何 》 
( Stereometria doliorum vinariorum ) 中 探讨 了 酒 桶 的 最 佳 比例 . 全书 
包括 三 部 分 :第 一 部 分 是 阿 基 米 德 式 的 立体 几何 ,其 中 附 有 9%2 
种 旋转 体 的 体积 公式 ,都 是 阿 基 米 德 所 没有 讨论 过 的 ;第 二 部 分 
是 对 奥地利 酒 桶 的 测量 ;第 三 部 分 是 应 用 ,他 的 出 发 点 很 简单 ， 
他 把 圆 看 成 是 由 无 穷 多 个 无 限 小 三 角形 组 成 的 ,把 球 看 成 是 由 
无 穷 多 个 无 限 小 锥 体 组 成 的 ,这 样 就 很 直观 地 得 出 圆 的 面积 公 
式 及 球 的 体积 公式 .他 继而 讨论 圆锥 及 圆柱 ,把 它们 看 成 是 由 薄 
圆 片 构成 的 ;如 果 令 圆 片 绕 一 个 轴 旋 转 ,就 得 出 圆 环 的 体积 . 靠 
这 种 方法 ,他 可 以 求 出 一 段 圆 弧 绕 一 个 固定 轴 旋 转 而 成 的 旋转 
体 的 体积 ,这 样 他 得 出 苹果 形 或 柠檬 形 旋转 体 的 体积 .不 过 ,他 
在 叙述 过 程 中 没有 严格 区 别 无 穷 小 量 与 不 可 分 量 . 
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(2) 卡 瓦 列 利 的 不 可 分 量 方法 . 
真正 明确 使 用 不 可 分 量 方法 的 ,一 般 公认 是 意大利 数学 家 
卡 瓦 列 利 .他 写 过 多 本 著作 ,其 中 两 本 与 数学 关系 密切 .一 本 是 
《连续 体 的 不 可 分 量 的 几何 学 :一 种 新 方法 》( Geometria indivisi- 
bilibus continuorum nova quadam ratione promota ) (1635,1653 再 版 ); 
另 一 本 是 《六 个 几何 问题 》( Exercitationes geometricae sex ) (1647). 
他 的 不 可 分 量 思想 很 可 能 是 从 他 的 老师 伤 利 略 那里 得 到 的 . 伽 
利 略 曾 计划 写 一 部 关于 不 可 分 量 的 书 ,但 没有 出 版 ,不 过 他 关于 
这 个 问题 的 观点 在 他 的 《两 种 新 科学 的 对 话 》( Discorsie dimon- 
stazioni matematiche intorno a due nuove scienze )(1638) 中 有 过 明确 
的 阐述 .但 卡 瓦 列 利 在 1627 年 已 有 这 种 思想 ,他 在 一 封 给 伽 利 
略 的 信 中 已 有 所 阐述 ,其 基本 思想 是 认为 线段 由 点 构成 ,有 限 面 
积 由 平行 线段 构成 ,有 限 体积 由 平行 截面 构成 . 卡 瓦 列 利 在 前 一 
本 书 中 提出 了 著名 的 卡 瓦 列 利 定理 :如 果 两 个 立体 高 度 相同 ,并 
且 在 同一 高 度 上 与 底 平行 的 两 截面 成 定 比 , 则 两 个 立体 的 体积 
也 成 定 比 .他 还 证 明 : 如 果 平 行 四 边 形 内 线段 与 组 成 它 的 两 个 三 
角形 之 一 的 线段 之 比 为 2: 1, 则 相应 线段 的 平方 之 比 为 3:1. 他 
认为 这 个 结果 可 以 推广 到 上 次 暴 , 他 验证 到 =9, 但 只 证 明 到 
k=4, 用 现代 语言 来 说 ,他 证 明了 
| ads = 一 ， 
实际 上 ,这 是 积分 法 的 最 基本 公式 ,许多 人 只 是 在 各 种 特殊 情形 
下 才 得 到 它 或 证 明 它 . 卡 瓦 列 利 也 是 如 此 ,他 没有 意识 到 他 的 几 
何 证 明 相当 于 求 一 般 积 
je + Btt+r)di, 


也 没 能 得 出 普遍 公式 .实际 上 ,在 《连续 体 的 不 可 分 量 的 几何 学 : 


下 学 |， 
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一 种 新 方法 第 2 着 中 ,他 考虑 过 许多 特殊 情形 ,它们 相当 于 求 
| | oa jG pa, JG Dae 


J aa J (a war, jG syan, | Gr pu, 
Gs a- a [or pos b +c)di, 


JG air oa 


其 中 ,be 都 是 正 的 常量 .这 个 积分 法 的 最 基本 公式 决定 了 其 
后 20 年 的 发 展 ,其 间 托 里 切 利 , 罗 伯 瓦尔 \ 帕 斯 卡 、 费 尔 马 、 沃 利 
斯 等 都 用 不 同 的 方法 分 别 独立 得 到 ,有 时 还 推广 到 为 负数 及 
有 理 数 的 情形 . 卡 瓦 列 利 的 著作 引起 人 们 的 极 大 重视 ,也 引起 许 
多 争议 .有 人 认为 他 的 思想 来 自 开 普 勒 ,但 不 可 分 量 法 与 无 穷 小 
量 法 显然 是 不 同 的 . 开 普 勒 的 无 穷 小 量 是 和 被 分 割 的 图 形 同 一 
维 数 的 ,而 卡 瓦 列 利 的 不 可 分 量 是 低 -一 维 的 (虽然 他 并 没有 确认 
这 点 ). 另 外 , 卡 瓦 列 利通 过 他 的 原理 比较 容易 地 由 已 知 得 到 未 
知 ,因而 很 简便 地 解决 了 开 普 勒 关于 抛物 线 缴 旋 转 体 的 体积 问 
题 ,而 开 普 勒 只 能 针对 每 个 问题 逐一 对 无 穷 小 量 求 和 .虽然 卡 瓦 
列 利 的 做 法 并 不 严格 ,但 是 他 的 许多 思想 值得 重视 :一 是 他 把 古 
希腊 的 量 的 观念 推广 到 包含 无 穷 多 个 元 素 的 量 上 ,他 已 提出 总 
体 (Omnes) 来 表示 这 种 量 ;二 是 他 的 确 给 出 一 个 切实 可 行 的 方法 
来 计算 积分 ;三 是 他 虽然 避免 使 用 无 穷 小 量 ,而 且 无 穷 小 量 也 与 
不 可 分 量 完全 不 同 ,但 由 于 它们 确实 是 对 古典 的 量 概念 的 突破 ， 
从 而 间接 地 推动 了 无 穷 小 演算 的 问世 ， 

(3) 无 穷 算术 方法 . 

卡 瓦 列 利 提 出 不 可 分 量 法 以 后 的 20 年 ,积分 方法 又 有 一 大 
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进步 ,这 就 是 英国 数学 家 活 利 斯 引进 算术 方法 计算 分 数 徊 的 积 
分 ,这 是 他 在 《无 穷 算 术 》( hrithmetica infinitorum ) (1656) 中 首先 
发 表 的 . 沃 利 斯 从 为 正 整 数 解 的 情形 出 发 , 求 出 在 单位 区 间 
上 ,曲线 y = 在 下 的 面积 为 


1 OF k k 
. +1 +"+n 
| war = tin E 让 
0 on 十 严 十 十 用 


他 是 根据 经 验 得 出 这 个 公式 的 ,例如 当 =3 时 ,有 


+B 4 T4114 
C+L+2_ 9_1 ,1 
23+2+23 24 4 8° 
C++23+33 36 1 1 


34+3+34+35=108=4+12， 
+B+2B+3+4 = 1901 1 
4+ 有 +8+ 和 + 有 320 16 
C++2+33+ 和 + 和 9 225 1 ,1 
34+5+93+5+9+5750= 4 +20° 
OC+rl+2B+3+4+5+6 441 21, 
G+O+B+0+6G+6+6G 1512 4 24’ 


1 


由 此 可 推出 


当 n~o 时 ,极限 为 二 .对 于 上 = 4,5 等 比较 小 的 值 进行 类 似 的 
计算 之 后 ,他 推断 出 


接着 ,他 通过 类 比 得 到 , 当 = 了 时 ， 
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jim (OP+AI)P++(n) 1 gq 
om) rn) tt) pl P+q. 
gq 


于 是 ,他 猜想 


对 于 ? 为 正 有 理 数 , 费 尔 马 及 托 里 切 利 已 证 明 了 这 个 结论 ,但 是 
他 们 的 结果 发 表 得 较 晚 . 

费 尔 马 的 结果 是 1658 年 发 表 的 ,他 把 自己 所 用 的 方法 称 为 
“对 数 方法 ” ,其 主要 特点 是 x 的 分 点 xzo, xl1，…… xm，… 不 是 按 等 
距离 取 的 ,而 是 成 等 比 级 数 , 即 

Xo’ XI = XI: XI = X22’ NI3 = 

这 样 可 求 出 广义 双 曲 线 yxt = 5 (4 为 常数 ,k=2,3,…) 下 的 面 
积 , 即 负 指 数 情形 下 的 积分 公式 . 费 尔 马 称 之 为 “对 数 方法 ”, 是 
因为 当时 “对 数 "一 词 相 当 于 现在 的 “指数 ”. 同 年 ,帕斯卡 通过 几 
何方 法 以 及 对 静 力学 的 考虑 ,为 了 解 重心 问题 也 得 出 了 类 似 的 
公式 ,显然 他 的 方法 太 特 殊 了 ,以致 不 能 普遍 适用 . 

帕斯卡 对 于 算术 方法 也 有 贡献 ,他 在 1654 年 发 现 上 次 方 之 
和 的 递归 公式 , 即 


人 


=(n+1)41-( -1)， 


其 中 | 中 = CR 是 二 项 系 数 ,p! 是 的 阶乘 ,P! = px (? 


-1)x-.…x3x2x1. 
(4) 曲 线 求 弧 长 问题 . 
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比 起 求 平面 曲线 下 面积 与 求 旋转 体 体积 来 , 求 曲线 弧 长 虽 
然 也 是 积分 问题 ,但 问题 的 难度 决 不 可 同日 而 语 .不 仅 复杂 曲线 
的 弧 长 很 难 求 , 就 是 椭圆 与 双 曲 线 的 求 弧 长 问题 也 都 属于 极 难 
求解 的 难题 .除了 直线 、 贺 及 抛物 线 之 外 ,第 一 个 求 得 绝对 弧 长 
的 曲线 是 “ 半 立 方 抛物 线 ” 

人 3 一 ax2?， 

这 个 名 称 是 活 利 斯 定 的 , 活 利 斯 把 求 出 它 的 绝 长 的 功劳 归于 英 
国 数学 家 耐 尔 (Wiliam Neil, 1637 一 1670)(1657) ,但 费 尔 马 及 荷 
兰 数学 家 范 , 赫 拉 特 也 独立 得 到 过 .不 久之 后 ,英国 建筑 师 雷 恩 
求 出 旋 轮 线 的 弧 长 . 另 一 个 求 得 弧 长 的 曲线 是 蔓 叶 线 , 它 是 由 惠 
更 斯 得 到 的 .1670 年 牛顿 在 他 的 《级 数 与 流 数 方法 论 》 中 也 求 出 
了 荔 叶 线 和 半 立 方 抛 物 线 的 弧 长 .他 知道 一 般 的 求 弧 长 公式 ,但 
在 求 椭 贺 弧 长 时 ,只 是 得 到 了 无 穷 展 开 的 级 数 . 

椭圆 积分 首先 是 从 求 双 纽 线 的 弧 长 开始 的 . 雅 各 布 ' 伯 努 利 
在 1694 年 证 明 , 双 纽 线 的 弧 长 可 表 为 

| 
ol-1 

这 个 最 简单 的 椭圆 积分 后 来 被 称 为 双 纽 线 积分 , 它 在 椭圆 积分 
及 椭圆 浮 数论 的 发 展 中 起 着 重要 作用 .椭圆 积分 最 重要 的 发 现 
是 1718 年 法 纳 诺 得 出 双 纽 线 弧 长 的 加 倍 公 式 , 它 可 写成 : 若 


则 


由 于 yy 可 以 从 x 的 有 理 代数 运算 及 开平 方 得 到 ,由 此 法 纳 诺 得 
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出 一 个 惊人 的 结果 ;可 以 用 直 尺 和 圆规 把 一 个 象限 中 的 双 纽 线 
的 弧 分 成 一 等 份 .他 还 进而 证 明 可 分 成 三 等 份 .五 等 份 ,不 过 他 
的 结果 长 期 不 为 人 所 知 . 


1.3 曲线 的 求 切线 法 


吉 希 腊 人 已 能 求 出 图 及 圆锥 曲线 的 切线 . 阿波 隆 尼 斯 在 他 
的 《圆锥 曲线 论 } 中 ,把 求 圆锥 曲线 的 切线 问题 看 成 从 某 一 点 到 
该 曲线 的 极 大 线段 或 极 小 线段 . 

(1) 罗 伯 瓦尔 的 力学 方法 . 

首先 研究 更 一 般 的 求 切线 问题 
的 是 罗 伯 瓦 尔 ,他 用 的 是 力学 方法 . 
他 把 曲线 看 成 点 的 运动 轨迹 ,而 这 
种 运动 是 两 种 已 知 运动 合成 的 结 
果 . 例 如 ,抛物 线 可 看 做 远离 准 线 运 
动 和 远离 焦点 运动 的 合成 ,由 于 抛 
物 线 上 每 个 点 与 焦点 和 准 线 之 间 的 
距离 都 相等 ,所 以 它们 的 运动 速度 图 2 
也 相等 ,于 是 每 个 点 合成 运动 速度 的 方向 也 就 是 该 点 切线 的 方 
向 .用 此 方法 也 可 求 椭圆 . 双 曲 线 的 切线 . 意大利 数学 家 托 里 切 
利 也 有 同样 的 想法 ,由 此 他 们 之 间 产生 过 对 优先 权 的 争论 . 不 
过 ,这 种 方法 虽然 富有 吸引 力 ,但 是 用 途 有 限 , 不 能 进行 一 般 的 
推广 . 

(2) 费 尔 马 的 次 切线 法 . 

第 二 种 求 切线 的 方法 是 费 尔 马 提出 的 ,他 用 的 是 解析 方法 . 
费 尔 马 和 笛 卡 尔 一 样 ,也 是 解析 几何 学 的 莫 基 人 ,他 知道 曲线 可 
用 方程 表示 . 当 曲线 的 方程 给 出 后 ,他 发 明 一 套 办 法 来 求 曲线 在 
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某 一 点 的 切线 ,他 的 方法 就 是 所 谓 次 切线 法 . 

所 谓 一 点 P 的 次 切线 , 即 点 
P 的 切线 与 * 轴 的 交点 7 到 点 P 
在 x 轴 上 的 投影 点 P' 之 间 的 距 
离 :. 他 用 “切线 是 制 线 同 曲 线 的 
两 交点 缩 成 一 点 时 的 极限 ”这 个 
想法 , 设 曲线 方程 /(x*,y) =0， 图 ] 
则 切线 上 点 P 的 邻近 一 点 8 的 坐标 是 


(x+e,y(1+€)) ， 
当 0,P 之 间 的 距离 越 来 越 小 , 0 也 就 落 在 曲线 f(x,y) =0 上 ， 
所 以 当 e。 =0 时 ,有 等 式 


fx+e,y(1+& ) =0 
成 立 .这 样 就 可 求 出 把 上 表 为 x,y 的 公式 ,实际 上 用 现代 符号 表 
示 , 即 


3f 
上 二 一 和 六 9 
9% 
这 个 公式 后 来 在 斯 吕 思 的 著作 中 发 表 . 费 尔 马 用 它 的 次 切线 法 
求 出 了 椭圆 、 旋 轮 线 及 箔 卡尔 叶 形 线 的 切线 .我 们 以 箔 卡尔 叶 形 
线 为 例 ,其 方程 为 
x + y= Pay， 
则 有 
(z+e) + (1 +£) - my(x+e)(1 + 二 ) =0, 


即 
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2 3 
e(32+ 下 -Wy) +el3z+ 才 -于 ) + el 1+ 与 ) =0， 


等 式 两 边 都 除 以 e ,再 令 e = 0, 得 


1 2 3 六 一 my 
3x2 -ny 

费 尔 马 的 求 切 线 公 式 ,首先 在 埃 里 岗 ( Pierre Hérigone,? 一 
约 1643) 的 《数学 教程 补 篇 》(1642,1644) 中 发 表 . 费 尔 马 认为 ,他 
的 求 切线 方法 是 由 他 的 极 大 极 小 方法 派生 出 来 的 . 据 他 自己 讲 ， 
他 早 在 1629 年 就 已 发 现 他 的 极 大 极 小 方法 ,但 有 关 这 种 方法 的 
详细 论述 首先 见于 他 1636 年 给 罗 伯 瓦 尔 及 马 桑 的 信 中 . 费 尔 马 
在 信 中 谈 到 :“ 求 极 大 极 小 值 的 全 部 理论 是 采用 如 下 惟一 一 条 规 
则 , 即 下 述 一 般 的 微分 或 求 导 法 则 .” 

这 第 一 个 实际 微分 步骤 是 费 尔 马 在 1629 年 作出 的 ,但 是 其 
原理 以 前 也 知道 . 开 普 勒 已 经 看 出 ,函数 值 的 增 量 通 常 在 极 大 值 
或 极 小 值 附 近 非 常 小 ,接近 于 零 . 费 尔 马 于 是 把 这 个 事实 变 成 求 
极 大 值 或 极 小 值 的 方法 .简单 来 讲 , 他 的 方法 是 :如 果 f(x) 在 x 
点 处 取 极 大 值 或 极 小 值 , 则 当 e 很 小 时 ,f(x + e) 就 几乎 和 f(x*) 
相等 , 即 Kx +e) -f(x)=0. 于 是 , 求 极 大 值 或 极 小 值 问题 就 变 
成 解 上 述 伪 等 式 的 问题 .他 的 方法 可 从 下 例 中 看 出 : 

费 尔 马 的 第 一 个 例子 是 把 一 个 量 B 分 成 两 部 分 4 和 B - 
4, 使 其 乘积 4(B - 4) 极 大 .于 是 , 费 尔 马 造 出 

(A+E)[B-(A+E)], 
令 它 等 于 4( 有 8 -4), 即 
A(B- A)=(A+E)[B-(A+E)], 
BE -2AE- E:=0. 
等 式 两 边 都 除 以 ,得 
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B-24-E=0, 
再 令 5=0, 得 24= B, 即 任何 量 B, 只 有 当 平分 之 后 ,所 得 乘积 
最 大 .虽然 费 尔 马 实际 上 是 令 导 数 广 (*) 等 于 0, 但 他 并 不 知道 
了 '(x) = 0 只 是 极 大 值 或 极 小 值 的 必要 条 件 而 非 充分 条 件 ,而 且 
费 尔 马 的 方法 也 不 能 区 别 是 极 大 值 还 是 极 小 值 . 

(3) 币 卡尔 的 圆 法 . 

第 卡 尔 创造 了 第 三 种 求 切线 的 方法 一 一 圆 法 ,他 的 方法 只 
适用 于 代数 曲线 .他 的 方法 是 : 先 作出 曲线 y = f(x) 在 点 P 处 
的 法 线 ,然后 作 其 垂 线 即 可 . 如果 法 线 与 x 轴 交 于 横 坐 标 为 。 的 
点 , 则 点 也 即 y=f(%x) 与 +(x-v)》= 的 重 交点 ,然后 问题 
变 成 求 [f(x)] 了 + (xv)?= 万 的 重 根 .为 此 , 若 [f(x)]?+ (x- 
v)? = r? 有 重 根 。, 则 可 得 

[f(x) P+(x-v) -r=(x— e)? Bex. 
令 等 式 两 边 x 的 系数 相等 ,可 得 e, 并 可 得 次 法 距 v - x, 从 而 得 
出 切线 的 斜率 .第 卡尔 的 方法 比较 繁复 ,其 后 荷兰 数学 家 许 德 及 
斯 吕 思 把 笛 卡尔 的 方法 算术 化 . 许 德 在 1659 年 发 现 了 求 重 根 的 
法 则 ; F(x%) 的 任何 重 根 是 严 (*) =0 的 根 ,其 中 扬 (x) 是 F(x) 
的 形式 导数 . 即 阁 


F(x)= ax"+ Qn_1X"! 


+ +ax+ a0, 
则 
F(x)= na I+ (nl)a x ++2a7x+ al. 
吕 思 在 1652 年 进一步 对 F(x,y) =0 所 决定 的 代数 曲线 得 出 
斜率 公式 ,但 他 的 结果 直到 1673 年 才 发 表 . 
(4) 巴 罗 的 几何 方法 . 
第 四 种 求 切线 的 方法 是 英国 数学 家 巴 罗 提出 来 的 . 1669 年 
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他 发 表 了 《光学 及 几何 学 讲义 》, 这 
是 他 最 主要 的 数学 著作 . 在 序言 id 
中 ,他 把 书 中 的 某 些 材料 归功 于 牛 ul 
顿 (可 能 是 光学 部 分 ). 正 是 在 这 本 
书 中 ,他 发 明了 微分 方法 ,这 种 方 ”  ，  “ 
法 最 接近 现代 方法 . 这 种 方法 的 关 图 4 
键 是 应 用 所 谓 “ 微 分 三 角形 ”. 比如 求 曲线 在 点 P 的 切线 ,0 为 
曲线 上 邻近 点 的 一 点 , 如 果 0 很 接近 于 P, 则 公 PTM 和 
入 POR 就 非常 接近 于 相似 , 即 
人 PIMA 人 POR. 
随 着 小 三 角形 无 限 变 小 ， 


令 OR 二 e, RP = a ,如 果 点 P 的 坐标 为 (x,y), 则 点 0 的 坐标 为 
(x -~-e,y- a), 把 这 些 值 代 和 人 曲线 的 方程 ,并 忽略 e 和 a 的 平方 
项 和 高 次 方 项 ,我 们 就 有 
OT= OM ~ TM = OM - mp( OE) =x-y(<), 

于 是 就 可 以 将 切线 确定 下 来 . 

巴 罗 还 把 这 种 方法 应 用 于 求 下 列 有 曲线 的 切线 : 

Or(r + 7) = ry*(Kappa 曲线 ); 

@w + y =r( 一 种 特殊 的 拉 梅 (Gabriel Lamé,1795 一 1870) 
曲线 ); 

Ox? + y= pty( 稍 卡尔 叶 形 线 ); 

@y = (r- mm( 至 j: 


Gy = run( 整 ) (正切 曲线 )， 
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牛顿 认识 到 巴 罗 方法 只 不 过 是 费 尔 马 方法 的 一 个 改进 .但 
是 , 巴 罗 根本 没有 提 到 过 费 尔 马 , 他 可 能 是 通过 间接 途径 知道 费 
尔 马 的 . 巴 罗 方 法 与 费 尔 马 方法 也 有 着 不 同 之 处 . 巴 罗 用 到 两 个 
无 穷 小 量 a 与 e ,而 费 尔 马 只 用 到 一 个 无 穷 小 量 e, 这 样 巴 罗 就 
涉及 无 穷 小 三 角形 与 无 穷 小 的 比 ,而 这 正 是 莱 布 尼 茨 微分 三 角 
形 的 先 声 .更 为 重要 的 是 , 巴 罗 比 费 尔 马 更 了 解 求 切线 与 求 积 的 
互 逆 性 ,只 是 由 于 他 的 几何 观点 而 没 能 使 他 走 到 底 . 


2 微 积分 的 创立 


2.1 牛顿 


牛顿 是 有 史 以 来 最 伟大 的 科学 家 之 一 . 他 于 1642 年 12 月 
25 日 生 于 英格兰 林肯 郡 的 格 兰 沙 姆 镇 一 个 名 叫 武 尔 索 普 的 小 
村 里 .他 家 世代 为 农 ,他 出 生 时 父亲 已 死 .由 于 早产 ,他 生 下 来 就 
很 屏 弱 .3 岁 时 母亲 改嫁 ,牛顿 在 外 祖母 家 长 大 .在 6 岁 时 ,他 被 
送 到 附近 的 一 所 简陋 的 初等 学 校 学 习 . 12 岁 时 被 送 到 格 兰 沙 姆 
中 学 . 由 于 他 只 对 机 械 装 置 有 兴趣 , 因此 学 习 成 绩 一 般 . 1656 
年 ,他 的 继父 去 世 ,母亲 带 着 异 父 弟妹 回老家 定居 ,牛顿 辍学 回 
家 干 活 .但 是 ,他 不 安心 于 农活 ,又 被 送 回 学 校 .这 时 ,他 对 自然 
现象 及 科学 问题 开始 产生 兴趣 . 1661 年 6 月 ,他 以 减 费 生 资 格 
考 上 剑桥 大 学 三 一 学 院 ,但 他 的 欧 几 里 得 几何 的 答卷 是 有 缺陷 
的 .在 大 学 学 习 的 前 两 年 ,他 按部就班 地 学 习 当 时 大 学 的 主要 课 
程 一 一 修辞 学 .语法 .神学 等 ,他 对 化 学 的 兴趣 也 很 大 ,还 曾 一 度 
打算 学 法 律 .他 也 开始 学 习 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 以 及 哥 白 尼 
的 著作 .从 1663 年 起 ,他 开始 自学 数学 著作 ,并 听 新 任 卢 卡 斯 讲 
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座 教授 巴 罗 的 课 . 

从 已 经 发 表 的 牛顿 的 笔记 中 可 以 看 出 ,1664 年 ,他 对 自然 
哲学 的 许多 基本 问题 进行 过 深入 思考 ,这 些 问 题 在 当时 还 是 哲 
学 .神学 的 混合 物 ,科学 成 分 不 多 . 也许 受 巴 罗 的 影响 ,牛顿 在 数 
学 方面 读 了 不 少 著作 ,并 开始 了 研究 工作 . 他 1664 年 的 三 本 笔 
记 所 学 习 的 是 奥 特 雷 德 的 《算术 之 钥 》(1631) 、 币 卡尔 的 《几何 
学 》 和 范 . 斯 霍 腾 的 拉丁 文 译本 及 注释 (1649,1659). 他 还 读 了 韦 
达 和 沃 利 斯 的 著作 . 沃 利 斯 的 《无 穷 算术 》(1656) 可 能 对 他 影响 
最 大 ,直接 导向 他 最 早 的 数学 创造 一 一 二 项 式 定理 . 

1665 年 牛顿 获得 学 士 学 位 之 后 , 正 赶 上 英国 流行 鼠疫 ,他 
于 同年 6 月 回 到 家 乡 , 住 了 整整 18 个 月 . 这 个 时 期 他 的 创造 力 
最 旺盛 ,而 且 在 数学 及 哲学 上 的 发 现 比 任何 其 他 时 候 都 多 .他 在 
数学 上 发 明了 微 积分 ,在 光学 上 从 实验 中 发 现 了 色散 现象 ,在 
力学 上 意识 到 引力 的 平方 反比 定律 , 而 且 用 来 解释 行星 的 运 
动 . 

牛顿 于 1667 年 回 到 三 一 学 院 ,成 为 研究 员 ,1668 年 获得 硕 
士 学 位 ,1669 年 在 巴 罗 的 推荐 下 , 继 巴 罗 之 后 任 卢 卡 斯 讲座 教 
授 ,1672 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 . 牛 顿 在 这 段 时 间 继 续 他 
在 光学 方面 的 研究 工作 ,他 亲自 磨 制 镜片 ,制造 反射 望远镜 . 
1672 年 发 表 《 光 与 色 的 新 理论 》, 提出 光 是 不 同 颜色 光线 的 混合 
物 ,这 受到 胡 克 等 人 的 指责 ;但 他 继续 工作 ,又 发 现 牛顿 环 ,并 提 
出 光 的 微粒 说 ,由 于 他 不 愿 争论 , 他 的 《光学 ?直到 1704 年 胡 克 
去 世 后 才 出 版 . 

约 1669 年 之 后 ,牛顿 对 动力 学 及 引力 理论 进行 了 深入 的 研 
究 .1684 年 峪 雷同 雷 恩 及 胡 克 讨论 圾 引力 同 距离 的 平方 成 反比 
的 普遍 定律 , 花 了 许多 时 间 仍 未 能 找到 令 人 信服 的 根据 . 于 是 ， 
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哈雷 在 1684 年 8 月 拜访 牛顿 ,请 教 在 平方 反比 定律 下 行星 绕 太 
阳 运 行 的 轨道 ,牛顿 马上 回答 是 椭圆 .哈雷 想 知 道 牛顿 是 如 何 计 
算出 来 的 ,牛顿 于 同年 11 月 寄 给 他 一 份 手稿 .于 是 ,哈雷 马上 来 
剑桥 大 学 ,试图 说 服 牛 顿 发 表 他 的 著作 .牛顿 给 哈雷 看 了 一 篇 
《 论 运动 ) 的 论文 ,后 来 又 送 交 英 国 皇家 学 会 一 篇 《4 论 运动 的 命 
题 ), 这 两 篇 论文 是 他 的 《自然 哲学 的 数学 原理 ) 的 基础 . 在 这 两 
年 多 的 时 间 里 ,牛顿 整 天 冥 思 苦 想 , 甚 至 达到 “废寝忘食 ”的 程 
度 . 他 从 不 休息 ,常常 一 天 只 睡 四 五 个 小 时 ,但 是 进展 并 不 快 ， 
《自然 哲学 的 数学 原理 》 的 第 一 编 到 1686 年 4 月 才 写 完 , 送 到 英 
国 皇家 学 会 后 ,又 遭 到 胡 克 的 攻击 .第 二 、 三 编 直 到 1687 年 春 才 
写 完 ,全 书 于 1687 年 夏 出 版 ,并 很 快 销售 一 空 . 

《自然 哲学 的 数学 原理 》 这 部 巨著 不 仅 是 物理 学 上 划时代 的 
经 典 著作 ,而 且 也 把 许多 力学 问题 化 为 数学 问题 去 解决 .他 提出 
著名 的 牛顿 三 定律 ,万 有 引力 定律 ,得 出 轨道 的 计算 公式 ,并 提 
出 只 需 观 察 少数 轨道 要 素 就 可 以 确定 整 条 轨迹 .牛顿 还 求 出 三 
体 问题 的 近似 解 ,后 来 三 体 问 题 一 直 是 数学 家 与 物理 学 家 所 十 
分 关注 的 问题 .《 自 然 哲学 的 数学 原理 的 第 二 编 讨论 了 物体 在 
介质 中 的 运动 ,开始 讨论 一 些 连续 介质 力学 的 问题 .第 三 编 研究 
行星 及 月 球 运动 .潮汐 理论 . 茜 星 理论 ,最 后 以 4 论 宇宙 体系 ? 结 
尾 . 

牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 ?标志 着 科学 革命 时 代 的 来 
临 . 它 对 人 类 思想 产生 了 非 同 小 可 的 影响 . 他 用 力学 统一 天 上 和 
地 下 的 规律 ,促使 机 械 论 世 界 观 的 传播 ,对 扫除 宗教 信条 产生 巨 
大 的 影响 .在 对 人 类 认识 的 方法 方面 ,牛顿 靠 自己 的 实践 一 一 实 
验 ,观察 及 计算 ,建立 起 近代 科学 方法 ,而 抛弃 过 去 神秘 的 方法 
及 形而上学 的 思辨 方法 ,这 在 哲学 方法 与 科学 方法 之 间 明 确 划 


128 近代 数学 史 


上 一 条 界限 .牛顿 统一 运用 分 析 与 综合 法 、 演 绎 与 归纳 法 ,得 出 
科学 及 数学 的 基本 原理 ,并 得 出 相应 的 结论 .从 数学 上 看 ,他 是 
第 一 位 广泛 地 把 数学 与 物理 结合 在 一 起 的 人 .他 不 仅 能 提出 问 
题 ,也 能 建立 数学 方法 来 解决 它 .他 在 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 
提出 了 许多 问题 ,一 直 为 以 后 的 数学 家 们 所 探讨 . 

《自然 哲学 的 数学 原理 ?在 哈雷 的 帮助 下 出 版 之 后 ,第 2 版 
在 科 兹 的 协助 下 于 1713 年 出 版 ,第 3 版 于 1726 年 出 版 . 

1687 年 之 后 ,牛顿 的 科学 工作 逐渐 减少 ,主要 从 事 公务 活 
动 ,思想 集中 于 炼金 术 、 年 代 学 .神学 等 方面 .他 藏 有 丰富 的 宗教 
书籍 ,他 的 炼金 术 实 验 室 常常 屋 夜 点 火 , 他 留 下 了 大 量 的 炼金 术 
手稿 ,但 是 不 知道 他 的 目的 是 什么 .牛顿 曾 设想 用 力学 原理 来 说 
明 物 质 的 化 合 与 分 解 现象 ,不 过 由 于 时 代 的 局 限 性 ,他 没有 任何 
建树 ,而 且 他 也 不 和 否认 也 许 能 够 将 贱 金 属 变 成 贵金属 . 最 近 , 由 
对 牛顿 的 头发 的 分 析 , 他 的 头发 中 汞 , 砷 等 成 分 远 超过 常 值 ,这 
也 许 是 他 后 来 极度 神经 衰弱 的 原因 . 

1694 年 牛顿 的 学 生 和 朋友 蒙 塔 古 ( Charles Montagu, 1661 一 
1715) 升 任 财政 大 臣 之 后 ,聘任 他 为 造 币 广 督 办 .牛顿 于 1696 年 
3 月 上 任 , 从 此 移居 伦敦 .1699 年 他 就 任 造 币 厂矿 长 ,直到 1725 
年 .也 是 在 1699 年 ,他 被 选 为 巴黎 科学 院 院 士 ,并 开始 同 莱 布 尼 
区 就 微 积 分 优先 权 展 开 和 争论. 1701 年 底 , 他 辞去 剑桥 大 学 的 职 
务 .由 于 他 改革 币制 有 功 ,1705 年 被 安娜 女王 封 为 贵族 ,称号 为 
艾 萨 克 勇 士 . 1703 年 11 月 30 日 牛顿 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 长 ， 
直到 1727 年 3 月 20 日 在 伦敦 去 世 ， 


2.2 莱 布 尼 世 
莱 布 尼 芯 1646 年 7 月 1 日 生 于 莱比锡 ,父亲 是 莱比锡 大 学 
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道德 哲学 教授 ,在 他 6 岁 时 去 世 . 他 从 母亲 那里 接受 启蒙 教育 ， 
同时 广泛 阅读 他 父亲 的 丰富 藏书 ,使 他 熟悉 了 古 希 腊 及 罗马 文 
化 .15 岁 时 入 莱比锡 大 学 学 法 律 ,接受 了 哲学 的 训练 .他 的 毕业 
论文 《 论 个 体 原则 》 是 维护 经 院 哲 学 唯 名 派 观点 的 . 1663 年 到 耶 
拿 大 学 听 维 格 尔 (Ehard Weigel) 的 法 学 课 , 因 维 格 尔 也 精通 数 
学 ,所 以 在 他 的 影响 下 , 莱 布 尼 茨 开始 对 数学 产生 兴趣 . 在 大 学 
期 间 , 他 也 阅读 近代 科学 家 和 哲学 家 的 著作 ,如 培根 \ 开 普 勒 、 伪 
利 略 . 稍 卡 尔 的 著作 ,并 写 了 《 论 组 合 术 》( Disseriaiio de arie com- 
pinatoria). 1666 年 ,他 已 准备 好 法 学 博士 论文 ,但 莱比锡 大 学 却 
因 他 太 年 轻 而 拒绝 授予 他 学 位 .于 是 ,1666 年 10 月 他 转 到 阿尔 
托 夫 大 学 ,大 学 接受 了 他 的 论文 ,并 于 1667 年 2 月 授予 他 法 学 
博士 学 位 ,还 要 聘 他 为 教授 .他 没有 接受 教授 职位 , 却 去 纽伦堡 
加 入 秘密 社团 ,并 结识 了 博 因 内 堡 男 (Johann Christian von 
Boyenburg, 1622 一 1672) . 博 因 内 堡 男 尔 是 迈 内 菊 选 帝 侯 (Johann 
Phillip von Schinbom, 1603 一 1673) 的 大 臣 , 在 男 狠 的 推荐 下 , 莱 布 
尼 茨 被 任命 为 迈 因 茨 选 帝 侯 法 律 顾 问 的 助手 ,后 来 升任 陪审 法 
官 .从 1667 年 到 1672 年 ,他 来 往 于 迈 因 芯 及 法 兰 克 福 之 间 , 从 
事 公务 活动 ,但 他 自己 的 大 部 分 时 间 用 来 建立 包罗 万 象 的 知识 
体系 ,或 者 说 编 大 百科 全 书 .为 此 ,他 打算 办 书评 刊物 , 却 两 次 遭 
到 皇帝 的 拒绝 .他 只 得 孤军 奋战 ,成 为 当时 这 类 刊物 的 投稿 人 ， 
并 把 一 生 读 过 的 所 有 重要 书籍 都 留 下 卡片 索引 .他 还 同 几 百 位 
欧洲 学 者 通信 ,题目 涉及 所 有 知识 领域 .他 保留 了 1 500 多 封 信 ， 
还 有 大 量 的 笔记 及 草稿 .1672 年 春 , 菜 布 尼 芯 带 着 近 因 菊 选 帝 
侯 的 外 交 使 命 去 巴黎 ,在 巴黎 居住 4 年 ,虽然 外 交 目 标 没 能 完 
成 ,但 由 于 他 身 在 这 个 欧洲 学 术 中 心 以 及 到 各 地 旅行 ,他 受到 学 
术 方 面 的 影响 ,特别 是 受到 惠 更 斯 的 影响 .1673 年 初 到 伦敦 访 
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问 时 , 曾 接 触 过 牛顿 等 学 者 ,这 使 他 的 哲学 特别 是 数学 提高 到 一 
个 新 境界 .在 这 个 时 期 ,他 独立 发 明了 微 积分 .1672 年 12 月 , 博 
因 内 堡 男 甸 去 世 , 迈 因 茨 选 帝 侯 也 于 1673 年 2 月 去 世 , 莱 布 尼 
茨 失去 了 主要 的 职位 .他 想 在 巴黎 科学 院 谋 职 却 没 能 成 功 ,谋求 
其 他 外 交 及 法 律 职位 也 没有 结果 .由 于 负债 ,他 不 得 不 于 1676 
年 初 接受 汉诺威 的 布 隆 什 维 克 公 习 (Johann Friedrich, 1625 一 
1679) 的 顾问 及 图 书馆 长 职务 .1676 年 10 月 他 离开 巴黎 ,绕道 伦 
敦 及 荷兰 ,于 同年 底 到 达 汉 诺 威 ,从 此 定居 下 来 .在 以 后 的 10 年 
里 ,他 除了 担任 繁重 的 图 书馆 行政 事务 外 ,在 技术 革新 方面 花费 
了 许多 精力 ,他 钻研 炼金 术 ,设计 新 车 子 , 做 过 利用 风车 抽水 的 
装置 ,另外 还 提出 各 种 各 样 的 设想 .不 幸 的 是 ,这 些 都 失败 了 ， 
1679 年 老公 事 去 世 后 ,其 弟 新 公 玫 (Emst August, 1629 一 
1698,1692 一 1698 年 为 汉诺威 选 帝 修 ) 和 他 的 夫人 (Sophie, 1630 一 
1714) 及 女儿 (Sophie Charlotle, 1668 一 1705, 后 为 普鲁士 王后 ) 对 
莱 布 尼 菊 都 很 照顾 .这 位 公 图 野心 很 大 ,为 了 扩大 自己 的 影响 ， 
1687 年 起 公 员 委 托 莱 布 尼 茨 编写 族谱 .为 了 搜集 史料 ,同年 10 
月 他 经 马 堡 .法兰克 福 和 慕尼黑 ,于 1688 年 抵达 维也纳 .在 维 也 
纳 停留 了 9 个 月 ,并 晋见 了 神圣 罗马 帝国 皇帝 利 糯 波 德 一 世 . 他 
给 这 位 皇帝 留 下 了 深刻 的 印象 ,但 没 能 使 这 位 皇帝 委 以 重任 ,他 
想 建立 世界 图 书馆 的 梦想 也 落 了 空 .在 维也纳 期 间 ,他 收 到 了 和 牛 
顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》, 并 写 了 书评 . 1689 年 底 到 意大利 ， 
着 手 研究 王室 家 族 档 案 , 直 到 1690 年 6 月 返回 汉诺威 .其 后 ,他 
为 布 隆 什 维 克 史 料 集 的 出 版 做 出 了 巨大 贡献 ,他 自己 也 以 王室 
谱系 权威 自居 .在 17 世纪 和 18 世纪 之 交 这 段 时 期 , 莱 布 尼 艾 来 
往 于 各 个 宫 庭 之 间 ,执行 一 些 外 交 使 命 ,不 过 成 就 并 不 大 .大 约 
间 时 ,他 向 各 国君 主 提 出 的 成 立 科学 院 的 建议 , 却 产 生 了 丰硕 的 
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成 果 .1700 年 勃 兰 登 堡 选 帝 候 (Friedrich 肝 ,1657 一 1713, 1688 一 
1701 年 在 位 ,1701 年 成 为 普鲁士 国王 腓 特 烈 一 世 ) 支 持 他 成 立 
柏林 科学 院 的 前 身 一 一 勃 兰 登 堡 科 学 会 ,他 还 被 任命 为 终身 会 
长 ,同时 得 到 王室 顾问 职位 .在 他 的 倡议 下 ,维也纳 及 圣彼得堡 
都 开始 筹建 科学 院 , 但 在 他 生前 都 没 能 建立 起 来 .1712 年 ,他 被 
五 个 王室 雇用 ,不 过 他 并 没 能 使 其 中 任何 一 家 满意 .1712 一 1714 
年 他 在 维也纳 果 了 两 年 ,也 没 能 谋 到 较 好 的 职位 .1714 年 9 月 
他 回 到 汉诺威 ,但 汉诺威 选 帝 侯 已 去 英国 任国 王 ( 即 乔治 一 世 ， 
George 1 1698 一 1714 年 为 汉诺威 选 帝 侯 , 1714 一 1727 年 即 英国 
王位 ) ,并 没有 委 他 以 重任 . 莱 布 尼 茨 的 晚年 生活 相当 不 幸 ,他 想 
写 的 历史 及 哲学 著作 都 没 能 完成 .1716 年 11 月 14 日 ,他 在 患 病 
一 周 后 平静 地 去 世 , 身 边 只 有 他 的 秘书 及 车 夫 . 他 的 手稿 是 如 此 
浩 繁 ,以 致 今日 对 莱 布 尼 芯 的 遗 稿 尚 未 整理 完毕 . 

莱 布 尼 芯 是 有 史 以 来 最 渊博 的 、 也 是 最 富有 创见 的 学 者 之 
一 ,他 不 仅 是 数学 家 ,而 且 也 是 哲学 家 、 科 学 家 和 历史 学 家 .但 是 
300 多 年 来 ,对 于 菜 布 尼 芯 的 思想 和 贡献 ,总 的 来 说 是 低估 了 
的 ,这 也 包含 他 的 数学 贡献 .一 般 总 把 莱 布 尼 芯 当成 不 过 是 比 牛 
顿 略 进 一 筹 至 多 是 同 牛顿 平起平坐 的 微 积分 的 独立 发 明 者 而 
已 .姑且 不 谈 菜 布 尼 茨 在 组 合 术 .代数 方程 论 .几何 学 与 逻辑 以 
及 计算 机 设计 方面 的 贡献 ,即使 在 微 积 分 领域 ,他 还 有 许多 只 属 
于 他 的 创造 .例如 ,对 于 高 阶 微分 、 偏 徽 分 以 及 瑶 伊 所 强调 的 关 
于 ydx 的 不 变 特征 ( 莱 布 尼 菠 甚至 用 “普遍 性 "来 形容 它 ) ,说 明 
他 有 许多 超过 他 的 时 代 的 观点 .他 的 哲学 通过 他 的 学 生 沃 尔 夫 
(Christian Wolff,1679 一 1754) 统 治 着 18 世纪 的 思想 界 , 尽 管 最 后 
被 康德 的 批判 哲学 所 彻底 批判 ,但 他 的 思想 仍 不 断 地 被 反复 研 
究 . 最 后 ,他 的 自然 哲学 思想 也 决 不 是 一 无 可 取 的 ,他 对 牛顿 绝 
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对 时 空 思想 的 批判 以 及 关于 “活力 守恒 "观点 的 论断 ,最 终 被 证 
明 是 有 合理 内 核 的 . 


2.3 微 积分 的 初 建 


2.3.1 微 积 分 的 普遍 性 


现在 大 多 数 历史 学 家 公认 ,牛顿 和 莱 布 尼 菊 各 自 独立 地 发 - 
明了 微 积 分 .但 牛顿 和 莱 布 尼 芯 论述 微 积 分 的 语言 及 符号 是 如 
此 不 同 ,通常 把 他 们 分 开 来 叙述 .这 样 一 来 ,他 们 之 间 的 共同 之 
点 ,特别 是 他 们 比 前 人 高 明之 处 就 显得 不 太 清楚 .在 这 里 ,我 们 
把 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 微 积分 的 共同 点 概括 如 下 . 

牛顿 和 莱 布 尼 芯 的 微 积分 比 起 前 人 来 ,其 显著 的 特点 是 其 
普遍 性 ,也 就 是 建立 起 一 个 普遍 算法 , 它 能 处 理 各 种 特殊 问题 . 
概括 说 来 , 求 速度 、 作 切线 \ 求 极 大 极 小 \ 求 曲线 在 某 点 的 曲率 等 
问题 可 统一 用 微分 法 来 解 ,而 求 面积 . 求 曲线 弧 长 . 求 体积 求 重 
心 , 求 距离 等 问题 可 统一 用 积分 法 来 解 .而 以 前 大 都 对 特殊 问题 
采用 特殊 解法 ,它们 之 间 的 联系 是 模糊 的 . 

其 次 ,牛顿 和 莱 布 尼 芯 建立 了 微 积 分 的 一 般 算法 体系 ,特别 
是 证 明了 “ 微 积 分 基本 定理 ”, 也 就 是 微分 法 和 积分 法 为 互 逆 运 
算 .这 个 算法 体系 在 莱 布 尼 芯 那里 十 分 清楚 ,他 明确 给 出 了 “ 函 
数 " 的 和 、 差 , 积 、 商 , 堆 、 根 的 微分 公式 : 

如果 y=vtw+ta, 则 dy=dvtdw+0(a 为 常数 ). 

加 如 果 y = avw , 则 dy = avdw + aody. 


他 wdv — vdw 
力 如 果 y=20 则 dy= 2 
@ 如 果 y=w, 则 dy= za- duw， 
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1 
—dw 
如果 y=Yw, 则 dy = 二 一 . 


z-l] 
Ww 2 

这 样 , 微 积分 的 整个 算法 体系 就 建立 起 来 了 ,为 它 成 为 解决 实际 
问题 的 有 效 工具 葛 定 了 基础 . 

另外 ,他 们 都 为 进一步 发 展 微 积分 本 身 指出 了 方向 .他 们 都 
提出 过 换 元 方法 , 菜 布 尼 茨 特别 指出 yqx 的 换 元 下 不 变性 ,这 
是 极为 深刻 的 观点 .他 们 都 用 过 无 穷 级 数 ,牛顿 十 分 强调 其 普遍 
意义 ,这 样 就 为 一 般 问题 的 解决 提供 了 前 景 . 


2.3.2 牛顿 的 微 积分 


牛顿 在 数学 方面 有 多 方面 的 贡献 ,最 主要 的 当然 是 微 积 分 . 
牛顿 的 微 积 分 形成 于 1664 一 1666 年 瘟疫 流行 的 时 期 . 1664 年 9 
月 ,他 学 习 策 卡尔 求 次 法 线 长 度 的 方法 ,并 应 用 许 德 求 代数 方程 
重 根 的 计算 法 ,开始 求 各 种 代数 曲线 的 次 法 线 的 长 度 .切线 的 长 
度 .曲率 等 ,实际 上 是 求 代数 方程 所 定义 的 函数 的 导数 . 1664 年 
底 ,他 学 习 沃 利 斯 的 不 可 分 量 方法 ,开始 摸索 求 积 分 的 方法 ， 

1665 年 春 ,牛顿 已 经 得 出 微分 法 的 计算 法 和 曲率 的 算法 . 
同年 春 夏 之 交 , 牛 顿 已 认识 到 微分 和 积分 互 为 逆 运 算 , 并 列 出 各 
种 函数 的 微分 和 积分 的 并 列 公式 .同时 ,他 得 出 表示 双 曲 线 面 积 
的 级 数 展开 式 , 到 同年 秋 他 已 经 试 着 解 简单 的 微分 方程 式 .这 
时 ,他 开始 有 不 完全 的 流 数 (导数 ) 概 念 ,这 是 从 运动 出 发 得 到 
的 .1665 年 底 ,他 已 经 把 求 代 数 曲 线 的 切线 .曲率 等 推广 到 稍 一 
般 的 曲线 上 .1666 年 春 ,他 开始 产生 朴素 的 极限 概念 .所 有 这 些 
最 早 的 发 现 , 他 都 写 进 1666 年 10 月 的 著作 《 论 流 数 》 中 . 牛顿 在 
世 时 ,这 篇 微 积 分 的 第 一 篇 论文 只 有 少数 复 本 在 英国 一 些 数 学 
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家 中 流传 ,长 期 没有 出 版 ,直到 1962 年 才 首 次 问世 . 

《 论 流 数 》 这 部 著作 分 为 三 部 分 :第 一 部 分 包括 简单 代数 函 
数 的 积分 公式 及 流 数 的 一 般 算 法 ;第 二 部 分 把 这 些 方法 应 用 于 
代数 曲线 及 一 般 曲 线 , 并 提出 关于 垂直 坐标 轴 的 曲率 理论 以 及 
曲率 半径 的 概念 ,特别 提 到 微 积分 基本 定理 ;第 三 部 分 是 重力 理 
论 . 

从 牛顿 的 《数学 论文 集 ) 来 看 ,后 来 牛顿 关于 微 积 分 的 著作 
可 分 成 各 有 特色 的 三 个 时 期 : 

(1)1671 年 左右 ,解析 时 期 或 代数 的 分 析 时 期 ; 

(2)1680 年 左右 ,几何 时 期 ; 

(3)1687 年 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 的 微 积 分 ， 

牛顿 在 1666 年 论文 的 基础 上 , 写 了 两 篇 重要 的 论文 : 

1669 年 《运用 无 穷 项 方程 的 分 析 》; 

1670 一 1671 年 ,《 级 数 与 流 数 方法 论 》. 

他 1669 年 的 论文 在 朋友 中 流传 过 , 而 且 菜 布 尼 茨 也 见 到 
过 ,但 直到 1711 年 才 出 版 .他 在 这 本 小 册子 中 引进 “ 瞬 ” 的 概念 ， 
即 变 量 的 无 穷 小 增 量 .利用 “ 瞬 ” 的 概念 ,对 已 知 面积 可 求 出 原 函 
数 的 值 . 反 过 来 ,可 求 出 一 个 变量 对 另 一 个 变量 的 变化 率 . 他 先 
运用 二 项 式 定 理 求 出 多 项 式 的 导数 及 积分 ,然后 把 逐 项 积分 扩 
展 到 无 穷 级 数 ,这 样 就 可 以 得 出 一 切 积分 的 运算 . 他 还 明确 指 
出 :任何 事情 ,只 要 是 普通 分 析 能 够 通过 有 限 多 次 方程 去 做 的 ， 
也 能 够 通过 无 穷 多 项 的 方程 去 做 …… 后 一 种 方程 的 正确 性 也 不 
少 于 前 一 种 ……” 当 然 ,他 的 “ 瞬 ” 的 概念 在 逻辑 上 并 不 严格 . 

他 1671 年 写成 的 著作 在 1736 年 才 出 版 ,这 是 一 部 详尽 的 
著作 ,对 自己 的 思想 作 了 广泛 而 明确 的 说 明 . 在 这 本 书 中 ,他 认 
为 变量 是 由 点 线 . 面 的 连续 运动 而 产生 的 ,而 不 是 以 前 所 说 的 
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无 穷 小 元 素 静 止 的 集合 .他 把 变量 称 为 流量 ,把 变量 的 变化 率 称 
为 流 数 ,并 用 x (流量 x 上 加 一 点 ) 表 示 x 的 流 数 ( 即 导 数 ), 反 过 
来 , 流 数 为 x 的 流量 ( 即 原 函数 ) 用 x' 表示. 

接着 ,牛顿 系统 地 叙述 了 微 积分 的 三 类 问题 . 

(1) 已 知 诸 流 量 间 的 关系 , 求 它们 的 流 数 间 的 关系 ,这 是 微 
分 法 . 

(2) 已 知 包含 流 数 在 内 的 方程 , 求 这 些 流 数 的 流量 .这 不 仅 
包含 积分 法 ,而 且 包 括 对 更 一 般 的 微分 方程 的 积分 . 他 把 微分 方 
程 分 成 三 种 类 型 ,并 解决 了 其 中 一 些 问 题 .第 一 类 方程 有 x ,7y， 
还 有 x( 或 y) 出 现 , 这 就 是 简单 的 积分 问题 .第 二 类 方程 有 x， 
y,*,y 出 现 , 牛 顿 用 逐步 逼近 法 来 解 一 些 这 类 方程 .第 三 类 方 
程 有 x,y,s 及 其 流量 出 现 ,实际 上 是 偏 微分 方程 ,牛顿 只 求 出 
了 一 些 特殊 积分 ， 

(3) 用 微 积分 方法 解决 各 类 问题 ,其 中 包括 求 极 大 极 小 、 作 
曲线 的 切线 \ 求 曲线 上 各 点 的 曲率 、 决 定 曲率 的 性 质 \ 求 面积 已 
知 的 曲线 方程 求 面积 满足 某 些 方程 的 曲线 求 任意 给 定 曲 线 的 
面积 以 及 求 弧 长 的 相应 问题 . 

这 本 书 实际 上 是 第 一 部 系统 的 微 积分 著作 , 它 标 志 着 微 积 
分 作为 分 析 学 登 上 了 历史 舞台 ,并 促进 了 以 后 数学 和 物理 学 的 
发 展 . 

1676 年 牛顿 写 了 《曲线 求 积 论 》 的 论文 . 这 篇 论文 在 方法 上 
虽然 没有 很 大 改变 ,但 在 原理 上 放弃 了 以 前 舍 去 “高 阶 ” 无 穷 小 
量 的 做 法 .他 指出 :在 数学 中 ,最 微小 的 误差 也 不 能 忽略 …… 在 
这 里 ,我 认为 数学 的 量 并 不 是 由 非常 小 的 部 分 组 成 的 ,而 是 用 连 
续 的 运动 来 描述 的 …… 流 数 可 以 任意 地 接近 于 在 尽 可 能 小 的 等 
闻 隔 时 段 中 产生 的 流量 和 增 量 ,精确 地 说 ,它们 是 最 初 增 量 的 最 
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初 的 比 ……" 而 在 增 量 消 失 时 ,就 得 到 最 后 的 比 .他 还 引进 了 几 
何 解释 .他 这 样 改变 观点 ,实际 上 是 否定 笛 卡 尔 的 代数 或 解析 观 
点 ,而 回 到 公认 严格 的 古 希 腊 几 何 学 观点 . 

1680 年 牛顿 写 了 《曲线 几何 学 》 的 论文 .这 篇 论文 完全 采用 
了 几何 学 方法 .他 按照 欧 几 里 得 几何 学 的 体制 ,对 微 积分 按 定 
义 公理 ,公设 ,命题 来 叙述 .在 11 个 定义 中 ,第 一 个 是 流量 ( 即 
由 连续 变化 可 增 减 的 量 ), 第 二 个 是 流 数 ( 即 流量 的 变化 速度 ). 
在 6 条 公理 中 ,第 一 条 是 恒 等 的 二 量 由 相等 的 流 数 生成 ,第 六 条 
是 二 量 的 流 率 之 比 等 于 其 消失 部 分 的 最 初 比 …… 上 述 的 比 等 于 
消失 部 分 在 减少 以 至 消失 的 情况 下 的 最 终 比 .这 里 又 出 现 了 最 
初 比 和 最 终 比 的 概念 ,实际 上 是 牛顿 从 前 辈 数 学 家 那里 继承 下 
来 的 未 完成 的 极限 概念 .其 后 ,他 给 出 2 条 公设 及 30 个 命题 .这 
篇 论文 的 第 二 部 分 ,主要 是 通过 “几何 学 方法 ?求解 极 大 极 小 . 切 
线 和 曲率 问题 . 这 部 未 完成 的 著作 直到 1971 年 才 出 版 . 

牛顿 首次 发 表 微 积分 的 著作 是 他 的 巨著 《自然 哲学 的 数学 
原理 (1687) ,当然 这 部 著作 在 科学 上 的 价值 远 远大 于 它 在 数学 
上 的 意义 .但 是 ,他 应 用 数学 处 理 物理 学 的 结果 对 后 世 有 着 巨大 
的 影响 .他 在 这 部 著作 中 仍然 采用 流 数 及 最 初 比 和 最 终 比 的 概 
念 ,但 他 用 极限 对 此 作 了 说 明 : 消失 量 的 最 后 比 不 是 最 后 量 之 
比 ,而 是 无 限 减少 的 这 些 量 的 比 所 趋 近 的 极限 , 它 与 这 个 极限 的 
差 虽然 能 比 任何 给 定 的 差 更 小 ,但 是 在 这 些 量 无 限 缩 小 之 前 既 
不 能 超过 也 不 能 达到 这 个 极限 .从 现在 的 观点 来 看 ,这 是 清楚 
的 ,不 过 从 逻辑 上 还 是 容易 挑 出 毛病 的 . 


2.3.3 莱 布 尼 茨 的 微 积分 
辣 牛 顿 一 样 , 莱 布 尼 芯 也 没有 及 时 发 表 自 己 的 著作 .促使 莱 
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布 尼 芯 发 表 他 的 著作 的 ,是 他 在 巴黎 时 结交 的 一 位 朋友 车 恩 豪 
斯 .从 两 人 的 书信 来 往 中 , 莱 布 尼 区 告诉 车 恩 豪 斯 自己 的 结果 ， 
但 车 恩 豪 斯 并 没 能 透彻 地 理解 莱 布 尼 茨 的 结果 ,还 把 它 当 成 自 
己 的 成 果 发 表 在 《博学 者 学 报 》 上 .《 博 学 者 学 报 》 是 莱 布 尼 获 的 
朋友 ,莱比锡 大 学 道德 及 政治 学 教授 门 克 (Otto Mencke, 1644 一 
1707) 在 1681 年 3 一 4 月 间 倡 议 创办 的 ,在 创办 该 刊 的 过 程 中 ， 
他 同 莱 布 尼 区 多 次 交换 意见 .这 份 刊物 在 1682 年 以 月 刊 的 形式 
创刊 , 莱 布 尼 茨 作为 编辑 ,也 在 该 刊 上 发 表 了 不 少 论文 .由 于 刚 
创刊 就 碰 到 车 恩 豪 斯 的 论文 , 莱 布 尼 蒋 和 车 恩 豪 斯 对 关于 代数 
曲线 的 代数 求 积 的 可 能 性 展开 了 激烈 争论 .这 导致 菜 布 尼 茨 考 
虑 发 表 自 己 的 微 积分 著作 ,一 共有 两 篇 :第 一 篇 是 在 1684 年 10 
月 第 3 卷 上 发 表 的 微分 法 的 论文 ,他 在 这 篇 文章 中 讲 , 他 对 微分 
法 的 考虑 已 经 有 9 年 了 . 它 有 一 个 很 长 的 题目 :人 《 求 极 大 与 极 小 
以 及 切线 的 新 方法 ,这 方法 同样 适用 于 分 数 和 无 理 量 ,以 及 关于 
这 方法 奇妙 类 型 的 演算 》( Nova Methodus pro maximis et minimis 
zerngue tangentibus que nec fractas ,nec irrationales quantitates movatur 
庶 singalare pro iUli caleuli genus ) .这 篇 论文 只 有 6 页 , 却 包括 了 微 
分 记号 及 微分 法 则 ,还 有 判断 极 大 极 小 及 拐点 的 条 件 .第 二 篇 是 
在 1686 年 第 5 卷 上 发 表 的 积分 法 的 论文 ,只 有 8 页 ,题目 是 《 论 
深奥 的 几何 学 及 不 可 分 量 或 无 穷 的 分 析 》 De geometria recondita 
et analysi indivisibilium et gue infinitorum) ,其 中 给 出 了 积分 符号 及 
积分 方法 (作为 反 微 分 法 ) ,并 说 明 它 们 适用 于 超过 当时 代数 式 
的 机 械 曲 线 ,还 导出 摆 线 的 方程 .这 两 篇 论文 先 于 牛顿 奠定 了 微 
积分 的 基础 ,并 促进 了 其 后 微 积 分 的 发 展 . 

牛顿 的 工作 和 莱 布 尼 菊 的 工作 有 许多 差异 ,这 主要 是 由 于 
他 们 的 出 发 点 不 同 .牛顿 主要 是 物理 学 家 ,他 的 中 心思 想 是 速度 
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概念 . 莱 布 尼 茨 主要 是 哲学 家 ,他 的 中 心思 想 是 单子 .思想 方法 
的 不 同 决定 了 他 们 通过 不 同 的 途径 来 建立 微 积分 .牛顿 强调 连 
续 性 , 莱 布 尼 芯 则 强调 离散 性 ;牛顿 自由 地 运用 无 穷 级 数 来 表示 
“ 冰 数 ”, 而 莱 布 尼 芯 宁愿 用 有 限 的 形式 ,他 反对 把 函数 展 成 无 穷 
级 数 而 宁愿 把 它们 归结 为 哪怕 是 超越 函数 的 积分 .在 具体 做 法 
上 ,牛顿 的 出 发 点 是 导数 (也 就 是 流 率 、 变 化 率 ), 求 导数 (微分 
法 ) 是 基础 , 求 面积 .体积 是 求 导 的 逆 间 题 ,而 不 是 从 求 和 来 考虑 
的 . 菜 布 尼 茨 首先 关心 的 是 求 积 问题 ,他 把 求 积 看 成 对 无 穷 小 量 
求 和 ,进而 得 出 微 差 , 莱 布 尼 区 直接 处 理 微分 ,而 把 求 和 过 程 看 


成 反 微 分 .对 他 来 说 ,独立 的 微分 dz,dy 是 基本 的 ,而 其 比 旦 只 
不 过 是 一 个 有 几何 意义 的 商 而 已 .最 后 ,由 于 莱 布 尼 艾 的 符号 系 
统 比 牛顿 的 更 为 方便 ,在 算法 考虑 上 更 为 普遍 ,所 以 就 决定 了 他 
的 方案 日 后 得 以 被 普遍 推广 . 牛顿 在 不 定量 y 上 写 一 点 7 表示 
其 流 数 ( 即 变化 率 或 导数 ) ,沿袭 他 的 用 法 的 被 称 为 用 点 派 ,而 菜 
布 尼 蒋 用 dx ,dy 表示 x,y 的 微分 ,被 称 为 用 d 派 , 他 还 是 积分 


符号 ” | ”的 首创 者 . 

与 牛顿 相 比 , 莱 布 尼 芯 较 晚 得 到 微 积 分 的 成 果 , 却 首先 发 
表 .1672 年 莱 布 尼 芯 访问 巴 歼 ,1673 年 曾 在 伦敦 果 了 3 个 月 ,并 
且 和 一 些 知 道 牛 顿 工作 的 人 通过 信 . 据 他 自己 在 1691 年 的 论文 
中 说 ,他 在 1672 年 到 巴黎 时 对 高 等 数学 还 什么 也 不 懂 , 到 巴黎 
之 后 ,主要 受 惠 更 斯 的 指点 ,并 通过 惠 更 斯 学 习 了 伽利略 . 笛 卡 
尔 , 帕 斯 卡 等 人 的 工作 , 后 来 他 在 学 习 惠 更 斯 的 《 摆 钟 》 
( Horologium oscillatorium )(1673) 以 及 圣 ' 文 森 编 的 格 利 高 里 的 著 
作 时 ,突然 想到 了 微 积分 .他 在 1673 一 1676 年 间 留 有 大 量 手 稿 ， 
从 这 些 手 稿 的 研究 中 可 看 出 他 艰苦 摸索 的 历程 .可 以 断定 ,他 是 
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在 1673 一 1676 年 间 获 得 微 积 分 的 成 果 的 ,在 1677 年 7 月 已 接近 


完成 . 
现在 对 菜 布 尼 茨 的 数学 手 


《1 稿 已 有 充分 的 历史 研究 ,这 里 只 
把 他 的 基本 思想 概述 如 下 . 
0 0 R 虽然 菜 布 尼 欧 最 先 引 人“ 函 


数 " 这 个 词 ,但 是 他 没有 讨论 过 

图 5 函数 及 其 导数 . 他 所 考虑 的 是 

量 .无 穷 小 量 以 及 它们 之 间 的 运 

算 . 对 现在 考虑 的 自 变量 x, 他 把 dx 定义 为 相 邻 两 项 的 差 ,而 对 
现在 的 因 变 量 y, 他 一 般 用 来 表示 某 个 长 度 , 它 可 以 是 横 坐 标 
(00).、 纵 坐标 (PO)、 切 线 长 (SP)、 法 线 长 (PR)、 次 切线 长 
( SQ ) .次 法 线 长 (QR) 等 .他 把 曲线 下 的 面积 看 成 无 穷 小 面积 的 
和 ,他 最 早 用 的 记号 是 omn' y/, 其 中 “omn" 是 拉丁 文 omnia( 所 


有 ) 的 缩写 ,后 来 用 | ydx 表 示 ， | 表示 和 “sum” 中 s 的 拉 长 . 同 
时 ,他 定义 的 切线 斜率 是 纵 坐标 之 差 与 横 坐 标 之 差 的 比 , 即 


dy 
dx 


他 知道 dy :dx = y :次 切线 长 ,这 些 都 没有 什么 新 意 ,问题 是 求 
积 与 切线 的 关系 ,这 与 菜 布 尼 茨 关于 级 数 求 和 的 想法 有 关 ， 
他 刚 到 巴黎 时 , 惠 更 斯 就 给 他 出 了 一 道 题 , 求 三 角形 数 的 倒 
数 之 和 .三 角形 数 是 指 形 如 
n(n+1) 
2 


的 数 . 菜 布 尼 芯 很 巧妙 地 解决 了 这 个 问题 .他 发 现 三 角形 数 的 倒 
数 
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因此 ,前 m 项 和 


1 1 1 2 1 1 
1+3+6+"+70 D4 1 - 
所 以 ,三 角形 数 的 倒数 之 和 为 2. 他 解决 了 这 个 问题 后 很 得 意 ， 
认为 几乎 所 有 的 无 穷 级 数 他 都 能 够 求 和 . 这 时 ,他 发 现 这 个 级 数 
与 调和 三 角形 有 关 : 


Py 
J 
二 
一 
mt 
Co 


总 | 一 


他 发 现 ,除了 第 一 行 ,第 一 列 之 外 ,每 个 数 都 是 同 列 上 一 行 的 数 
减 去 右边 的 数 的 差 ;第 二 行 正好 是 三 角形 数 的 倒数 的 十 ;其 和 为 
1; 而 第 三 行 正好 是 四 面体 数 
n(n+1)(n+2) 
1°2:3 


的 倒数 的 人 ,由 调和 三 角形 不 难看 出 ,其 和 为 ;依次 类 推 ,而且 
造 出 这 个 调和 三 角形 也 不 难 ,只 需 把 算术 三 角形 (帕斯卡 三 角 
形 ) 


第 5 章 微 积 分 141 


pM 
wm 人 Ambb 一 
所 Ew 
© 
[Se 
SO 


的 第 n 条 对 角 线 上 每 个 数 的 倒数 再 除 以 n, 即 可 得 到 调和 三 角 
形 的 第 ”条 对 角 线 上 相应 的 数 .从 这 种 类 比 中 , 莱 布 尼 茨 认识 
到 求 积 运算 ( 求 和 运算 ) 与 求 切线 运算 ( 求 差 运算 ) 互 为 逆 运 算 . 
具体 的 求 积 法 及 求 切 线 法 与 特征 三 角形 或 无 穷 小 三 角形 有 关 . 
他 把 对 一 条 曲线 的 求 积 化 为 对 另 一 条 曲线 的 求 积 ,使 得 新 曲线 
的 求 积 法 已 知 ,或 者 与 原来 的 求 积 问题 有 一 定 关系 .他 所 采用 的 
新 曲线 一 般 是 抛物 线 及 双 曲 线 ,它们 已 经 能 求 积 .他 称 这 种 规则 
为 变换 规则 ,并 用 来 求 圆 的 面积 ,从 而 得 出 著名 的 莱 布 尼 区 公式 


rr lll1,.. 
4- 375 7 


2.3.4 微 积分 优先 权 之 争 


17 世纪 80 年 代 微 积 分 优先 权 之 争 似乎 尚未 开始 ,牛顿 的 
《自然 哲学 的 数学 原理 ) 的 出 版 受到 普遍 的 赞扬 ,牛顿 的 名 声 也 
大 为 提高 .他 在 1689 年 被 选 为 国会 议员 , 1692 年 牛顿 突 患 抑郁 
症 及 神经 衰弱 ,从 此 不 能 从 事 紧张 的 科研 工作 .同时 ,不 愉快 的 
事情 也 接 哑 而 至 ,给 他 的 晚年 生活 投下 阴影 . 1695 年 活 利 斯 告 
诉 牛顿 ,在 荷兰 , 微 积 分 被 认为 是 莱 布 尼 茨 的 发 明 . 1699 年 瑞士 
的 一 位 没有 什么 名 气 的 好 事 之 徒 德 . 杜 伊 耶 (Nicholas Fatio de 
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Duillier, 1664 一 1753) 在 移居 英国 后 ,给 英国 皇家 学 会 呈 交 了 一 
篇 论文 ,说 莱 布 尼 茨 关于 微 积 分 的 想法 来 自 牛顿 . 1704 年 莱 布 
尼 芯 在 《博学 者 学 报 》 上 坚持 自己 的 优先 权 , 并 抗议 英国 皇家 学 
会 的 诬 莽 ,还 在 1705 年 对 牛顿 的 《曲线 求 积 术 》 给 予 不 友好 的 评 
论 .1708 年 凯 尔 在 (哲学 汇 刊 》 上 发 表 文 章 ,强烈 支持 牛顿 ,反对 
莱 布 尼 茨 .于 是 , 菜 布 尼 茨 作为 英国 皇家 学 会 会 员 , 一 再 提请 英 
国 皇 家 学 会 主持 公道 .这 时 牛顿 已 是 英国 皇家 学 会 会 长 ,他 指定 
一 个 由 自己 的 拥护 者 组 成 的 11 人 的 委员 会 研究 文件 , 他们 在 
1712 年 初 向 英国 皇家 学 会 提出 一 份 报告 ,其 中 对 莱 布 尼 落 是 否 
有 意 莘 窗 并 没有 从 正面 得 出 结论 ,而 只 是 谈 到 莱 布 尼 芯 的 微分 
法 就 是 流 数 法 ,只 是 名 称 及 记号 不 同 . 该 报告 认为 ,问题 不 在 于 
谁 发 明 ,而 在 于 谁 第 一 个 发 明 .该 报告 把 第 一 个 发 明 者 归 之 于 牛 
顿 ,并 得 出 凯 尔 的 攻击 并 非 有 意 伤害 莱 布 尼 芯 的 结论 .这 个 偏 祖 
一 方 的 报告 只 是 根据 一 个 假定 , 即 菜 布 尼 茨 看 过 牛顿 在 1672 年 
12 月 给 科林斯 (John Collins, 1625 一 1683) 的 信 , 这 封 信 中 对 任何 
有 思想 的 人 都 足够 充分 地 描述 了 流 数 方 法 .1713 年 1 月 ,该 委 
员 会 的 报告 用 拉丁 文 付 印 ,分 送 给 有 关 的 机 构 及 个 人 .虽然 莱 布 
尼 茨 在 欧洲 大 陆 有 许多 拥护 者 ,但 很 少 有 人 敢于 挺身 而 出 为 菜 
布 尼 茨 辩护 ,只 有 约翰 . 伯 努 利 一 开始 就 支持 莱 布 尼 茨 . 当 菜 布 
尼 茨 获得 这 一 消息 后 ,他 不 得 不 自己 替 自 己 辩 护 .为 了 减弱 对 他 
不 利 的 证 据 ,他 说 “在 我 们 已 知道 很 久之 后 ,牛顿 还 不 知道 如 何 
正确 地 使 用 二 阶 微分 "等 等 .这 篇 匿名 发 表 的 文章 激 起 了 英国 人 
更 大 的 愤怒 , 凯 尔 更 是 污辱 刘 骂 、 脏 话 连篇 .牛顿 本 人 也 于 1715 
年 匿名 在 《哲学 汇 刊 》 上 发 表 评 论 ,力图 对 莱 布 尼 茨 予以 筑 灭 性 
的 打击 .1714 年 , 菜 布 尼 茨 写 了 《微分 法 的 历史 及 起 源 》( Histori- 
aet origo calculi difjerentialis ) 为 目 己 辩 护 . 直到 他 临终 的 1716 年 ， 
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他 在 4 月 9 日 写 给 当时 在 伦敦 的 意大利 教士 康 蒂 (Antonio 
Schinella Conti,1677 一 1749) 的 一 封 信 中 指出 ,牛顿 在 4 自然 哲学 
的 数学 原理 ) 一 书 的 附注 中 提 到 , 莱 布 尼 菊 是 一 位 天 才 , 也 是 微 
分 法 的 独立 发 明 者 .他 相信 和 牛顿 一 定 认 为 对 莱 布 尼 茨 的 指责 是 
错误 的 .牛顿 知道 这 封 信 的 内 容 之 后 ,散发 了 一 个 便条 ,否认 自 
己 在 《自然 哲学 的 数学 原理 》 的 附注 中 所 提 到 的 话 有 承认 莱 布 尼 
茨 享有 独立 发 明 权 的 意思 ,而 且 当 他 听 到 莱 布 尼 茨 去 世 后 立即 
公 之 于 世 ,并 在 《自然 哲学 的 数学 原理 ?第 3 版 (1726) 中 把 原来 
的 附注 换 成 了 另 一 个 ,其 中 莱 布 尼 芯 的 名 字 也 不 见 了 .由 此 看 
来 ,他 们 两 人 在 莱 布 尼 茨 去 世 时 ,已 由 朋友 变 成 了 势 不 两 立 的 对 
手 . 关 于 微 积分 优先 权 的 争吵 并 没有 随 着 他 们 两 人 的 去 世 而 结 
东 , 一 直 延 续 了 一 两 百年 ,成 为 数学 史家 的 研究 对 象 . 随 着 越 来 
越 多 的 历史 文献 的 发 表 及 研究 ,现在 大 家 公认 牛顿 和 莱 布 尼 蔷 
都 是 微 积分 的 独立 发 明 者 .这 场 争 吵 对 英国 及 欧洲 大 陆 的 交流 
造成 了 不 可 弥补 的 损失 ,特别 是 使 英国 数学 的 发 展 远 远 落后 于 
欧洲 大 陆 , 使 英国 数学 界 错过 了 几 代 人 可 做 贡献 的 机 会 . 


3 微 积分 的 发 展 


3.1 伯 努 利 时 代 (1690 一 1740 ) 


在 17 世纪 80 年 代 , 菜 布 尼 蒋 和 牛顿 各 自发 表 了 微 积分 的 
基本 著作 之 后 , 微 积分 的 框架 只 是 初 具 规 模 ,其 后 100 多 年 的 发 
展 主要 是 微 积 分 的 体系 化 ,特别 是 分 析 化 ,还 有 算法 的 改进 、 扩 
充 以 及 各 式 各 样 的 广泛 应 用 . 

在 1690 一 1740 年 间 的 半 个 世纪 ,在 数学 史上 被 称 为 伯 努 利 
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时 代 . 但 是 这 期 间 的 数学 史 ,一 般 书 上 多 语 奏 不 详 .在 这 个 从 牛 
顿 到 欧 拉 所 有 主角 都 在 舞台 上 的 时 代 , 究 竟 上 演 的 什么 戏 呢 ? 

(1) 数 学 上 在 1690 年 以 后 的 10 年 间 , 提 出 了 一 系列 问题 ， 
其 中 许多 问题 当时 的 确 都 是 用 微 积 分 甚至 更 简单 的 方法 加 以 解 
决 的 ,但 是 ,关于 曲线 族 的 一 些 典 型 问题 远 远 超出 一 元 微 积分 的 
领域 ,开创 了 多 元 微 积 分 (定义 偏 微分 ) 以 及 变 分 法 两 个 新 领 
域 . 

(2) 在 微 积分 从 牛顿 一 菜 布 尼 茨 的 几何 表述 方式 过 渡 到 欧 
拉 一 拉 格 朗 日 的 分 析 表 述 方式 ,实际 上 还 有 一 段 很 长 的 道路 机 
走 .这 里 面 的 关键 问题 是 无 穷 级 数 展开 .在 这 个 问题 上 ,无论 是 
欧洲 大 陆 莱 布 尼 茨 的 用 d 派 ,还 是 英伦 三 岛 牛 顿 的 用 点 派 ,都 看 
到 了 这 一 点 .17 世纪 末 18 世纪 初 , 处 于 微 积分 优先 权 争 论 的 两 
派 ,在 这 个 问题 上 却 是 殊途同归 的 . 

(3) 在 这 个 期 间 , 数 学 界 最 大 的 事件 是 牛顿 和 莱 布 尼 芯 关于 
微 积分 优先 权 的 争论 ,这 个 问题 的 方方面面 已 有 充分 的 研究 ,而 
且 已 有 专著 出 版 .在 1699 一 1716 年 间 正 是 双方 热 战 时 期 ,但 是 ， 
欧洲 大 陆 及 英国 之 间 的 交流 似乎 并 未 就 此 完全 停止 .必须 看 到 
数学 史 著 作 中 常常 忽略 的 一 件 事 , 那 就 是 牛顿 的 自然 哲学 体系 
也 是 在 这 50 年 间 战 胜 笛 卡 尔 的 自然 哲学 体系 而 进军 欧洲 大 陆 ， 
特别 是 笛 卡 尔 的 祖国 一 一 法 国 的 ,从 这 里 可 以 看 出 ,知识 传播 的 
历史 是 要 经 历 一 段 时 间 的 .约翰 : 伯 努 利 在 1730 年 还 因为 笛 卡 
尔 体系 而 获得 巴黎 科学 院 大 奖 , 但 到 1734 年 他 就 开始 调和 折 中 
笛 卡 尔 体 系 和 牛顿 体系 ,1735 年 对 笛 卡 尔 学 说 及 牛顿 学 说 开始 
进行 判别 实验 .按照 笛 卡 尔 学 说 ,地 球 是 长 本 球形 的 ,而 根据 牛 
顿 的 计算 ,地 球 应 是 扁平 的 .在 1732 年 ,巴黎 学 术 界 完 全 接受 笛 
卡尔 学 说 . 当年 , 莫 培 督 (Pierre-Louis Moreau Maupertuis, 1698 一 
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1759) 的 《谈论 星体 的 不 同形 状 ) 首 先 站 在 牛顿 的 立场 上 ,因而 遭 
到 很 多 攻击 , 却 得 到 思想 界 的 领袖 人 物 伏 尔 泰 (Francois Marie de 
Voltaire, 1694 一 1778) 的 支持 .于 是 ,问题 变 成 对 地 球 进 行 精密 测 
量 的 问题 .一 开始 人 们 似乎 支持 地 球 纵 长 学 说 .1735 年 莫 培 督 
开始 组 织 到 北极 附近 的 拉 普 兰 和 南美 的 秘鲁 进行 测量 ,在 1737 
年 所 得 到 的 结果 显示 ,两极 的 子午 线 1 度 略 长 一 些 . 1740 年 支 
持 地 球 纵 长 学 说 的 卡 西 尼 家 族 成 员 塞 萨 . 卡 西 尼 ( César Francois 
Cassini de Thury,1714 一 1784) 也 发 现 越 靠 近 北 极 , 子 午 线 1 度 的 
长 度 越 长 ,这 时 牛顿 学 说 完全 取得 胜利 , 伏 尔 泰 不 无 读 讽 地 说 : 
“牛顿 的 计算 不 仅 压 平 了 地 球 , 也 压 平 了 卡 西 尼 们 . ”1740 年 成 
为 巴黎 科学 院 以 第 卡尔 学 说 为 获奖 竞赛 的 最 后 一 年 .其 后 ,欧洲 
大 陆 的 力学 是 用 菜 布 尼 茨 的 微 积 分 表述 的 牛顿 力学 .而 18 世纪 
下 半 叶 的 英国 ,无 论 是 数学 还 是 力学 ,都 大 大 落后 了 . 


3.1.1 伯 努 利家 族 


伯 努 利家 族 是 一 个 声名 显赫 、 人 才华 出 的 家 族 ,至今 在 商 
界 .学术 界 政界 ,法律 界 等 仍 有 许多 这 个 家 族 的 杰出 后 高 . 令 人 
惊奇 的 是 ,从 17 世纪 末 到 19 世纪 初 ,这 个 家 族 一 下 子 出 现 了 十 
几 位 数学 家 ,尤其 是 前 两 代 产生 五 位 杰出 的 数学 家 ,他 们 成 为 伯 
努 利 时 代 欧 洲 大 陆 举 足 轻重 的 人 物 . 前 三 代 的 八 位 数学 家 见 下 
表 , 其 中 老 尼 古 劳 及 小 尼 古 劳 不 是 数学 家 . 

伯 努 和 家 族 世 代 经 商 ,16 世纪 下 半 叶 在 南 尼 德 兰 安特卫普 
定居 , 属 信奉 天 主教 的 西班牙 哈 布 斯 堡 王朝 的 统治 .宗教 改革 时 
期 , 伯 努 利家 族 改 信 新 教 ,因而 受到 迫害 .1583 年 举 家 逃 往 瑞 士 
巴塞 尔 ,从 此 在 这 里 生息 繁衍 .17 世纪 来 , 伯 努 利家 族 中 首先 出 
现 了 两 位 数学 家 , 他们 是 伯 努 利 时 代 的 代表 人 物 . 
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老 尼 十 劳 (16233 ”1708) 
| | 
雅 各 布 小 尼 古 劳 约翰 
(1654—1705) (1662 一 1716) (1667 一 1748) 


| | 
尼 十 劳 1 尼 古 劳 I 丹尼尔 约翰 I[ 
(1687 一 1759) (1695 一 1726) (1700 一 1782) (1710—1790) 


约翰 芽 雅 各 布 本 
(1746 一 1807) (1759—1789) 
雅 各 布 ' 伯 努 利 ,1654 年 12 月 27 日 生 于 瑞士 巴塞 尔 ,是 伯 
努 利家 族 第 一 位 杰出 的 数学 家 .他 于 1671 年 从 巴塞 尔 大 学 哲学 
院 毕 业 , 取 得 艺术 硕士 学 位 ,实际 上 这 在 当时 表示 完成 七 艺 的 基 
础 课 训 练 .其 后 遵照 父亲 的 愿望 ,进入 神学 院 学 习 ,1676 年 取得 
神学 硕士 学 位 ,但 他 没有 成 为 牧师 ,而 是 自学 他 所 喜欢 的 数学 及 
天 文学 .从 1677 年 起 ,他 开始 写 笔 记 “ 沉 思 录 ”(Meditationes) , 把 
自己 的 思想 记录 下 来 .1678 一 1682 年 ,他 遍 游 瑞士 .法国 、 尼 德 
兰 英 国 、 德 国 等 欧洲 国家 , 靠 教书 及 布道 挣 钱 ,同时 广泛 阅读 科 
学 文献 ,并 同 著名 学 者 如 惠 更 斯 . 许 德 . 波 义 耳 . 胡 克 等 人 通信 ， 
这 使 他 掌握 了 当时 最 先进 的 数理 知识 .1682 年 他 发 表 了 第 一 篇 
科学 著作 ,提出 顽 星 周期 性 运动 思想 ,破除 了 关于 彗星 的 种 种 迷 
信和 观念 ,1683 年 他 回 到 巴塞 尔 大 学 , 先 讲授 实验 力学 ,后 在 1687 
年 开始 任 巴塞 尔 大 学 数学 教授 ,直到 1705 年 8 月 16 日 去 世 . 在 
此 期 间 ,他 教 过 他 的 弟弟 约翰 ' 伯 努 利 数学 ,他 的 学 生 中 还 有 坎 
尔 曼 .侄子 尼 古 劳 第 一 ' 伯 努 利 及 大 名 易 瞻 的 欧 拉 的 父亲 保罗 ， 
欧 拉 (Paul Euler, 1670 一 1745). 
雅 各 布 . 伯 努 利 在 巴塞 尔 大 学 期 间 , 才 开始 接触 到 莱 布 尼 区 
1684 年 的 论文 ,并 于 1687 年 间 向 作者 讨教 .从 1690 年 起 ,他 们 
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建立 了 经 常 的 通信 联系 ,讨论 微 积分 .几何 力学 等 种 种 课题 . 雅 
各 布 : 伯 努 利 和 约翰 : 伯 努 利 在 1690 年 首先 提议 用 “积分 "这 个 
术语 代替 莱 布 尼 茨 所 用 的 “ 求 和 ”, 而 且 最 早出 现在 雅 各 布 ` 伯 努 
利 1690 年 发 表 的 论文 之 中 . 雅 各 布 . 伯 努 利 对 分 析 的 最 大 贡献 
是 在 1691 一 1704 年 间 关于 无 穷 级 数 的 研究 .他 还 对 许多 重要 曲 
线 ,特别 是 悬 链 线 及 对 数 螺 线 的 性 质 进 行 探 讨 .他 引 进 顶 圆 积 
分 , 解 出 一 些 常 微分 方程 ,并 解 出 最 速 降 线 问 题 .他 去 世 后 ,于 
1713 年 才 出 版 的 著作 《猜测 术 》 是 概率 论 的 奠基 性 著作 

雅 各 布 : 伯 努 利 的 弟弟 约翰 ' 伯 努 利 1667 年 8 月 6 日 生 于 
瑞士 巴塞 尔 . 他 没有 顺从 父亲 的 意愿 去 经 商 . 1683 年 进入 巴塞 
尔 大 学 哲学 院 学 习 ,1685 年 毕业 并 取得 艺术 硕士 学 位 .其 后 进 
人 医学 院 学 习 , 1690 年 取得 医学 硕士 学 位 ,1694 年 获得 医学 博 
士 学 位 ,但 他 从 未 行医 开业 .在 这 期 间 ,他 在 哥哥 雅 各 布 ' 伯 努 利 
的 指导 下 学 习 数 学 ,从 1687 年 起 兄弟 两 人 一 起 钻研 菜 布 尼 茨 的 
无 穷 小 演算 .约翰 * 伯 努 利 自己 认为 是 他 首先 完全 和 弄 懂 莱 布 尼 获 
的 微分 法 的 .1690 年 约翰 ' 伯 努 利 已 经 是 微 积分 的 独立 研究 者 
了 .由 于 黄金 定理 (实际 上 来 自 雅 各 布 * 伯 努 利 ) 能 巧妙 地 定 出 曲 
线 的 曲率 半径 ,使 他 成 为 莱 布 尼 芯 微 积分 派 的 代表 人 物 .1690 
年 他 游学 巴黎 时 , 同 巴黎 科学 院 院士 瓦 里 涅 昂 及 洛 比 达 修 般 结 
识 , 并 在 1691 一 1692 年 间 向 洛 比 达 授课 .按照 他 们 之 间 的 协议 ， 
洛 比 达 把 约翰 , 伯 努 利 的 讲义 用 自己 的 名 字 出 版 ,这 就 是 第 一 部 
微分 学 著作 《关于 曲线 研究 的 无 穷 小 分 析 》( Analyse des infiniment 
petits pour Liniellegence des lignes courbes )(1696) ,其 后 多 次 重印 ， 
影响 了 几 代数 学 家 . 其 中 刊载 的 洛 比 达 法 则 也 是 属于 约翰 ' 伯 努 
利 的 .约翰 . 伯 努 利 在 教 课 中 第 一 次 把 菜 布 尼 茨 的 微 积分 系统 地 
加 以 论述 , 他 的 《积分 法 数学 讲义 》( Lections mathematicae de 
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methodo integralium ) 于 1742 年 问世 ,微分 法 部 分 的 笔记 直到 1922 
年 才 被 发 现 .约翰 : 伯 努 利 自己 从 1693 年 起 也 开始 同 莱 布 尼 欧 
通信 ,他 们 一 共 交 换 了 275 封 信 , 加 上 他 辣 另 外 100 多 位 数学 家 
的 通信 , 共 达 2 500 多 封 , 现 正 陆续 整理 出 版 . 1695 年 约翰 . 伯 努 
利 被 任命 为 荷兰 格 罗 宁 根 大 学 数学 教授 , 他 教 的 数学 及 实验 物 
理 课 都 非常 成 功 ,许多 大 学 都 发 出 了 邀请 . 1703 年 巴塞 尔 大 学 
为 他 提供 了 薪金 不 高 的 希腊 语 教授 席位 ,他 为 找到 更 好 的 位 置 ， 
故意 拖延 不 去 .1705 年 8 月 在 听 到 他 哥哥 去 世 的 消息 后 , 才 拒绝 
了 其 他 地 方 的 一 切 邀 请 ,返回 故乡 .同年 11 月 ,他 被 任命 为 巴塞 
尔 大 学 数学 教授 ,直到 1748 年 1 月 1 日 去 世 . 

在 1690 一 1740 年 间 整 整 半 个 世纪 的 时 间 里 ,约翰 : 伯 努 利 
是 莱 布 尼 芯 与 欧 拉 之 间 的 欧洲 大 陆 数 学 分 析 的 主要 代表 人 物 ， 
但 当时 研究 的 仍然 是 特殊 问题 ,采用 数学 家 提出 问题 向 其 他 数 
学 家 挑战 的 方式 .在 1690 一 1700 年 间 , 莱 布 尼 芯 、 雅 各 布 . 伯 努 
利 约翰. 伯 努 利 以 及 牛顿 等 都 参与 了 提问 和 竞 答 , 因此 约翰 * 伯 
努 利 同 他 哥哥 的 关系 显著 恶化 . 1700 年 以 后 ,约翰 . 伯 努 利 进 一 
步 卷 入 了 牛顿 和 莱 布 尼 芯 关于 微 积分 优先 权 的 争论 ,成 为 莱 布 
尼 落 的 拥护 者 . 

在 伯 努 利家 族 第 二 代 中 , 尼 古 劳 第 一 ' 伯 努 利 (Nikolaus 工 ， 
1687 一 1759) 对 级 数论 及 概率 论 有 贡献 ,特别 是 对 级 数 的 收敛 和 
发 散 极 为 关注 .他 还 在 偏 微分 法 中 证 明 偏 微分 可 交换 性 定理 . 尼 
古 劳 第 二 ' 伯 努 利 (Nikolaus 了 [ ,1695 一 1726) 对 概率 论 有 贡献 .在 
伯 努 利家 族 第 二 代 中 ,最 伟大 的 科学 家 .数学 家 是 丹尼尔 ' 伯 努 
利 ( Daniel, 1700 一 1782) , 1725 一 1733 年 他 在 圣彼得堡 科学 院 同 
欧 拉 共事 ,在 水 力学 . 弦 振 动 理 论 .声学 及 气体 理论 中 成 功 地 运 
用 了 分 析 方法 ,被 认为 是 数学 物理 的 奠基 人 . 
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3.1.2 一 元 微 积 分 


在 莱 布 尼 茨 发 表 了 两 篇 微 积分 论文 之 后 , 雅 各 布 : 伯 努 利 就 
于 1687 年 开始 同 菜 布 尼 茨 通信 ,其 后 在 1693 年 约翰 ' 伯 努 利 也 
同 莱 布 尼 茨 通信 .约翰 ' 伯 努 利 在 1691 一 1692 年 编写 了 两 本 微 
积分 教科 书 ,是 菜 布 尼 茨 工作 的 精确 化 及 系统 化 ,但 长 期 没有 出 
版 (1742 年 出 版 一 部 分 ) . 1691 年 约 葛 ' 伯 努 利 曾 到 巴黎 教导 法 
国 侯 尔 洛 比 达 , 他 于 1694 年 发 现 “ 洛 比 达 法 则 ”, 并 被 写 进 洛 比 
达 于 1696 年 出 版 的 第 一 本 微 积分 教科 书 《 关 于 曲线 研究 的 无 穷 
小 分 析 》 中 . 

《关于 曲线 研究 的 无 穷 小 分 析 》 共 分 10 节 , 主要 是 微分 法 
则 ,并 且 应 用 于 求 切线 , 极 大 极 小 、 揭 点 及 尖 点 \ 渐 开 线 、 焦 散曲 
线 等 ,最 后 特别 提 到 其 方法 可 扩张 到 超越 曲线 上 . 

约翰 : 伯 努 利 的 《积分 法 数学 讲义 》(1742) 是 当时 积分 法 的 
总 结 . 首 先是 莱 布 尼 芯 一 般 积分 法 及 积分 法 则 ,其 次 包括 曲线 求 
积 ,曲线 求 弧 长 以 及 微分 方程 求解 ,最 后 讨论 焦 散 曲线 、 等 时 降 
线 以 及 悬 链 线 等 有 关 的 力学 及 物理 学 问题 . 

这 两 部 著作 说 明 ,在 伯 努 利 时 代 初 期 , 微 积分 已 经 有 了 一 般 
方法 ,并 且 在 许多 问题 上 得 到 了 应 用 . 

光线 族 的 焦 散 曲线 是 光线 族 的 包 络 ,首先 由 车 恩 豪 斯 引进 ， 
而 约翰 , 伯 努 利 从 1691 年 开始 系统 研究 ,并 得 出 一 些 焦 散 曲线 
的 方程 .同时 , 菜 布 尼 茨 给 出 求 一 族 平面 曲线 包 络 的 一 般 方法 . 

在 微分 法 方面 , 雅 各 布 . 伯 努 利 对 许多 特殊 曲线 如 悬 链 线 、 
抛物 螺 线 .对 数 螺 线 等 的 各 种 微分 性 质 进 行 了 研究 . 

悬 链 线 问 题 是 非常 有 名 的 . 悬 链 线 是 指 把 一 条 柔软 的 绳子 
的 两 端 固定 后 自由 悬垂 所 呈 的 曲线 形状 ,这 是 在 微 积 分 历史 上 
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提出 的 第 一 个 比较 难 的 问题 . 雅 各 布 ' 伯 努 利 于 1690 年 5 月 在 
《博学 者 学 报 》 上 提出 这 个 问题 ,公开 向 各 国 数学 家 挑战 ,但 这 个 
问题 的 历史 并 不 短 .1636 年 伽利略 曾 认为 是 抛物 线 .1646 年 ,17 
岁 的 惠 更 斯 证 明 合 利 略 错 了 , 它 不 可 能 是 抛物 线 , 但 是 他 还 不 清 
楚 这 是 什么 曲线 .差不多 半 个 世纪 之 后 ,这 个 老 问 题 又 被 提出 
来 ,有 三 位 数学 家 提出 了 解答 :一 位 是 惠 更 斯 ,一 位 是 莱 布 尼 茨 ， 
再 一 位 是 约翰 ' 伯 努 利 , 他 们 都 得 出 了 正确 的 解答 一 一 悬 链 线 ， 
并 正确 描述 了 它 的 性 质 . 他 们 的 有 关 解 答 发 表 在 《博学 者 学 报 》 
1691 年 6 月 号 上 ,但 都 没有 公开 他 们 的 方法 .从 他 们 的 通信 及 
历史 文献 来 看 , 惠 更 斯 用 的 是 阿 基 米 德 的 古典 方法 ,而 莱 布 尼 菊 
和 约翰 ' 伯 努 利用 的 是 微分 法 .由 于 微分 法 更 直接 ,所 以 ,这 一 次 
竞赛 可 以 说 标志 着 新 的 微分 法 战胜 了 古典 方法 ， 

约翰 ' 伯 努 利 的 方法 更 为 简单 ,这 已 在 他 给 洛 比 达 的 积分 法 
讲义 中 完全 叙述 出 来 .实际 上 ,他 得 出 方程 


dy = dx, 
其 中 * 表示 弧 长 ,经 过 变换 可 得 
dy = Cdx ， 
VX- a 
积分 应 得 
xz = 二 ae + e-&) — a. 


2 
由 于 约翰 ' 伯 努 利 还 没有 对 数 函 数 及 指数 函数 的 观念 ,最 后 一 步 
他 是 通过 几何 方法 画 出 曲线 而 得 到 的 .这 表明 ,在 伯 努 利 时 代 ， 
分 析 还 不 能 完全 摆脱 几何 的 束缚 . 
尽管 牛顿 和 莱 布 尼 芯 已 经 为 积分 莫 定 了 基础 ,但 积分 问题 
远 比 微分 困难 .其 后 200 多 年 间 ,数学 家 们 对 积分 及 其 推广 一 一 
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微分 方程 有 着 广泛 的 研究 . 伯 努 利 兄 弟 在 1690 年 首先 引进 “ 积 
分 "的 概念 来 取代 莱 布 尼 茨 的 “ 求 和 "”. 约翰 ' 伯 努 利 发 展 了 积分 
的 计算 方法 ,特别 是 用 部 分 分 式 法 对 有 理 分 式 进 行 积分 . 1697 
年 他 运用 分 部 积分 法 证 明 

| as = 二 + 十- 
1695 年 雅 各 布 ' 伯 努 利 首先 提出 伯 努 利 微分 方程 

y +P(x)y= Q(x)Yy'", 

不 久 莱 布 尼 芯 , 雅 各 布 ' 伯 努 利 及 约翰 ' 伯 努 利 都 获得 了 解法 . 约 
输 ' 伯 努 利 在 一 阶 齐 次 常 微分 方程 的 积分 方面 首先 应 用 了 积分 
因子 ,对 当时 数学 家 所 关心 的 .来源 于 等 角 轨 线 的 问题 ,他 也 给 
出 了 解答 (1698) .另外 一 个 重要 贡献 是 莱 布 尼 茨 及 约翰 ' 伯 努 利 
提出 用 偏 微分 来 处 理 曲 线 族 问题 ,不 过 ,为 了 把 它们 当成 秘密 武 
器 向 其 他 数学 家 挑战 ,他们 保密 了 20 年 .这 在 当时 是 一 种 普遍 
现象 . 

在 18 世纪 的 英国 , 微 积分 占据 数学 研究 的 主流 .英国 的 数 
学 由 于 对 微 积分 优先 权 的 争论 , 仍 坚持 沿 着 牛顿 开辟 的 道路 发 
展 .18 世 纪 上 半 叶 ,英国 的 数学 也 对 微 积 分 的 发 展 做 出 了 自己 
的 贡献 . 科 兹 协助 牛顿 修订 出 版 (自然 哲学 的 数学 原理 ?第 2 版 
(1713) ,他 本 人 也 是 数学 家 ,特别 是 他 首次 得 到 (1714) 所 请 欧 拉 
公式 

ex = COSX +isinx， 
而 对 于 棣 莫 弗 的 著名 公式 
(cos0 + i sing)" = cosnd + i sinnb. 
他 似乎 并 没有 明显 写 出 ,不 过 由 他 的 著作 可 以 推测 , 科 兹 可 能 早 
在 1707 年 就 已 知道 .在 1707 年 的 (哲学 汇 刊 》F , 科 兹 写 出 
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六 (sinmg 十 V 一 icosmg) 十 二 (sinmg 一 V 一 icosng)* = sin0 . 
在 4 分析 杂 著 ?中 ,他 写 出 


(cosO +i sinO)» = cos rt Uy 十 il sin srt 0 

在 这 本 书 中 , 科 兹 还 讨论 了 虚数 ,并 将 圆 的 扇形 公式 推广 为 等 边 
双 曲 线 的 扇形 公式 ,这 样 他 接近 得 到 双 曲 函数 . 1739 年 科 兹 还 
能 正确 地 求 出 <c + V -5 的 n 次 根 ,他 很 可 能 早 在 1730 年 之 前 
就 已 经 知道 斯 特 灵 公式 


以 及 斯 特 灵 级 数 . 
.泰勒 在 1715 年 出 版 了 《 增 量 的 直接 和 道 方法 》( Methodus in- 
crementorum directa et inversa ) ,其 中 提出 了 著名 的 泰勒 级 数 


fx+ ao) =Ae) tf (er+f" (+) 十 … 


不 过 ,泰勒 级 数 早已 为 格 利 高 里 及 约翰 : 伯 努 利 所 知道 ,但 泰勒 
并 不 晓得 , 泰勒 本 人 则 是 在 1712 年 7 月 26 日 致 马 钦 (John 
Machin, 1680 一 1751) 的 信 中 宣布 的 .他 说 ,他 的 发 现 是 在 柴 尔 德 
(Child) 咖 啡 馆 的 一 次 谈话 中 想到 的 , 当时 谈 的 是 用 "区 萨 克 , 牛 
顿 历 士 的 级 数 " 解 “ 开 普 勒 问题 "以 及 "哈雷 博士 的 求 多 项 式 的 

1730 年 斯 特 灵 出 版 了 《微分 方法 》( Methodus differentialis )， 
发 展 了 级 数 求 和 理论 及 有 限 差分 方法 .为 了 回答 巴克 莱 ( George 
Berkeley,1685 一 1753) 在 《分 析 学 家 》(1734) 中 对 流 数 法 的 攻击 ， 
许多 数学 家 发 展 了 牛顿 的 流 数 方法 ,如 辛普森 在 1737 年 出 版 了 
《 流 数 新 论 》, 特 别 是 麦克 劳 林 在 1742 年 出 版 了 《 流 数论 》, 完全 
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按照 牛顿 后 来 的 办 法 ,用 古典 几何 的 方法 来 前述 流 数 方法 ,其 中 
也 包括 一 些 新 发 现 ,如 麦克 劳 林 级 数 , 尽 管 它 是 泰勒 级 数 的 特 
例 .《 流 数论 ) 的 特点 在 于 从 公理 出 发 ,仿照 欧 几 里 得 的 方式 来 推 
演 , 以 求 保 持 古 典 几何 式 的 严密 性 .为 此 ,麦克 劳 林 完全 不 用 无 
穷 和 无 穷 小 的 概念 ,后 来 拉 格 朗 日 对 此 也 大 为 称赞 .他 在 用 流 数 
法 解决 力学 ,物理 学 及 天 文学 问题 时 , 仍 采 用 综合 几何 的 方法 ， 
这 不 能 不 说 是 非常 高 明 的 ,但 与 先进 的 普遍 的 分 析 方 法 显然 背 
道 而 驰 ,尽管 麦克 劳 林 在 位 势 论 方面 取得 一 定 成 就 ,但 他 的 方法 
很 难 推广 . 

在 伯 努 利 时 代 ,无 穷 级 数 法 也 在 欧洲 大 陆 得 到 发 展 . 

由 几何 方法 问 分 析 方 法 过 渡 的 关键 一 步 就 是 无 穷 级 数 , 牛 
顿 和 莱 布 尼 茨 都 掌握 了 这 个 工具 .牛顿 早 在 1665 年 就 发 现 了 二 
项 级 数 ,1669 年 开始 考虑 更 一 般 的 无 穷 级 数 ,例如 求 双 曲线 


了 = 二 十 区 
下 的 面积 .牛顿 先 用 长 除法 得 出 展开 式 


然后 逐 项 积分 ,得 出 相当 于 莫 卡 托 在 1668 年 提出 的 结果 


2 3 
log(1+x)=x- 当 + 他- 


对 于 求 圆 面积 ,牛顿 用 开 根 法 求 出 
的 无 穷 级 数 ,然后 如 法 炮制 ， 
实际 上 ,牛顿 有 意识 地 把 代数 (他 称 之 为 分 析 ) 规 则 运用 到 
无 穷 多 项 的 情形 , 即 对 隐 消 数 情 形 
f(x,y)=0, 
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把 y 表 为 x 的 震级 数 , 这 是 牛顿 在 “后 书 " 中 用 字谜 写 的 . 现在 这 
种 方法 被 称 为 牛顿 平行 四 边 形 法 ,实际 上 是 未 定 系数 法 .牛顿 并 
没有 提供 证 明 , 它 是 在 几 十 年 后 由 克拉 梅 和 密斯 特 纳 给 出 的 . 
牛顿 还 提出 “级 数 反 演 法 " , 它 由 棣 英 弗 在 1698 年 的 论文 中 
完全 地 加 以 阐述 . 例如 ,对 于 双 曲 线 下 的 面积 
2 3 


4- 和 和. 
7-%* T2173 


即 对 数 函 数 , 反 演 以 后 得 出 


2 ,3 
一 和 和 
x%=1l+y+77 +'6 


这 就 是 指数 函数 .同样 可 得 出 arcsinx ,arctanx ,sinx ,cosx 等 的 展 
开 式 , 并 可 求 出 旋 轮 线 及 割 圆 曲 线 下 的 面积 ,当时 所 缺乏 的 主要 
是 函数 的 观念 . 

牛顿 还 进一步 提出 用 无 穷 级 数 法 解 微分 方程 . 

莱 布 尼 区 在 1673 年 也 独立 得 出 sinx , cosx 及 arctanx 的 展 
开 式 ,并 在 1674 年 得 出 


+ 


xl1_ 工 +- 工 -| 
4 3 5 7 


在 听 说 牛顿 同样 的 工作 以 后 , 莱 布 尼 菊 通过 奥 尔 登 堡 于 1676 年 
告诉 牛顿 这 些 结果 以 及 其 他 一 些 结果 .对 于 牛顿 在 “后 书 " 中 的 
字谜 , 莱 布 尼 蒋 当然 解 不 开 ,不 过 他 自己 还 是 摸索 出 一 般 的 未 定 
系数 法 ,并 用 来 求 积分 以 及 进一步 解 微分 方程 .例如 ,对 于 


-二 


他 采用 微分 方程 形式 
ady+xdy- adx =0, 
用 
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y= bx+ ex + dx + 


或 
2 3 .。 
x=ly+m +ny + 
代 人 , 即 得 
和 X3 
7 726 + 36 
或 


莱 布 尼 芯 认为 ,他 的 方法 “更 方便 、 更 普遍 ”. 的确 , 它 用 不 着 级 数 
反 演 的 复杂 步骤 . 

1694 年 ,约翰 . 伯 努 利 宣布 他 的 新 方法 改进 了 芋 布 尼 芯 的 
未 定 系数 法 . 实际 上 ,他 引进 了 “万 有 级 数 ”(series universalissi- 
ma) ,一 般 用 来 表示 所 有 求 积 \ 求 长 以 及 其 他 微分 的 积分 , 即 
好 dn 2 dn 2 dn 
2 dz 2.3 dr2 234 dB 
实际 上 ,这 个 伯 努 利 级 数 等 价 于 泰勒 级 数 ,但 不 完全 一 样 , 约 
输 ' 伯 努 利 是 重复 应 用 分 部 积分 法 而 得 到 这 个 公式 的 . 

在 积分 技术 上 ,约翰 : 伯 努 利 也 做 出 了 主要 员 献 ,他 首先 引 
人 一 些 变 元 代 换 方法 来 化 简 积分 .例如 ,利用 


| am 


bi 
p+ 
可 把 积分 
2 
uu 
| 2- ids 
化 为 
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从 而 变 成 可 积 的 形式 .他 还 在 1702 年 引信 部 分 分 式 方法 


a’ -|2 1 1 
| 2 2dx = Sota) de, 


亿 —X 


使 得 许多 分 式 函 数 可 求 得 积分 ， 


3.1.3 多 元 微 积分 


比 起 一 元 微 积分 来 ,对 多 元 微 积 分 的 历史 研究 是 一 个 受到 
忽视 的 领域 .直到 最 近 , 对 从 1690 年 到 1750 年 半 个 多 世纪 的 前 
史 才 有 了 比较 详尽 的 研究 .从 逻辑 上 讲 , 偏 导数 的 概念 依赖 于 比 
较 明确 的 函数 观念 ,而 这 个 观念 直到 欧 拉 (1748) 才 正式 用 表达 
式 确定 下 来 .因此 ,此 前 的 微分 法 需要 无 穷 小 量 以 及 由 它 产 生 的 
微分 概念 ,相应 的 多 元 微 积分 概念 就 是 偏 微分 .但 是 ,由 于 后 来 
偏 导 数 概 念 的 引进 , 偏 微分 的 概念 在 完成 了 自己 的 历史 使 命 后 ， 
就 从 文献 中 消失 了 ,但 一 元 函数 的 微分 及 多 元 函数 的 全 微分 仍 
然 保 留 了 下 来 ,这 种 现象 在 法 文 文献 中 很 明显 ,在 法 文 文献 中 把 
偏 微分 方程 称 为 偏 导 数 方程 (equations auxdérivées partielles), 而 
把 常 微 分 方程 称 为 微分 方程 (equations diffarentielles) ,这 些 用 法 
不 仅 合 理 , 而 且 符 合 历 史 事 实 . 

当时 ,数学 家 们 采用 不 同 的 符号 来 表示 偏 导数 .最 早 是 欧 拉 
在 1755 年 的 《微分 法 导 引 》 中 ,对 一 元 函数 及 多 元 函数 不 加 区 别 


地 用 
d d d 中 du 
(于 ) 中 
来 表示 偏 导数 .后 来 ,拉克 和 鲁 瓦 在 他 的 教科 书 中 去 掉 括 号 ,这 种 
记号 一 直 为 法 国 数学 家 (如 埃 尔 米 特等 ) 沿 用 到 19 世纪 末 . 拉 格 
朗 日 在 他 的 教科 中 分 别 用 
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Uy Uy WU Us Wl 
来 表示 个 中 的 偏 导数 ,显然 这 种 记号 很 容易 混淆 ,后 来 没有 人 党 
用 . 

现在 通用 的 数学 符号 

Bu Bu Ou Ou 

x ’ Oy ’ ox’ xy | 
是 雅 可 比 在 1841 年 首先 使 用 的 ,然后 被 德国 人 所 使 用 ,后 来 在 
19 世纪 未 为 毕 卡 (Charles Emile Picard, 1856 一 1941)、 若 尔 当 
(Camille Jordan, 1838 一 1922)、 达 尔 布 (Gaston Darboux, 1842 一 
1917) 等 人 所 引用 , 遂 成 为 标准 的 用 法 .不 过 ,德国 数学 史家 史 台 
克 尔 (Paul Gustav Stackel, 1862 一 1919) 指 出 , 雅 可 比 的 记号 在 
1786 年 已 为 勒 让 德 首 先 使 用 过 . 柯 西 在 1844 年 用 的 记号 是 偏 微 
分 


du = D, (u)dx, 

他 还 使 用 过 dxdy (uw) 等 记号 ,后 来 都 被 放弃 了 .不 过 这 反映 了 
历史 的 顺序 . 

1692 年 , 菜 布 尼 茨 在 《博学 者 学 报 》 上 发 表 了 一 篇 题 为 《无 
穷 分 析 的 新 应 用 》 的 论文 . 两 年 后 , 1694 年 他 又 发 表 了 题 为 《 微 
分 法 的 新 应 用 》 的 论文 .这 两 篇 论文 都 讨论 了 同一 问题 :对 任 一 
个 曲线 族 , 求 出 曲线 族 的 包 络 .在 这 里 ,所 谓 包 络 是 指 一 条 曲线 ， 
其 上 每 一 点 均 与 曲线 族 中 的 一 条 曲线 相 切 . 

包 络 的 概念 并 非 新 的 , 1644 年 托 里 切 利 在 研究 外 弹道 学 
时 ,就 引入 了 这 个 概念 . 托 里 切 利 证 明 ,在 同一 垂直 平面 上 ,以 不 
同 仰角 射击 的 炮弹 的 轨 线 都 是 抛物 线 ,这 一 族 弹 道 抛物 线 都 与 
一 条 固定 的 抛物 线 相 切 ,这 条 固定 的 抛物 线 被 称 为 “安全 抛物 
线 ”" ,因为 它 决 定 了 炮弹 的 射程 , 它 就 是 弹道 抛物 线 族 的 包 络 . 
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惠 更 斯 在 1678 年 向 巴黎 科学 院 通报 了 他 的 光 的 波动 说 ,他 
的 理论 后 来 以 ( 光 论 》( Traite de Lumiere ) 为 题 出 版 ,其 中 他 提出 
了 惠 更 斯 原理 : 波 阵 面 上 的 每 一 点 都 是 发 出 子 波 的 中 心 ,新 的 波 
阵 面 就 是 这 些 子 波 波 阵 面 的 包 络 . 由 此 ,他 得 出 了 包 络 的 作 图 
法 ,并 以 此 来 解释 光 的 传播 过 程 . 

莱 布 尼 茨 工作 的 创造 性 在 于 应 用 微分 法 给 出 包 络 的 一 般 算 
法 , 即 对 于 曲线 族 

V(x,y,a)=0, 

求 出 偏 微分 系数 


artx,y,c)_0 
Ba 1 


然后 消去 ,得 出 *,y 的 关系 式 , 即 包 络 线 的 方程 . 

莱 布 尼 茨 的 方法 虽然 很 简单 ,但 是 实际 上 有 着 概念 上 的 突 
破 . 原来 微分 法 只 适用 于 曲线 , 现在 他 把 它 应 用 于 曲线 族 . 当时 
曲线 的 观念 反映 的 是 两 个 坐标 之 间 的 关系 ,而 曲线 族 的 概念 与 
此 十 分 不 同 , 莱 布 尼 芯 在 论文 中 ,一 开始 就 极为 小 心地 定义 曲线 
族 ,他 称 之 为 “ 按 顺 序 位 置 给 出 的 无 穷 多 曲线 ” (infinitae curvae 
ordinatim positione datae) ,这 个 概念 推广 了 通常 微 积分 中 按 顺 序 
位 置 给 出 的 无 穷 多 个 纵 坐 标 .然后 ,他 大 胆 地 把 微分 法 用 于 “ 参 
数 ” ,也 称 之 为 “ 参 模 ”(moduli) ,这 样 他 就 得 出 了 包 络 方程 . 1692 
年 冬 , 约 翰 : 伯 努 利 利 用 莱 布 尼 芯 的 方法 求 出 “安全 擅 物 线 ” 的 方 
程 ,并 告诉 了 洛 比 达 . 洛 比 达 将 其 收入 他 的 《关于 曲线 研究 的 无 
穷 小 分 析 》(1696) 中 . 

但 是 , 菜 布 尼 茨 的 这 两 篇 论文 并 没有 引起 人 们 太 多 的 注意 ， 
甚至 菜 布 尼 茨 本 人 后 来 也 没有 怎么 提 , 原 因 是 多 方面 的 ,对 参数 
微分 似乎 是 特殊 的 做 法 ,而 对 究竟 什么 时 候 这 样 做 合法 却 不 得 


第 5 章 微 积分 759 


而 知 . 男 外 ,正如 雅 各 布 : 伯 努 利 所 指出 的 , 包 络 问题 是 一 个 特殊 
问题 ,通过 经 典 的 重 根 论证 即 可 解决 ,而 无 须 用 什么 新 方法 .这 
样 , 偏 微分 的 苗头 一 冒 头 就 又 缩 了 回去 . 

曲线 族 问题 再 一 次 引起 重视 是 1696 年 约翰 ' 伯 努 利 提出 的 
最 速 降 线 问题 ,这 个 问题 及 其 解决 标志 着 变 分 法 的 诞生 ,对 此 我 
们 将 在 以 后 叙述 .1697 年 所 有 大 数学 家 都 给 出 了 自己 的 解答 . 
牛顿 , 菜 布 尼 茨 , 雅 各 布 : 伯 努 利 及 约翰 ' 伯 努 利 都 得 出 了 正确 的 
解答 : 旋 轮 线 .在 这 个 问题 结束 时 ,不 仅 直接 导致 对 一 些 变 分 问 
题 ( 如 等 周 问题 ) 的 研究 , 而 且 还 导致 对 曲线 族 的 研究 .就 在 
1697 年 的 解答 发 表 后 不 久 , 伯 努 利 兄弟 就 开始 研究 曲线 族 的 问 
题 .他 们 两 人 还 意识 到 需要 用 新 方法 来 讨论 超越 曲线 族 的 问题 . 
实际 上 ,在 约翰 ' 伯 努 利 解决 最 速 降 线 问题 的 论文 的 结尾 ,他 就 
提出 了 超越 曲线 族 的 正 交 轨 线 问题 ,这 是 由 等 时 曲线 问题 引出 
的 .另外 一 组 问题 也 导致 了 偏 微分 法 的 创立 ,这 就 是 雅 各 布 : 伯 
努 利 提 出 的 “最 捷 路 径 问 题 ”(problema de celerimo appulsu) . 

正 是 由 于 这 些 曲线 族 的 切线 问题 以 及 一 般 曲 线 族 的 问题 ， 
使 菜 布 尼 茨 再 次 运用 他 过 去 的 偏 微分 方法 ,而 且 他 认识 到 不 管 
曲线 的 超越 性 有 多 大 ,他 的 方法 也 适用 .约翰 . 伯 努 利 也 得 出 了 
类 似 的 结果 .更 重要 的 是 ,他 们 惊奇 地 发 现 了 一 个 新 定理 , 即 微 
分 与 积分 可 交换 定理 

da | P(x,a)dx = | aapceaaz 
而 且 他 们 的 新 算法 都 用 到 了 这 个 公式 ,他 们 已 经 意识 到 有 两 种 
(人 篇) 微分 ds 与 dS, 约 输 . 伯 努 利 还 考虑 过 新 的 二 阶 微分 
dsdS. 不 过 ,可 交换 性 定理 
dud,S = dd,S 
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直到 1719 年 才 由 尼 古 劳 第 一 * 伯 努 利得 到 . 

1698 年 雅 各 布 ` 伯 努 利 提出 了 自己 解决 正 交 轨 线 问题 的 方 
法 ,他 认为 对 代数 曲线 不 成 问题 ,而 对 超越 曲线 却 很 困难 .他 也 
用 微分 与 积分 可 交换 公式 来 解 对 数 曲线 族 的 正 交 轨 线 问题 . 他 
虽然 没有 得 到 莱 布 尼 芯 及 约翰 : 伯 努 利 的 一 般 方法 ,但 在 当时 ， 
这 个 问题 看 来 也 算 解决 了 . 其 后 15 年 间 , 一 直 没 有 再 引起 大 家 
的 注意 . 而 莱 布 尼 茨 的 "由 曲线 到 曲线 "的 新 微分 法 也 就 没有 公 
之 于 世 . 

从 1699 年 到 1714 年 是 牛顿 与 莱 布 尼 芯 关于 微 积分 优先 权 
展开 激烈 争论 的 时 期 . 莱 布 尼 茨 对 于 英国 皇家 学 会 的 不 公正 载 
决 一 直 耿耿 于 怀 . 1714 年 末 , 他 在 写 给 约翰 . 伯 努 利 的 一 封 信 中 
说 ,他 想 找 出 一 些 问题 难 倒 英国 数学 家 . 于 是 ,约翰 : 伯 努 利 把 
17 世纪 末 的 一 些 问 题 找 了 出 来 ,最 后 莱 布 尼 茨 选中 了 正 交 轨 线 
问题 ,并 于 1715 年 12 月 向 英国 数学 家 挑战 ,虽然 他 要 求 给 出 普 
遍 适 用 的 方法 ,但 举 的 例子 却 是 双 曲 线 族 .约翰 :和 伯 努 利 马 上 意 
识 到 莱 布 尼 芯 犯 了 错误 ,他 告诉 了 莱 布 尼 芯 ,并 把 他 的 儿子 尼克 
劳 第 二 : 伯 努 利 的 解法 通知 了 他 . 

英国 数学 家 的 反应 也 出 乎 莱 布 尼 蔬 的 预料 . 1716 年 初 , 牛 
顿 很 快 发 现 它 可 化 为 一 个 二 阶 微分 方程 问题 . 凯 尔 很 容易 就 解 
决 了 双 曲 线 族 的 问题 ,他 的 方法 和 莱 布 尼 汞 的 基本 一 样 .其 他 英 
国 数学 家 ,如 斯 特 灵 , 帕 贝 尔 顿 (Henry Pemberton, 1694 一 1771) 以 
及 马 钦 ,都 得 到 了 解答 . 

约翰 : 伯 努 利 的 学 生 赫 尔 曼 在 1717 年 发 表 的 论文 中 ,批评 
了 牛顿 的 方法 .他 说 ,这 个 问题 只 需 化 为 一 阶 偏 微分 方程 即 可 ， 
实际 上 他 的 方法 就 是 菜 布 尼 茨 于 1694 年 提出 的 算法 . 

1716 年 3 月 , 莱 布 尼 区 再 次 以 广义 旋 轮 线 的 正 交 轨 线 问题 
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向 英国 数学 家 挑战 ,但 也 没有 难 倒 他 们 . 1717 年 泰勒 及 替 尔 曼 
给 出 了 解法 ,1718 年 尼 十 劳 第 二 ' 伯 努 利 给 出 了 两 种 解法 , 1719 
年 尼 古 劳 第 一 伯 努 利 给 出 了 另 一 种 解法 ,而 最 有 意义 的 则 在 于 
尼克 劳 第 一 : 伯 努 利 发 现 了 混合 二 阶 偏 微分 的 可 交换 性 ,他 真正 
系统 地 论述 了 偏 微分 方法 ,1720 年 尼 古 劳 第 二 . 伯 努 利 综述 了 
所 有 方法 ,给 正 交 轨 线 问题 打上 了 休止 符 ,同时 也 结束 了 偏 微分 
方法 的 第 一 时 期 . 

偏 微 分 方法 的 第 二 时 期 主要 是 18 世纪 30 一 40 年 代 . 数 学 
史 研 究 显示 ,法国 数学 家 方 丹 (Alexis Fontaine de Bertins, 1704 一 
1771) 是 这 个 时 期 的 主角 ,他 在 1732 一 1734 年 以 及 其 后 发 表 的 一 
系列 论文 中 ,发 展 了 多 元 微分 法 .他 的 方法 也 来 自 曲 线 族 的 问 
题 ,但 他 讨论 的 问题 是 原来 并 不 属于 这 个 范畴 的 “最 速 降 线 ” 及 
“等 时 曲线 "问题 ,他 的 方法 是 在 流 数 之 外 又 加 上 微分 d, 因 而 他 
的 方法 被 称 为 “ 流 数 一 微分 法 ” ,也 就 是 除了 微分 之 外 ,明显 地 出 
现 了 “微分 系数 " ,这 就 是 隐 含 的 偏 导数 . 1737 年 他 还 得 出 了 两 
个 独立 变 元 的 齐 性 函数 定理 , 即 : 如 果 F 是 两 个 独立 变 元 %,y 
的 n 次 齐 次 表达 式 ,也 就 是 

F(Ax,Ay) =A"F(%,y), 


且 
dF = Adx + Bdy, 
则 微分 系数 4 , B 满足 方程 
nF = A,+ B,. 


1738 年 方 丹 得 出 三 个 变 元 的 全 微分 方程 
dx+a(x,y,p)dy+x(x,y,p)dp=0 
的 可 积 性 条 件 .次 年 , 克 莱 洛 得 出 
dz= pdx + gdy 
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是 正 合 积分 的 条 件 . 

多 元 微 积分 的 系统 化 理论 的 主要 建立 者 是 欧 拉 . 早 在 1730 
年 ,他 已 经 有 了 偏 微分 方法 的 系统 理论 ,而 在 1740 年 他 对 无 穷 
小 演算 已 有 系统 的 计划 .不 过 ,这 两 份 材料 是 以 手稿 的 形式 后 来 
在 《 欧 拉 全 集 》 中 发 表 的 . 其间, 他 还 写 了 一 些 论文 ,但 都 是 在 
1740 年 以 后 才 正 式 发 表 . 

在 欧 拉 1730 年 的 手稿 《 论 微分 》( De differeniiell) 中 ,他 虽 没 
有 明显 使 用 函数 一 词 ,但 已 有 二 变 元 变量 及 其 表达 式 和 它们 的 
微分 的 概念 .因此 ,他 第 一 次 脱离 曲线 族 来 定义 偏 微分 ,然后 得 
出 偏 微分 顺序 交换 公式 及 齐 性 函数 定理 . 实际 上 ,1740 年 他 已 
有 三 变 元 全 微分 方程 是 常 微分 方程 的 推广 的 观念 ,而 且 知 道 系 
数 也 必须 有 三 个 变 元 .不 过 ,他 还 没有 偏 微分 方程 的 概念 ,因为 
他 缺少 函数 的 观念 ,这 个 观念 在 18 世纪 40 年 代 由 欧 拉 及 达 兰 
贝尔 得 到 ,并 顺理成章 地 得 出 了 偏 导 数 的 观念 . 1744 年 达 兰 贝 
尔 已 得 出 偏 导数 的 运算 ,1747 年 他 得 出 偏 微分 方程 及 其 解法 . 

多 元 函数 的 微分 法 的 一 个 中 心 定理 是 


OF(x,y) OF(x,y) 四 
ay 7 ox © 


从 欧 拉 起 直到 19 世纪 60 年 代 , 所 有 证 明 都 有 一 些 毛 病 , 它 们 依 
赖 于 这 样 一 个 “ 引 理 ”: 若 函数 F(x, a) 对 a 的 无 穷 小 值 也 是 无 
穷 小 , 则 对 这 些 无 穷 小 的 a 值 ,有 

F(x,a)= F(x,a). 
1867 年 芬兰 数学 家 林 德 洛 夫 (Lorentz Leonard Lindalof, 1827 一 
1908) 举 出 一 个 反例 


F(x,a) = asin( 过 
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由 此 产生 了 一 个 间 题 :是 否 全 及 之 上 存在 ,它们 就 相等 呢 ? 
1873 年 施 瓦 茨 (Hemann Amandus Schwarz,1843 一 1921) 对 此 给 出 
一 个 反例 


有 
flx,y)= ?arctan( 工 ) 一 yarean( 过 | ， 
于 是 , 施 瓦 欧 在 9 , 3- 存在 且 连 续 的 假定 之 下 ,证 明了 等 式 
GxDy Gex 
外 .其 后 ,对 这 个 假定 稍稍 有 些 放松 . 
对 于 多 元 函数 的 积分 ,在 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 
已 经 出 现 ,但 它 是 用 几何 方法 求解 的 . 对 于 特殊 的 区 域 , 有 些 二 
元 函数 积分 可 用 累 次 积分 算出 来 . 1770 年 欧 拉 对 由 弧 围 成 的 有 
界 区 域 上 的 二 重 定 积分 给 出 了 用 累 次 积分 计算 的 方法 . 1773 年 
拉 格 朗 日 讨论 了 三 重 积分 ,并 考虑 了 通过 坐标 变换 使 积分 化 简 
的 问题 .大 约 同 时 , 拉 普 拉 斯 等 人 也 在 考虑 球 坐 标 变换 的 问题 . 
在 19 世纪 ,各 种 不 同 的 用 坐标 变换 来 化 简 三 重 积分 的 计算 方法 
先后 出 现 ， 


3.2 欧 拉 时 代 


欧 拉 无 疑 是 18 世纪 最 伟大 的 数学 家 , 他 的 影响 所 及 达 半 个 
多 世纪 (1730 一 1790). 欧 拉 时 代 最 主要 的 特征 就 是 把 几何 的 分 
析 转 变 成 代数 的 分 析 ,在 这 个 转变 过 程 中 ,函数 及 其 各 种 无 穷 表 
示 一 一 无 穷 级 数 .无 穷 乘 积 ,无穷 连 分 式 、 三 角 级 数 等 ,占据 分 析 
的 中 心地 位 .表面 上 这 是 一 种 形式 的 转变 ,实际 上 这 是 数学 潮流 
的 一 次 大 变革 .这 可 以 由 欧 拉 及 其 同时 代 人 的 著作 看 出 来 .现代 
学 生 很 难 读 懂 稍 卡尔 .牛顿 、 莱 布 尼 茨 的 著作 ,但 是 读 欧 拉 的 著 
作 却 会 感到 十 分 亲切 . 欧 拉 还 以 一 种 新 的 普遍 性 来 代替 以 前 的 
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特殊 性 ,17 世纪 到 18 世纪 初 关于 特殊 曲线 的 特殊 性 质 的 研究 ， 
已 被 一 般 的 函数 及 其 运算 所 取代 . 尽管 欧 拉 没有 开创 什么 新 领 
域 , 但 是 这 种 普遍 性 已 经 带 来 分 析 在 几何 力学、 天 体力 学 及 物 
理学 上 的 重要 应 用 ,求解 微分 方程 成 为 其 中 的 中 心 问题 .代数 及 
分 析 的 胜利 使 人 们 不 再 纠缠 于 分 析 的 严密 性 ,正如 达 兰 贝尔 所 
说 ,“ 前 进 ,你 就 会 有 信心 ”而 严密 性 问题 最 后 留 给 了 拉 格 朗 日 
去 考虑 . 


3.2.1 殉 拉 


欧 拉 , 1707 年 4 月 19 日 生 于 瑞士 巴塞 尔 . 欧 拉 的 父亲 保 
罗 :. 欧 拉 曾 在 巴塞 尔 大 学 学 习 神 学 , 曾 听 过 雅 各 布 . 伯 努 利 的 课 . 
1708 年 ,保罗 . 欧 拉 在 巴塞 尔 附近 的 黎 恩 任教 区 牧师 ,全 家 迁 往 
黎 恩 . 1713 年 欧 拉 进 人 巴塞 尔 拉 丁 学校 接 受 初 等 教育 ,1720 年 
进入 巴塞 尔 大 学 哲学 系 , 1723 年 获得 硕士 学 位 . 他 父亲 打算 让 
欧 拉 继承 自己 的 事业 ,成 为 一 名 神职 人 员 ,于 是 1723 年 10 月 欧 
拉 在 神学 系 注册 . 但 是 欧 拉 对 神学 的 课程 并 不 特别 热衷 ,而 表现 
出 对 科学 的 兴趣 ,特别 是 听 约 翰 : 伯 努 利 每 天 午后 两 小 时 的 课 
程 : 

1720 一 1721, 几何 学 ; 

1721 一 1722 ,理论 及 实用 算术 ; 

1722 一 1724, 儿 何 学 及 其 应 用 选 讲 ; 

1724 一 1725 ,天 文学 . 
雅 各 布 : 伯 努 利 在 1705 年 去 世 之 后 ,他 的 弟弟 约翰 ' 伯 努 利 继承 
了 他 在 巴塞 尔 大 学 的 数学 教授 职位 . 约翰 ' 伯 努 利 的 两 个 儿子 尼 
古 劳 第 二 . 伯 努 利和 丹尼尔 : 伯 努 利 也 继承 了 这 个 科学 家 族 的 传 
统 . 欧 拉 是 他 们 的 好 朋友 ,而 且 是 约翰 . 伯 努 利 的 得 意 门 生 . 欧 拉 
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在 上 晚年 时 ,经 常 回忆 起 过 去 自己 是 如 何 努 力学 习 的 ,他 每 星期 六 
去 见 自 己 的 导师 ,提出 他 所 遇 到 的 难题 ,但 是 他 从 不 用 一 些 自己 
还 没有 深思 熟 虑 过 的 普通 问题 去 打扰 老师 . 1725 年 ,18 岁 的 欧 
拉 开 始 进 行 科学 研究 , 写 出 第 一 篇 论文 4 在 有 阻力 介质 中 等 时 曲 
线 的 构造 》,1726 年 在 《博学 者 学 报 》 上 发 表 . 

振兴 俄国 的 彼得 大 帝 (1672 一 1725) 建 立 了 圣彼得堡 城 , 打 
开 了 向 西方 学 习 的 门户 . 他 效法 西方 ,计划 建立 科学 院 . 1725 年 
他 去 世 之 后 ,他 的 遗 媚 叶 卡 婕 林娜 一 世 (Katharina I, 1684 一 1727， 
1725 一 1727 年 在 位 ) 完 成 了 他 的 遗愿 . 同年 请 约翰 . 伯 努 利 的 两 
个 儿子 尼 古 劳 第 二 ' 伯 努 利和 丹尼尔 ' 伯 努 利 去 圣彼得堡 科学 院 
任教 授 . 尼 古 劳 第 二 ' 伯 努 利 不 幸 于 第 二 年 去 世 , 可 能 是 因 患 靖 
尾 炎 .在 他 们 的 推荐 下 ,1726 年 欧 拉 也 得 到 聘请 书 . 当时 欧 拉 虽 
然 还 不 满 20 岁 , 却 已 经 由 于 一 篇 造船 的 论文 而 荣获 巴黎 科学 院 
的 大 奖 . 可 是 ,到 那个 时 候 , 他 还 从 未 见 到 过 一 稻 在 海里 航行 的 
船 .他 虽 小 有 名 气 ,可 是 在 家 乡 巴 塞 尔 大 学 找 工 作 却 未 能 成 功 ， 
于 是 ,他 于 1727 年 4 月 启程 , 沿 莱 茵 河北 上 到 迈 因 艾 , 经 法 兰 克 
福 到 卢 插 克 ,再 经 海路 于 同年 5 月 24 日 到 圣彼得堡 ,这 就 开始 
了 他 的 第 一 时 期 在 圣彼得堡 的 生活 . 

当时 ,圣彼得堡 科学 院 是 一 个 得 到 大 量 资助 的 研究 机 构 , 它 
给 研究 人 员 提 供 大 量 资金 和 收藏 丰富 的 图 书馆 .院士 们 享有 广 
泛 的 研究 自由 ,他 们 的 主要 义务 就 是 在 圣彼得堡 科学 院 的 出 版 
物 上 发 表 论 著 , 以 保持 圣彼得堡 科学 院 在 国际 科学 界 的 声誉 和 
地 位 .同时 ,他 们 也 是 帝王 和 行政 当局 的 科学 顾问 . 

1727 年 5 月 , 欧 拉 先 到 俄国 海军 中 工作 ,不 久之 后 ,他 就 成 
为 圣彼得堡 科学 院 的 一 名 有 薪水 的 成 员 一 一 “ 助 研 ”,1731 年 成 
为 圣彼得堡 科学 院 院 士 及 物理 学 教授 . 当 他 的 朋友 丹尼尔 . 伯 努 
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利于 1733 年 回 巴塞 尔 之 后 , 欧 拉 继任 了 他 的 数学 教授 职位 , 薪 
水 多 了 , 买 了 房子 ,并 于 1734 年 要 画家 格 塞 尔 ( Georg Gsell， 
1673 一 1740) 的 女儿 卡 塔 林娜 (Katharina, 1707 一 1773) 为 妻 .他 们 
生 了 13 个 儿女 ,但 欧 拉 去 世 时 ,只 有 3 个 还 健在 .长 子 约翰 * 阿 
尔 伯 利 希 特 (Johann Albrecht Euler, 1734 一 1800) 长 期 以 来 是 欧 拉 
的 助手 之 一 ,他 本 人 也 是 圣彼得堡 科学 院 的 主要 院士 之 一 . 

在 圣彼得堡 , 欧 拉 进 行 了 大 量 的 研究 工作 ,主要 是 分 析 、 数 
论 及 力学 .他 写 了 近 百 篇 论文 ,发 表 了 55 篇 ,还 写 了 他 的 第 一 部 
著作 《力学 》(2 卷 ), 于 1736 年 出 版 .由 于 过 分 劳累 ,他 的 右 眼 于 
1735 年 失明 ,但 他 仍然 努力 研究 ,而 且 参 与 许多 行政 事务 ,如 制 
定 度量 衡 ,准备 到 堪 察 加 考察 ,编制 俄国 地 图 以 及 设计 拱桥 . 
1740 年 安娜 女皇 (Anna Iyanowna, 1693 一 1740, 1730 一 1740 年 在 
位 ) 去 世 后 ,圣彼得堡 科学 院 被 一 些 投 机 和 杀 营 \ 不 学 无 术 的 人 把 
持 着 , 这 使 欧 拉 感 到 很 压抑 .因此 ,1741 年 普鲁士 国王 腓 特 烈 大 
王 请 他 到 柏林 科学 院 工 作 时 ,他 没 怎么 犹豫 就 同意 了 . 

1741 年 , 欧 拉 从 波罗的海 经 过 三 个 星期 的 航行 ,于 同年 7 
月 到 达 柏 林 , 从 此 开始 了 他 的 第 二 时 期 (1741 一 1766) 的 科学 生 
涯 .他 在 柏林 科学 院 主持 数学 学 部 的 工作 ,但 仍 兼 任 圣 彼得 堡 科 
学 院 院 士 ,薪水 也 照 拿 .这 样 , 他 在 这 个 阶段 发 表 的 300 多 篇 论 
文中 ,有 一 半 被 送 往 圣 彼得 堡 发 表 . 在 这 个 阶段 ,他 还 写 了 一 系 
列 专著 ,包括 《 变 分 法 》(1744)《 轨 道 计 算 》(1745)《 弹 道学》 
(1745) 《航海 科学 》(1749) 等 ,其 中 影响 最 大 的 是 4 无穷 分 析 引 
论 》(1748) 《微分 法 导 引 》(1755) 《刚体 运动 理论 》(1765) .在 这 
期 间 ,他 给 德国 的 一 位 小 公主 授课 ,在 此 基础 上 写 了 《给 一 位 德 
国 公主 的 信 》, 内 容 涉及 物理 .哲学 .音乐 .逻辑 .伦理 学 .神学 等 
等 ,获得 了 极 大 的 成 功 . 
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在 这 个 阶段 ,他 同 许多 著名 科学 家 竞争 各 国 科学 院 的 大 奖 ， 
研究 了 许多 力学 、 天 文学 问题 ,发 展 了 行星 及 月 球 理论 ,奠定 了 
流体 力学 及 刚体 动力 学 的 基础 ,他 还 改进 过 机 械 装置 及 光学 仪 
器 . 

1759 年 , 莫 培 督 去 世 之 后 , 欧 拉 负责 柏林 科学 院 的 工作 , 直 
接受 腓 特 烈 大 王 的 监督 .这 时 腓 特 烈 早 就 不 喜欢 欧 拉 了 ,他 喜欢 
像 伏 尔 泰 那样 才华 横 溢 的 哲学 家 ,并 有 意 请 达 兰 贝尔 主持 柏林 
科学 院 . 在 1765 一 1766 年 间 , 欧 拉 曾 因 经 费 问题 与 腓 特 烈 发 生 
激烈 冲突 .在 俄国 新 上 台 的 叶 卡 婕 林娜 二 志 (Katharina I[， 
1729 一 1796,1762 一 1796 年 在 位 ) 的 邀请 下 , 欧 拉 立即 从 柏林 又 
回 到 圣彼得堡 . 

欧 拉 在 途中 受到 像 王 公 一 样 的 接待 ,在 华沙 期 间 还 受到 波 
兰 国王 的 亲自 款待 .到 了 俄国 之 后 ,女王 送 给 他 一 套 带 有 全 副 摆 
设 的 房子 ,还 专门 请 一 个 御 厨 何 候 他 .他 的 孩子 们 也 得 到 了 很 高 
的 地 位 ,这 使 欧 拉 得 到 极 大 的 满足 .不 过 ,他 还 是 有 个 人 的 不 幸 ， 
在 柏林 ,他 失去 了 8 个 孩子 ;在 圣彼得堡 ,他 的 另 一 只 眼 也 失明 
了 .和 赁 着 他 非凡 的 记忆 力 及 无 限 的 热情 和 勇气 ,在 年 轻 助手 的 帮 
助 下 ,他 的 工作 量 反而 成 倍 地 增长 .虽然 1771 年 圣彼得堡 的 大 
火 完 全 烧毁 了 他 的 房屋 及 手稿 ,他 仍然 作出 了 许多 重要 成 果 . 在 
这 期 间 , 欧 拉 又 获得 两 次 巴黎 科学 院 大 奖 .这 使 他 又 燃 起 了 希 
望 ,他 的 眼睛 动 了 手术 ,恢复 了 视力 ,可 是 为 时 不 久 , 他 又 陷入 了 
完全 失明 之 中 . 

欧 拉 的 失明 反而 使 他 成 为 传奇 式 人 物 . 女 王 再 次 赏赐 给 他 
的 宅 子 成 为 从 各 地 来 的 川流不息 的 人 群 朝拜 的 对 象 , 其 中 包括 
普鲁士 国王 的 继承 人 .他 们 都 惊异 地 发 现 , 欧 拉 还 像 年 轻 时 那样 
仍 在 热情 地 研究 数学 ,那些 不 懂 数 学 的 人 也 对 他 百科 全 书 般 的 
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知识 赞叹 不 已 .不 管 是 古代 文学 ,还 是 各 个 时 期 .各 个 民族 的 历 
史 , 或 是 医药 和 化 学 ,他 都 能 如 数 家 珍 般 地 侃侃 而 谈 . 

晚年 , 欧 拉 的 妻子 去 世 , 两 个 女儿 也 死 了 ,他 的 听力 下 降 ,不 
得 不 少 管 圣彼得堡 科学 院 的 工作 .但 是 ,他 的 数学 工作 从 来 没有 
停止 过 ,他 仍 在 研究 流体 静 力 学 、 流 体 动力 学 ,并 考察 风 的 起 因 ， 
特别 是 季风 及 印度 洋 上 空气 旋 的 生成 .他 还 研究 地 球 的 形状 以 
及 声音 在 介质 中 的 传播 .有 趣 的 是 , 欧 拉 的 最 后 一 项 数学 工作 是 
对 卫星 轨道 的 预测 ,他 正 是 在 考虑 这 个 问题 时 ,于 1783 年 9 月 
18 日 午后 去 世 的 . 没 想 到 200 年 后 的 空间 时 代 仍 会 用 他 的 公 
式 . 在 一 块 石板 上 ,他 写 满 了 计算 公式 ,最 后 ,他 写 完 “我 死 了 ” 
后 ,粉笔 从 手 里 掉 下 来 了 . 随 着 计算 的 结束 ,他 的 生命 也 终止 了 . 

欧 拉 是 有 史 以 来 最 多 产 的 数学 家 .他 生前 发 表 过 560 种 著 
作 , 加 上 未 发 表 的 ,共有 近 千 种 ,此 外 还 有 大 量 的 通信 .他 的 著作 
数量 按时 间 分 列 如 下 : 


年 份 种 数 约 占 著作 总 数 的 百分比 
1725 一 1734 35 4.4 掀 
1735 一 1744 80 10.1% 
1745 一 1754 150 19.0% 
1755—1764 110 13.9% 
1765 一 1774 145 18.4% 
1775 一 1783 270 34.2% 


从 1911 年 起 ,瑞士 就 组 织 欧 拉 全 集 的 出 版 事宜 ,但 至 今 尚 
未 完成 . 欧 拉 的 全 集 共 分 四 个 系列 : 

(1) 数 学 , 共 29 卷 (30 分 卷 ) 已 出 齐 . 

(2) 力 学 及 天 文学 , 共 31 卷 已 出 齐 . 

(3) 物 理学 及 杂 著 , 共 12 卷 已 出 齐 , 其 中 包括 哲学 音乐 等 . 


第 5 章 ” 微 积分 169 


(4) 信 件 及 手稿 ,计划 出 15 卷 ,尚未 出 齐 . 

欧 拉 的 数学 著作 约 占 他 的 全 部 著作 的 60% .总 的 来 说 ,他 
是 一 位 分 析 大 家 ,他 发 展 了 牛顿 和 莱 布 尼 茨 所 创立 的 微 积分 , 深 
人 研究 了 积分 方法 ,无穷 级 数 、 微 分 方程 及 变 分 法 .他 把 微 积 分 
用 于 几何 学 而 创立 了 微分 几何 学 ,用 于 力学 而 创立 了 分 析 力学 ， 
并 把 分 析 方法 用 于 所 有 物理 学 、 天 文学 问题 上 面 .虽然 他 没有 开 
辟 新 的 数学 分 支 ,但 是 没有 哪 位 数学 家 能 够 像 他 那样 熟练 地 运 
用 已 有 成 果 并 发 明 许 许多 多 方法 及 公式 而 得 出 大 量 新 结果 .他 
不 仅 搞 研究 工作 ,还 写 了 力学 、 代 数 、 分 析 、 几 何等 方面 的 教科 
书 ,这 些 教科 书 氢 述 清楚 ,例子 丰富 ,在 100 多 年 中 成 为 标准 的 
人 门 读物 ,这 对 于 数学 方法 尤其 是 分 析 的 普及 起 到 了 重要 的 作 
用 .其 中 特别 是 《代数 全 书 》( Vollstiindige Anleitung zur niederen und 
hoheren Algebra ) ,第 一 部 分 讲述 各 种 计算 方法 、 比 和 比例 ,第 二 
部 分 讲述 代数 方程 的 求解 和 不 定 分 析 . 它 于 1770 年 在 圣彼得堡 
出 版 ,后 被 译 成 拉丁 文 ,法文 英文 ,荷兰 文 及 俄 文 ,多 次 再 版 ,成 
为 后 来 代数 学 教科 书 的 典范 . 

欧 拉 对 整个 数学 领域 均 做 出 了 巨大 贡献 ,除了 在 数论 .代数 
学 及 几何 学 方面 的 巨大 成 就 之 外 , 他 在 数学 上 的 最 大 业绩 是 分 
析 . 他 的 《全 集 》 中 ,数学 部 分 共有 30 分 卷 ,其 中 17 卷 是 分 析 . 他 
在 分 析 上 的 成 就 可 以 从 三 方面 来 论述 : 

9 他 把 古典 结果 系统 化 代数 化 ,构成 了 完整 的 数学 领域 . 
他 的 体系 ,框架 ,除了 小 的 修正 及 补充 之 外 ,一 直 很 少 有 大 的 变 
动 , 他 几乎 摆脱 掉 前 辈 数 学 家 所 仰赖 的 几何 直观 以 及 几何 公理 
系统 .他 的 著作 现在 看 来 也 不 使 人 感到 陌生 ,而 牛顿 莱 布 尼 菊 
等 人 的 著作 ,除了 历史 学 家 之 外 ,已 经 很 难 读 懂 了 . 

@@ 他 英 定 了 许多 数学 分 析 分 支 的 基础 ,特别 是 变 分 法 ,微分 
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方程 论 \, 复 变 函 数论 及 特殊 函数 论 . 

@ 在 从 牛顿 一 菜 布 尼 芯 的 英雄 时 代 到 柯 西 一 黎 曼 一 外 尔 斯 
特 拉 斯 的 严 并 的 分 析 时 代 的 过 渡 时 期 ,他 做 出 了 许多 特殊 的 贡 
献 ,包括 特殊 的 算法 .特殊 的 技巧 ,特殊 的 记号 …… 数 量 之 多 ,不 
胜 枚 举 .其 中 特别 应 该 提 到 的 是 :无 穷 级 数 的 展开 及 求 和 方法 、 
B 函数 及 工 函数 的 引进 以 及 椭 贺 积分 的 加 法 公式 . 


3.2.2 欧 拉 的 三 部 主要 著作 


欧 拉 在 分 析 方 面 的 主要 著作 ,集中 于 下 列 三 部 书 中 : 

《无 穷 分 析 引 论 》( Introductio in analysin infinitorum) 工 , I, 
1745 年 写作 ,1748 年 出 版 ; 

《微分 法 导 引 》( Jnstitutiones calculi differentialis ), 1748 年 写 
作 ,1755 年 出 版 ; 

《积分 法 导 引 》( Institutiones caleuli integralis) 工 , 开 , 开 ,1763 
年 写作 ,1768 一 1770 年 出 版 . 

其 中 第 一 部 著作 常 被 译 成 4 无穷 小 分 析 引 论 》, 并 当成 微 积 
分 (无 穷 小 演算 ) 的 著作 .这 是 完全 错误 的 ,实际 上 其 中 没有 微 积 
分 .该 书 第 工 卷 共有 18 章 ,是 所 谓 “ 代 数 分 析 ”, 讲 的 是 函数 及 其 
表示 ,特别 是 展 成 者 级 数 .到 19 世纪 末 , 它 往往 被 归 人 初等 分 析 
范畴 ,甚至 被 归 人 代数 学 , 而 不 属于 高 等 分 析 即 无 穷 小 演算 ( 微 
积分 及 函数 论 ). 该 书 一 开始 就 对 常量 .变量 加 以 证 明 ,然后 定义 
“函数 ” ,并 把 函数 分 类 为 代数 函数 及 超越 孙 数 ,前 者 分 为 有 理 函 
数 ( 整 函 数 和 分 函数 ) 及 无 理 函 数 , 后 者 包括 指数 函数 、 对 数 函 
数 、 三 角 函 数 等 .其 后 ,他 指出 分 函数 ,无理 函数 及 超越 函数 不 能 
展 成 有 限 多 次 式 , 所 以 应 表 为 无 穷 多 项 军 级 数 .特别 是 他 在 第 6 
~9 章 中 论 及 指数 函数 .对 数 国 数 和 三 角 函 数 的 关系 以 及 它们 
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的 展开 式 , 并 导出 欧 拉 公 于 
ex = cosx + i sinx， 
这 是 首次 通过 解析 式 定义 这 些 函 数 .在 该 书 中 ,他 还 得 出 
5C2)= 冯 + 坊 + 吉 + 入 = 


下 


5(4) = 高 + 六 + 训 + “=06 
等 复杂 公式 ,并 在 《微分 法 导 引 》 一 书 中 建立 起 &(%x) 与 伯 努 利 数 
之 间 的 一 般 关 系 .在 第 18 章 中 英 定 了 连 分 式 理论 的 基础 .他 证 
明了 怎样 从 级 数 得 到 它 的 连 分 数 表示 ,以 及 反 过 来 由 连 分 数 得 
出 级 数 来 . 
《无 穷 分 析 引 论 ; 第 开卷 共有 22 章 ,实际 上 是 一 部 系统 的 关 
于 曲线 的 解析 几何 学 的 论著 , 另 有 6 个 附录 ,主要 讨论 曲面 . 书 
中 对 二 次 曲线 、 三 次 曲线 .四 次 曲线 和 二 次 曲面 作 了 分 类 ,而 且 
还 包含 一 点 微分 几何 学 的 内 容 , 如 切线 .曲率 ,但 并 没有 涉及 微 
分 而 只 用 代数 方法 . 
必须 指出 的 是 , 欧 拉 的 解析 几何 学 既 与 笛 卡 尔 的 《几何 学 》 
相距 其 远 ,也 与 以 后 的 标准 解析 几何 学 的 内 容 大 相 径 庭 . 笛 卡 尔 
用 代数 方法 解 几何 作 图 问题 以 及 一 些微 积分 问题 ,由 于 用 到 的 
完全 是 代数 方法 ,因此 只 能 处 理 代数 曲线 .在 欧 拉 时 代 , 微 积分 
方法 已 经 成 熟 , 但 欧 拉 还 是 用 代数 方法 去 研究 代数 曲线 的 解析 
性 质 ,包括 切线 ,次 切线 , 渐 近 线 、 曲 率 等 ,也 并 不 显得 不 漂亮 .其 
中 关键 在 于 当时 以 函数 为 中 心 的 微分 儿 何 并 未 成 熟 ,而 用 代数 
方法 处 理 代数 曲线 却 绰绰有余 . 因此 ,他 在 本 书 第 I[ 卷 的 22 章 
中 ,前 20 章 都 讨论 代数 曲线 .但 是 ,他 的 观点 早已 超过 前 人 , 除 
了 按 次 数 对 曲线 进行 分 类 之 外 ,还 讨论 了 坐标 变换 、 曲 线 的 交 
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截 . 奇 点 以 及 相似 性 、 仿 射 性 等 问题 . 这 些 无 论 是 从 对 象 上 还 是 
从 问题 上 ,都 超出 后 来 解析 几何 的 内 容 , 预 示 着 后 来 代数 几何 、 
计数 几何 以 及 变换 几何 的 广泛 领域 ,真正 显示 了 代数 分 析 的 威 
力 以 及 几何 学 的 广阔 前 景 . 

欧 拉 的 《微分 法 导 引 》 及 《积分 法 导 引 ?是 微 积分 的 人 门 书 ， 
德 文 译本 索性 将 其 译 成 “教程 "(Lehrbuch) ,其 中 有 许多 近代 数学 
的 记号 ,这 两 部 著作 长 期 以 来 是 后 来 微 积分 著作 的 原型 . 在 《 微 
分 法 导 引 》 中 ,主要 讨论 单 变 元 和 多 变 元 函数 的 求 导 、 求 极 值 方 
法 ,包括 级 数 变换 ,级 数 反 演 、 内 插 方 法 以 及 伯 努 利 数 的 递归 公 
式 等 等 .该 书 还 论述 了 索 勒 定理 及 其 各 种 应 用 、 欧 拉 求 和 公式 
等 .该 书 还 研究 了 求 快 速 收敛 级 数 的 方法 ,例如 ,在 1 小 时 之 内 
能 准确 计算 x 值 小 数 点 后 20 位 的 级 数 就 是 由 莱 布 尼 菊 级 数 导 
出 的 ; 


在 《积分 法 导 引 》 中 ,不 仅 包括 通常 意义 下 狭义 的 积分 法 ,而 
且 包 括 当 时 分 析 所 包含 的 许多 领域 ,特别 是 常 微分 方程 、 偏 微分 
方程 .特殊 函数 及 变 分 法 ,其 中 对 不 定 积分 的 叙述 相当 完整 ,而 
且 还 包含 对 许多 特殊 定 积分 的 求 值 ,特别 是 欧 拉 用 带 参 数 积分 
表示 的 B 函数 及 了 函数 .他 还 系统 地 叙述 了 解 微分 方程 的 方 
法 ,并 提出 了 许多 用 级 数 解 常 微分 方程 的 例子 .他 引进 了 超 几 何 
微分 方程 


2 
(1 -x)9+[e- (orbrl)x] -aby=0, 
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并 给 出 其 级 数 解 . 在 该 书 中 , 欧 拉 首次 建立 了 微分 方程 基本 理 
论 ,并 区 别 开 “ 线 性 ”"“ 正 合 "“ 齐 次 "方程 , 男 外 ,该 书 中 还 有 全 
微分 方程 . 变 分 法 ,椭圆 积分 .对 数 积分 等 材料 . 


3.2.3 微 积 分 技术 的 进步 


(1) 欧 拉 的 积分 技术 . 
欧 拉 在 他 的 著作 中 求 出 了 大 量 的 定 积分 
| (zjda， 


其 中 f(x) 的 原 函 数 不 是 初等 函数 . 他 用 过 各 种 各 样 的 技巧 ,其 
中 包括 变换 成 第 一 类 及 第 二 类 欧 拉 积 分 B(p,g) 及 T(x) 或 者 超 
几何 积分 
| aa - 1“A(L- 巡 )2dt， 

另 一 个 一 般 想法 是 ,对 于 两 个 函数 P,R, 以 及 整数 mn>1, 得 出 
递归 公式 
(na + a) | preas =(nB+ 2b) | av + (ny +e) | pre szas. 

(2) 欧 拉 的 求 和 公式 . 

1730 年 以 后 , 欧 拉 开 始 研究 一 般 的 求 和 公式 ,对 于 (0, o ) 
上 的 解析 嚼 数 y, 求 和 

So(7y)=y(1)+y(2)+…+Y(Pm)， 
令 y= z' ,应 用 泰勒 公式 
(hl) = zh) ih) + hh) 
相继 用 1,2,…,n 代入 ,得 出 
| yc)ar = zn) - z(0) 
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= 5,(7) -3S ) + ) - 
于 是 ,他 得 出 
Su(7y) = | y(x)dx + C+ Cy(n)+r Cy (n)+ Cy (n) + 
几 年 之 后 ,他 求 出 :对 于 系数 C1, C，,,…, 有 
(CI+ C2x + Cax2+ 1- 站 2+ 引 一 ] = 1， 


即 
x w Bx 
Ci+ Cox+ Cax t+*° = C++ 之 Ga 。 
借助 于 求 和 公式 , 欧 拉 与 马 洛 各 自 独立 发 现 了 下 面 的 公式 
1 B B 


1+ 二 +…+ 工 - =logn+ y+ + 一 
2 n 8 2n 2n’: 4n4 


其 中 y =0,577 2… 是 著名 的 欧 拉 常数 . 
(3)T 消 数 与 B 函数 ， 
关于 n! 的 浙 近 展开 及 插值 问题 ,在 欧 拉 之 前 已 有 研究 ,但 
是 欧 拉 早 在 1729 年 已 引入 其 插值 函数 T(x + 1), 它 是 用 无 穷 乘 
积 来 表示 的 , 即 
T(z+D) = 站 et 


n+% 


后 来 得 出 其 积分 表示 
T(x+1)= | (lg ) di = | ea 
这 是 他 在 1730 年 1 月 8 日 告诉 哥 德 巴赫 的 .但 是 T 函数 直到 
1814 年 才 由 勒 让 德 命名 并 引入 下 这 个 记号 ,同时 他 还 把 上 述 最 
后 的 积分 称 为 第 二 类 欧 拉 积分 . 
所 谓 第 一 类 欧 拉 积分 
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B(p,g)= We - 1) -1dt, 
早 在 1649 年 已 见于 沃 利 斯 的 著作 (1863 年 发 表 ) 中 ,1676 年 牛顿 
在 信 中 也 研究 过 它 ,斯 特 灵 在 1730 年 的 著作 中 也 用 过 . 欧 拉 在 
《积分 法 导 引 》 中 把 它 和 下 函数 联系 起 来 ,得 出 


_T(p)T'(g) 
Blp,9)= rT(p+ 9g) 


这 个 漂亮 公式 , 欧 拉 在 1772 年 把 B(p,g) 推 广 到 p,g 为 非 整数 
值 情形 ,他 对 于 p+ 9 =1, 证 明了 
B(p,g)=B(g,p), 
其 一 般 情 形 是 勒 让 德 在 《积分 练习 》(1814) 中 证 明 的 ,记号 B 是 
比 内 (Jacques Philippe Marie Binet, 1786 一 1856) 在 1839 年 给 出 的 . 
关于 了 函数 , 欧 拉 得 出 了 极为 重要 的 互补 公式 


wg 
SINAX ， 


由 此 推出 T 函数 值 的 第 一 个 特殊 结果 , 即 除了 n 为 正 整数 时 
T(nt+1)=n!, 
1 
"(3) = 
对 于 其 他 分 数值 , 欧 拉 得 出 了 下 面 的 公式 


(3) 0 


n 


其 后 勒 让 德 曾 作 了 推广 ,最 后 由 高 斯 得 出 了 一 般 公式 


roT(a+i)-T(ar 1 ) = (2x) 3 nin- "eT( ng). 
欧 拉 还 得 出 了 另外 一 个 与 欧 拉 常数 有 关 的 公式 
logr(a+1)= - ya+ S502) -53) + EC(4) 一 


T(x)T(l— x) = 
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3.3 拉 格 朗 日 时 代 


拉 格 朗 日 时 代 (1780 一 1820) 可 看 做 是 欧 拉 时 代 的 自然 延 
续 , 它 是 从 欧 拉 微 积 分 成 型 到 柯 西 数学 分 析 形 成 的 一 个 过 渡 时 
期 .这 个 时 期 的 特点 是 : 

(1) 分 析 完 全 建立 在 以 函数 为 中 心 的 基础 上 ,不 仅 完全 摆脱 
掉 17 世纪 几何 式 或 力学 式 的 思想 方法 ,而 且 还 试图 摆脱 莱 布 尼 
茨 的 微分 .牛顿 的 流 数 甚至 极限 的 观念 .在 这 个 整理 的 过 程 中 ， 
拉 格 朗 日 首先 意识 到 要 建立 一 个 稳固 的 基础 ,他 第 一 个 提出 代 
数 化 的 纲领 ,但 在 分 析 基 础 上 仍 差 得 很 远 . 

(2) 欧 拉 时 代 已 经 成 熟 的 分 析 技 术 成 为 这 个 时 期 的 有 力 武 
器 . 正 是 在 这 个 时 期 ,力学 及 物理 学 得 到 分 析 化 及 数学 化 ,形成 
了 影响 后 来 发 展 的 解析 力学 及 数学 物理 学 . 

(3) 这 个 时 期 在 数学 上 是 一 个 相对 沉寂 的 时 期 ,只 是 法 国 ， 
无 论 在 政治 上 .体制 上 ,还 是 在 学 术 研 究 上 ,都 处 于 大 变革 的 时 
” 代 . 在 其 他 地 方 , 只 有 高 斯 一 人 在 一 个 较为 孤立 的 环境 下 默默 耕 
未， 
3.3.1 拉 格 朗 日 


拉 格 朗 日 ,1736 年 1 月 25 日 生 于 意大利 的 都 灵 , 他 的 父亲 
是 法 国 血统 ,在 当地 有 相当 的 地 位 和 财富 ,但 后 来 因为 搞 投 机 买 
卖 而 把 家 产 用 尽 ,因此 , 拉 格 朗 日 就 没有 财产 可 继承 了 .他 后 来 
讲 , 这 是 件 好 事 ,“ 如 果 我 继承 了 财产 ,我 可 能 就 不 会 搞 数 学 了 ”. 
拉 格 朗 日 在 都 灵 念 书 时 ,主要 学 习 古 典 语文 ,而 数学 是 靠 他 自学 
而 得 的 .他 父亲 原本 打算 让 他 学 法 律 ,不 过 ,他 在 数学 物理 方面 
表现 出 了 才能 ,并 且 由 于 读 过 英国 天 文学 家 .数学 家 哈雷 (Ed- 
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mond Halley,1656 一 1742) 的 一 篇 论文 而 引起 了 他 对 数学 的 兴趣 . 
1754 年 他 已 经 发 现 牛顿 的 二 项 式 定理 与 函数 高 阶 导数 公式 之 
间 的 类 似 , 他 写 信 给 欧 拉 ,但 没有 得 到 答复 .不 久 ,他 就 发 现 前 人 
已 得 到 过 这 个 结果 .不 过 他 并 没有 泄气 ,继续 钻研 ,到 第 二 年 ,一 
切 事情 开始 发 生变 化 .1755 年 9 月 他 被 任命 在 都 灵 的 一 所 炮兵 
学 校 教 授 数学 和 力学 ,同时 他 开始 研究 欧 拉 的 著作 ,并 且 得 到 了 
一 些 结果 .于 是 ,他 再 次 写 信 给 欧 拉 说 ,我 读 了 您 的 伟大 著作 ， 
发 现 一 个 解决 极 大 极 小 问题 的 比较 简单 的 办 法 ” ,实际 上 这 就 开 
创 了 古典 的 变 分 法 理论 . 欧 拉 的 回信 大 大 超过 了 拉 格 朗 日 的 期 
望 . 欧 拉 说 ,他 似乎 已 经 把 极 大 极 小 理论 搞 得 十 分 完整 ,并 对 他 
的 深入 研究 深 感 钦佩 .在 欧 拉 的 多 次 推荐 之 下 , 拉 格 朗 日 被 选 为 
柏林 科学 院 通 讯 院士 及 国外 院士 .柏林 科学 院 院 长 莫 培 督 认 为 
拉 格 朗 日 是 他 的 最 小 作用 原理 的 捍卫 者 ,因此 也 积极 安排 拉 格 
朗 日 到 柏林 科学 院 工作 .但 由 于 七 年 战争 以 及 1759 年 莫 培 督 去 
世 , 这 个 计划 成 为 泡影 .其 后 的 10 年 ,也 就 是 1756 一 1766 年 ,是 
拉 格 朗 日 勤奋 思考 的 10 年 .在 这 10 年 中 ,他 研究 了 许多 力学 问 
题 和 物理 学 问题 .1757 年 ,他 还 同一 些 志同道合 的 人 士 组 成 了 
科学 会 ,这 就 是 都 灵 科 学 院 的 前 身 .这 个 科学 会 的 主要 任务 之 一 
是 出 版 《都 灵 杂 志 》, 其 上 发 表 了 拉 格 朗 日 的 许多 文章 . 

1766 年 欧 拉 在 离开 柏林 到 圣彼得堡 时 ,推荐 拉 格 朗 日 到 柏 
林 科 学 院 继承 他 的 职位 . 腓 特 烈 大 王 亲 自 写 信 给 他 说 “欧洲 最 
伟大 的 国王 希望 欧洲 最 伟大 的 数学 家 能 在 他 的 宫廷 里 工作 ”. 于 
是 , 拉 格 朗 日 在 1766 年 8 月 离开 都 灵 去 柏林 .由 于 耐 不 住 在 不 
熟悉 的 环境 中 独身 生活 , 1767 年 9 月 他 同一 位 在 都 灵 的 表妹 结 
婚 .在 妻子 的 精心 照料 下 ,他 过 了 20 年 平静 而 富有 创造 性 的 生 
活 .在 这 20 年 中 ,他 写 了 近 200 篇 论文 ,还 完成 了 他 的 巨著 《 解 
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析 力 学 》. 这 段 时 间 里 , 拉 格 朗 日 前 期 的 主要 工作 是 数论 和 代数 ， 
后 一 阶段 主要 是 分 析 和 力学 .1786 年 腓 特 烈 大 王 去 世 , 普鲁士 
的 新 国王 对 科学 没有 兴趣 而 且 不 喜欢 外 国 的 科学 家 ,于 是 拉 格 
朗 日 决定 离开 德国 . 这 时 ,法 国 国 王 路 易 十 六 (Louis X Vl， 
1754 一 1793) 邀 请 他 到 法 国 去 ,而 且 他 在 法 国 的 朋友 也 希望 他 到 
法 国 来 ,于 是 他 在 1787 年 5 月 离开 柏林 ,从 此 一 直 定居 在 巴黎 . 
这 时 ,他 已 经 对 数学 研究 不 太 感 兴趣 了 , 而且 对 数学 的 未 来 很 悲 
观 . 早 在 1781 年 ,他 在 给 达 兰 贝尔 的 信 中 说 ,似乎 数学 的 “矿脉 
已 经 太 深 了 ,除非 发 现 新 的 支脉 ,否则 就 该 废弃 掉 了 ”. 他 本 人 一 
度 转向 研究 化 学 .不 久 , 法 国 大 革命 爆发 ,他 的 朋友 拉 瓦 锡 (An- 
toine-Laurent Lavoisior, 1743 一 1794) 也 被 送 上 了 新 头 台 ,他 的 保护 
人 路 易 十 六 和 王后 也 在 1793 年 被 处 死 ,但 革命 政府 对 他 还 是 很 
照顾 的 .他 的 妻子 在 1783 年 去 世 后 ,他 的 同事 天 文学 家 勒 , 莫 尼 
埃 (Pierre Charles Le Monnier, 1715 一 1799) 在 1792 年 把 女儿 嫁 给 
了 他 .在 这 位 结婚 时 还 不 满 20 岁 的 妻子 的 精心 照顾 下 ,他 在 动 
荡 的 大 革命 时 代 度 过 了 自己 的 余生 .他 不 无 兴趣 地 观察 这 次 事 
变 ,但 幸运 的 是 ,他 没有 受到 什么 冲击 , 连 1793 年 驱逐 所 有 外 国 
出 生 的 人 的 法 令 对 他 也 是 例外 .1795 年 巴黎 综合 工科 学 校 成 立 
后 ,他 成 为 该 校 的 教授 ,直到 1799 年 拿破仑 雾 月 政变 . 

拉 格 朗 日 到 法 国 后 靠 巴黎 科学 院 的 年 金 为 生 .1790 年 他 被 
任命 为 度量 衡 委员 会 主席 ,1793 年 8 月 革命 当局 取消 巴黎 科学 
院 ,度量 衡 委 员 会 委员 拉 瓦 锡 等 也 被 清洗 ,但 拉 格 朗 日 仍 受 到 保 
护 .1795 年 6 月 正式 建立 经 度 局 ,他 仍 是 委员 . 园 年 年 底 巴黎 科 
学 院 恢 复 ,他 任 几何 学 部 主席 . 1799 年 拿破仑 执政 后 ,更 是 执行 
优待 学 者 的 政策 , 拉 格 朗 日 成 为 上 院 议 员 及 荣誉 骑士 团 骑士 . 
1808 年 他 被 晋 封 为 伯 届 ,1813 年 被 授 勋 ,这 时 他 已 患 病 , 不 久 于 


第 5 章 微 积分 779 


同年 4 月 11 晶 去世, 去世 后 ,他 的 遗体 被 送 到 万 神殿 ,并 举行 了 
隆重 的 悼念 仪式 ,拿破仑 下 令 把 他 的 论文 收集 在 一 起 交付 巴黎 
科学 院 . 

同 欧 拉 一 样 , 拉 格 朗 日 是 18 世 纪 最 伟大 的 数学 家 .他 对 当时 
所 有 的 数学 部 门 都 做 出 了 杰出 的 贡献 ,特别 是 用 分 析 方 法 解决 
力学 .天 文学 .物理 学 的 问题 .他 还 在 纯 数 学 方面 ,如 数论 .代数 、 
分 析 等 ,都 有 划时代 的 成 就 .他 的 研究 工作 大 致 可 分 为 三 个 时 期 : 

第 一 时 期 被 称 为 都 灵 时 期 (1754 一 1766) , 主要 是 分 析 及 其 
应 用 ,突出 的 贡献 是 变 分 法 ， 

第 二 时 期 被 称 为 柏林 时 期 (1766 一 1787) ,前 10 年 最 重要 的 
成 就 是 数论 ,代数 方程 论 及 代数 方程 的 数值 解 ,后 10 年 仍 继续 
对 分 析 和 力学 的 研究 . 

第 三 时 期 被 称 为 巴黎 时 期 (1787 一 1813) ,他 研究 了 更 广泛 
的 领域 ,如 哲学 .历史 宗教. 语言 .医药 .植物 学 和 化 学 .他 出 版 
了 许多 大 部 头 的 著作 ,成 为 后 世 学 习 的 楷模 .1788 年 出 版 了 《 解 
析 力 学 》,1797 年 出 版 了 《解析 函数 论 》,1806 年 正式 出 版 了 他 的 
讲义 《函数 演算 讲义 ?等 .另外 ,他 还 在 1798 年 出 版 了 《 论 任 意 阶 
数值 方程 的 解法 》, 晚 年 他 还 对 他 的 所 有 专著 进行 了 细心 的 补充 
及 修订 . 

拉 格 朗 日 的 贡献 涉及 到 当时 纯粹 数学 与 应 用 数学 的 所 有 领 
域 ,他 不 像 欧 拉 和 高 斯 那样 建立 起 一 般 的 系统 理论 ,他 的 贡献 在 
于 发 展 一 般 的 方法 以 及 证 明 一 般 的 定理 . 

在 数论 方面 : 

(1) 证 明了 加 法 数论 的 第 一 个 定理 一 一 四 平方 和 定理 , 即 任 
何 正 整数 最 多 可 表 为 四 个 平方 之 和 . 

(2) 开 辟 了 二 次 型 的 算术 理论 . 
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(3) 解 决 了 不 定 分 析 的 基本 问题 ,完全 解决 了 配 尔 (Joha 
Pen , 1611 一 1685 ) 方 程 的 可 解 性 问题 ,并 提供 了 用 连 分 数 求 基 本 
解 的 方法 .他 进而 解决 了 二 元 二 次 不 定 方程 的 求解 问题 . 

在 代数 方面 : 

(1) 用 统一 的 方法 讨论 二 次 ,三 次 、 四 次 代数 方程 ,提出 了 预 

(2) 提 出 置换 理论 ,开辟 了 代数 方程 论 的 未 来 道路 . 

(3) 给 出 了 代数 方程 的 一 般 数 值 方法 . 

在 分 析 方 面 : 

(1) 系 统 建 立 了 知 级 数 方法 ， 

(2) 建 立 了 系统 的 变 分 方法 ,首次 得 出 变 分 观念 ,并 将 变 分 
法 推广 到 具有 变 端 点 与 两 个 变 元 的 重 积 分 情形 以 及 含有 高 阶 导 

(3) 常 微分 方程 ,把 欧 拉 常 系数 齐 次 线性 方程 的 结果 推广 到 
变 系数 情形 ,引进 伴随 方程 概念 、 降 阶 方法 以 及 常数 变易 法 , 首 
先 认 识 奇 解 的 意义 ,并 得 出 了 求解 方法 ， 

(4) 一 阶 偏 微 分 方程 ,系统 建立 了 一 阶 线性 偏 微分 方程 理论 
和 解法 ,对 二 变 元 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 ,提出 了 把 它 化 为 解 常 
微分 方程 组 的 拉 格 朗 日 方法 . 

(5) 分 析 方 法 ,引信 导 函 数 概 念 ,首次 得 出 了 泰勒 展开 的 余 
项 公式 及 中 间 值 定理 ,并 得 出 了 拉 格 朗 日 插值 公式 及 拉 格 朗 日 
乘 子 法 . 

(6) 数 值 计算 ,发展 了 许多 近似 计算 方法 . 

在 解析 力学 、 天 体力 学 与 数学 物理 学 方面 : 

(1) 把 力学 建立 在 数学 分 析 的 基础 上 ,引进 了 拉 格 朗 日 函数 
及 拉 格 朗 日 方程 ,至 今 仍 是 力学 及 物理 学 的 基础 . 


第 5 章 微 积分 181 


(2) 建 立 并 完善 摄 动 理论 , 求 解 狭 义 三 体 问题 ,改进 了 轨道 
计算 方法 . 
拉 格 朗 日 的 《全 集 》 共 14 卷 , 于 1867 一 1892 年 出 版 . 


3.3.2 拉 普 拉 斯 


拉 普 拉 斯 ,1749 年 3 月 23 日 生 于 法 国 诺曼底 地 区 卡尔 瓦 多 斯 
省 博 蒙 恩 - 奥 热 . 他 的 父母 可 能 是 贫苦 农民 .由 于 他 发 迹 之 后 对 
他 早年 的 生活 讳 莫如 深 , 因 此 对 于 他 在 巴黎 以 前 的 生活 现在 所 
知 其 少 . 他 可 能 作为 旁听 生 在 家 乡 的 军事 学 校 听 过 课 , 并 显示 出 
了 数学 才能 ,后 来 还 在 该 校 教 过 课 .1767 年 , 拉 普 拉 斯 带 着 当地 
一 些 大 人 物 的 推荐 信 , 只 身 来 到 巴黎 拜访 达 兰 贝尔 ,但 没有 受到 
达 兰 贝尔 的 重视 .于 是 ,他 写 了 一 封 讨论 力学 原理 的 信 , 这 才 受 
到 达 兰 贝尔 的 赏识 ,并 由 此 被 任命 为 巴黎 军事 学 校 的 数学 教授 . 

从 1768 年 起 , 拉 普 拉 斯 积极 从 事 科 研 工作 .他 的 研究 方向 
主要 有 两 个 ,一 是 天 体力 学 , 即 用 牛顿 定律 建立 起 太阳 系 行星 运 
动 的 模型 ;二 是 概率 论 ,用 概率 来 解释 自然 和 社会 的 一 切 事 物 
他 为 这 两 个 方向 奋斗 终生 .在 完成 艰巨 的 研究 工作 的 过 程 中 , 拉 
普 拉 斯 大 大 丰富 和 发 展 了 数学 分 析 的 工具 . 

这 时 ,他 同 当时 的 大 科学 家 达 兰 贝尔 . 拉 格 朗 日 、 蒙 日 等 通 
信 , 并 在 巴黎 科学 院 的 4 论文 集 》( Memoire ) 上 发 表 论文 .1773 年 ， 
他 进入 巴黎 科学 院 , 成 为 力学 助理 研究 员 , 由 于 在 1772 一 1779 
年 间 发 表 了 一 系列 数学 分 析 特 别 是 积分 法 的 论文 ,他 获得 了 当 
时 最 伟大 的 分 析 专 家 之 一 的 名 声 . 当然 ,他 还 不 能 同 欧 拉 及 拉 格 
裔 日 相提并论 . 拉 普 拉 斯 把 数学 看 成 解决 实际 问题 的 工具 ,他 经 
常 把 别人 的 概念 及 方法 拿 来 修改 后 为 我 所 用 ,但 他 没有 达到 拉 
格 朗 日 在 数学 方面 的 造 讶 和 水 平 . 
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从 1780 年 起 , 拉 普 拉 斯 的 研究 领域 进一步 扩展 到 物理 学 及 
化 学 .他 同 拉 瓦 锡 合作 进行 了 一 系列 物理 学 及 化 学 方面 的 研究 ， 
包括 茹 发 与 生 热 过 程 以 及 氧气 燃烧 ,从 而 完成 了 确定 水 的 组 成 
等 重要 实验 .由 此 ,他 进入 科学 界 的 核心 ,并 参与 政府 的 一 些 委 
员 会 ,他 于 1785 年 被 选 为 巴黎 科学 院 力 学 学 部 院士 . 

1784 年 ,他 接替 贝 祖 (Etienne Bezout,1739 一 1783) 成 为 巴黎 
军事 学 校 的 考官 .次 年 ,他 考 的 应 试 生 中 就 包括 后 来 成 为 他 的 主 
字 的 拿破仑 . 

法 国 大 革命 时 期 的 风 风 雨 雨 , 拉 普 拉 斯 似乎 都 顺利 地 通过 
了 .他 的 朋友 拉 瓦 锡 被 送 上 了 断头台 ,他 却 被 召 去 计算 弹道 、 制 
造 硝 石 以 及 建立 新 的 度量 衡 体制 ,并 建立 共和 国 历法 .1794 年 
建立 了 巴黎 综合 工科 学 校 的 前 身 及 巴黎 高 等 师范 学 校 后 ,他 被 
任命 为 教授 ,并 积极 参加 组 建 工作 .1795 年 重建 巴黎 科学 院 时 ， 
他 仍 被 选 为 院士 . 

拿破仑 政变 后 , 拉 普 拉 斯 更 是 红 得 发 此 ,1799 年 他 被 任命 
为 内 政 部 长 ,但 是 他 没 当 多 久 就 让 位 给 拿破仑 的 弟弟 吕 西 安 ' 波 
拿 巴 (Lucien Bonaparte, 1775 一 1840) . 正如 拿破仑 后 来 回忆 说 ， 
“尽管 他 是 第 一 流 的 几何 学 家 ,但 作为 行政 官员 ,他 表现 得 实在 
平庸 .从 他 所 完成 的 第 一 个 任务 ,我 们 就 看 出 我 们 找 错 了 人 ”. 尽 
管 如 此 ,他 还 是 得 到 了 提拔 .1799 年 拉 普 拉 斯 进入 元 老 院 当 上 
议员 ,1803 年 任 副 议长 ,1804 年 他 对 拿破仑 建立 帝国 未 加 反对 ， 
反而 趁 此 机 会 劝 拿 破 仑 取消 共和 国 历法 .1806 年 7 月 1 日 旧历 
法 得 到 恢复 ,同年 他 被 封 为 帝国 伯 导 .拿破仑 倒台 时 ,他 签署 了 
废 册 皇 帝 的 法 令 .这样 , 波 旁 王 朝 复辟 后 ,他 不 但 保住 了 自己 的 
地 位 ,而 且 进 入 贵族 院 ,被 王朝 晋升 为 侯 巍 .路 易 十 八 还 任命 他 
为 改组 巴黎 综合 工科 学 校 委员 会 的 主席 . 
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19 世纪 初 , 拉 普 拉 斯 在 自己 的 阿 居 埃 庄园 中 同化 学 家 贝 托 
莱 (Clanade Louis Berthollet ,1748 一 1822) 以 及 许多 学 生 组 成 了 一 个 
非 正 式 的 学 会 一 一 阿 居 埃 学 会 (Sociate d” Arcueil) ,他 们 发 展 了 
拉 普 拉 斯 学 派 的 物理 学 . 

1827 年 3 月 5 日 ,他 因 病 在 阿 居 埃 庄园 中 去 世 . 

拉 普 拉 斯 的 工作 大 致 可 分 为 四 个 时 期 

(1)1768 一 1778 年 ,他 开展 了 关于 天 体力 学 及 概率 论 的 研究 
工作 ,其 中 特别 发 展 了 许多 分 析 方 法 ,例如 1773 年 提出 的 用 于 
求解 二 阶 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 的 瀑布 法 ， 

(2)1778 一 1789 年 ,这 是 他 成 果 累 累 的 时 期 .他 的 主要 理论 
及 数学 方法 都 是 在 这 个 时 期 形成 的 ,他 发 展 了 函数 生成 方法 、 行 
列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 、 常 数 变易 法 、 虚 变换 及 拉 普 拉 斯 变换 等 方 
法 ,他 还 研究 了 位 势 理论 .在 这 个 时 期 ,他 出 版 的 著名 的 著作 是 : 
《行星 运动 及 行星 椭 球 形状 理论 》( Theorie du mouvement et de la 
figure elliptique des planétes )(1784) 和 《球状 体 吸引 及 行星 形状 理 
论 》( Théorie des attractions des sphéroides et de la figure des planétes ). 
这 个 时 期 他 还 在 物理 学 、 化 学 方面 有 许多 工作 . 

(3)1789 一 1805 年 ,在 这 个 革命 动荡 时 期 ,他 出 版 了 他 的 大 
部 头 著 作 ,其 中 最 著名 的 是 :世界 体系 论 》( Exposition du Systeme 
du monde ) 共 2 卷 ,1796 年 出 版 ,以 后 多 次 再 版 ,其 中 建立 了 关于 
太阳 系 生成 的 康德 一 拉 普 拉 斯 星云 假说 .《 天 体力 学 》( Mécanique 
céleste ) 共 5 卷 ,其 中 前 3 卷 及 第 4 卷 前 一 部 分 于 1799 一 1805 年 
出 版 ,第 4 卷 卷 后 一 部 分 及 第 5 着 于 1823 一 1825 年 出 版 ,第 2 版 
于 1829 一 1839 年 出 版 ,这 是 一 部 划时代 的 力作 ,其 中 应 用 数学 
分 析 的 方法 ,系统 提出 并 部 分 解决 了 天 体力 学 中 的 基本 问题 : 

中 三 体 问 题 乃 至 多 体 问 题 ; 
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@@ 摄 动 问题 及 太阳 系 的 稳定 性 问题 ; 

行星 运动 特别 是 月 球 运动 “异常 "问题 ， 

@ 行 星 形状 问题 . 
这 些 问题 在 19 世 纪 一 直 是 天 体力 学 家 及 数学 家 所 热衷 解决 的 问 
题 .而且 他 还 像 庞 加 莱 一 样 由 此 创造 了 一 系列 数学 理论 及 方法 . 

(4)1805 一 1827 年 , 拉 普 拉 斯 的 主要 兴趣 转向 物理 学 和 微观 
机 制 ,并 由 此 影响 了 一 批 数学 物理 学 家 ,他 建立 了 物质 的 颗粒 模 
型 ,并 以 此 为 基础 研究 热学 .光学 声学 及 毛细 现象 ,从 而 开拓 了 
数学 物理 学 的 新 领域 . 

1810 年 以 后 , 拉 普 拉 斯 的 兴趣 转向 概率 论 ,他 的 名 著 《概率 
的 解析 理论 》( Théorie analytigue des probabilities ) (1812) 是 对 古典 
概率 论 的 总 结 .他 关于 概率 的 哲学 思考 ,反映 在 他 1795 年 给 巴 
黎 高 等 师范 学 校 的 讲课 中 ,1814 年 以 《概率 的 哲学 论述 》( Essai 
philosophique sur les probabilities ) 出 版 ， 同时 作为 引 言 收入 《概率 的 
解析 理论 ?第 2 版 中 .他 还 将 概率 广泛 应 用 于 测量 、 误 差 理 论 以 
及 司法 审判 中 .他 对 与 概率 论 有 关 的 数学 也 有 贡献 ,特别 是 用 重 
积分 和 极 坐标 变换 得 出 


以 及 用 分 部 积分 法 得 出 渐 近 级 数 
称 (1 - 2 + 2 - 人 四 ， 
这 个 公式 成 为 后 来 造 表 的 依据 . 拉 普 拉 斯 还 把 这 个 函数 进行 连 
分 式 展开 , 它 见 于 《天 体力 学 第 1 卷 中 . 

拉 普 拉 斯 的 著作 已 收集 于 《 拉 普 拉 斯 爹 集 》( Oewvres de 
Laplace ) 之 中 , 共 14 卷 ,于 1878 一 1912 年 出 版 . 
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从 历史 上 看 , 拉 普 拉 斯 是 最 有 影响 的 大 科学 家 之 一 .不 过 ， 
由 于 他 没有 系统 的 数学 著作 ,数学 对 他 来 说 只 是 一 种 工具 ,他 只 
去 创新 方法 而 不 去 追求 严格 ,因此 纯粹 数学 史家 往往 忽略 他 的 
贡献 .但 是 ,他 的 数学 技术 也 构成 了 拉 格 朗 日 时 代 的 数学 分 析 的 
有 机 组 成 部 分 ,如 无 穷 级 数 、 无 穷 连 分 式 、 拉 普 拉 斯 变换 .行列 式 
理论 等 ,特别 是 他 在 求解 微分 方程 以 及 位 势 理论 方面 ,有 着 更 深 
远 的 影响 . 


3.3.3 勒 让 德 


勒 让 德 ,1752 年 9 月 18 日 出 生 在 法 国 巴 黎 的 一 个 小 康 人 
家 ,少年 时 进入 马 萨 林学 院 学 习 , 当时 这 所 学 院 具有 很 高 的 数学 
物理 教学 水 平 .1770 年 ,他 18 岁 时 已 就 他 的 学 位 论文 进行 答辩 . 
后 在 神父 马 立 (Joseph-Francois Marie,1738 一 1801) 的 支持 下 研究 
数学 .他 早期 的 一 些 成 果 发 表 在 马 立 的 《力学 论 》(1774) 中 .由 于 
家 里 有 财产 ,他 可 以 全 心 全 意 地 投入 到 研究 工作 中 去 .不 过 在 
1775 一 1780 年 间 ,他 也 曾 在 巴黎 军事 学 校 教 数学 . 1782 年 ,他 参 
加 了 柏林 科学 院 的 大 奖 竞赛 ,竞赛 的 题目 是 外 弹道 学 方面 的 , 即 
在 考虑 空气 阻力 的 情况 下 , 求 不 同 发 射 角 的 炮弹 或 枪弹 的 轨迹 . 
他 递交 的 论文 得 了 奖 ,并 在 柏林 发 表 , 这 引起 了 拉 格 朗 日 的 注 
意 .同时 ,他 还 向 巴黎 科学 院 递 交 了 有 关 数 论 、 概 率 论 及 力学 方 
面 的 论文 ,这 引起 了 拉 普 拉 斯 等 人 的 注意 .1783 年 他 被 选 进 巴 
黎 科 学 院 任 力学 助理 研究 员 . 1784 年 他 向 巴黎 科学 院 宣 读 了 
《行星 形状 的 研究 》 的 论文 ,其 中 首次 提出 所 谓 勒 让 德 多 项 式 . 在 
这 个 阶段 ,他 的 论文 一 篇 接着 一 篇 ,涉及 从 数论 到 天 体力 学 的 广 
泛 领 域 . 1786 年 他 提出 了 变 分 法 中 的 “ 勒 让 德 条 件 ”, 另 外 还 写 
了 两 篇 求 椭圆 弧 长 的 文章 , 莫 定 了 椭圆 积分 论 的 基础 .1787 年 ， 
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巴黎 科学 院 指派 他 参加 测 地 的 工作 , 他 因此 得 出 了 球面 三 角形 
的 勒 让 德 定理 .同年 ,他 开始 研究 偏 微分 方程 ,并 提出 了 勒 让 德 
变换 的 概念 . 

1789 年 7 月 14 日 ,巴黎 群众 攻陷 巴士 底 狱 , 友 友 烈 烈 的 法 
国 大 革命 开始 了 .“ 共 和 国 不 需要 科学 家 ” ,许多 学 者 被 送 上 了 断 
头 台 ,巴黎 科学 院 也 在 1793 年 8 月 被 撤消 .革命 还 把 他 的 “一 小 
笔 ” 财 产 吞 没 了 ,刚刚 事 了 一 位 19 岁 妻 子 的 勒 让 德 需要 养家 糊 
口 ,他 面临 极为 困难 的 局 面 , 幸 好 他 的 妻子 非常 能 干 , 帮 他 安排 
好 家 务 ,使 他 还 能 继续 工作 . 

在 雅克 宾 党 专政 期 间 , 他 成 为 公共 教育 委员 会 的 高 级 职员 ， 
并 受命 编写 教科 书 .1794 年 出 版 的 《几何 学 原理 》 作 为 法 国 中 等 
教育 的 教科 书 , 用 了 近 一 个 世纪 .同时 ,他 还 进行 数学 用 表 的 计 
算 , 靠 熟练 的 计算 技术 挣 钱 补贴 家 用 . 

1799 年 拿破仑 上 台 之 后 , 勒 让 德 继 拉 普 拉 斯 之 后 任 巴 黎 综 
合 工科 学 校 的 数学 考官 ,直到 1815 年 拿破仑 失败 .这 期 间 ,6 000 
法 即 的 年 薪 使 他 有 了 安定 的 生活 . 

1795 年 8 月 ,法国 成 立 了 以 48 人 为 核心 的 国家 研究 院 ,他 
不 是 核心 成 员 ,但 于 同年 12 月 被 选 为 巴黎 科学 院 几何 学 部 院 
士 .拿破仑 称 帝 之 后 ,对 学 者 礼遇 优厚 ,研究 工作 可 以 正常 进行 . 
1813 年 他 继 拉 格 朗 日 之 后 任 经 度 局 委员 .由 于 他 在 政治 上 并 不 
活跃, 所 以 在 1815 年 王政 复辟 之 后 仍 能 安稳 地 保持 他 在 巴黎 科 
学 院 及 经 度 局 的 职位 ,直到 1833 年 1 月 9 日 在 巴黎 去 世 . 

勒 让 德 在 数学 上 的 主要 贡献 有 六 个 方面 :数论 .椭圆 函数 、 
初等 几何 ,位 势 理论 . 变 分 法 及 概率 论 .但 是 ,由 于 他 与 天 才 的 高 
斯 处 于 同一 时 代 , 上 晚年 又 受到 阿 贝尔 、 雅 可 比 等 年 轻 天 才 的 挑 
战 ,因而 他 的 贡献 相 比 之 下 黯然 失色 .时 至 今日 ,他 的 全 集 及 选 


第 5 章 微 积 分 787 


集 尚未 编辑 出 版 ,除了 初等 几何 教科 书 之 外 ,其 他 著作 也 只 有 一 
些 历史 意义 ,到 19 世纪 后 期 基本 上 已 无 人 问津 . 

勒 让 德 在 数论 方面 的 工作 虽 不 算 太 多 , 却 代 表 着 由 费 尔 马 、 
欧 拉 \ 拉 格 朗 日 到 高 斯 的 转变 时 期 .他 前 期 的 主要 著作 是 《4 不定 
分 析 的 研究 》( Recherches d*Analyse Indéterminée ) ,其 中 证 明了 二 次 
不 定 方程 的 可 解 性 与 不 可 解 性 ,这 是 他 的 一 项 主要 贡献 ,在 
1785 年 呈 弟 给 巴黎 科学 院 , 并 于 1788 年 出 版 .这 本 书 分 为 四 个 
部 分 ; 

第 一 部 分 是 模 p 的 高 次 同 余 式 ,只 是 对 欧 拉 的 结果 的 简单 
推论 . 

第 二 部 分 是 把 整 系数 多 项 式 分 解 为 因子 多 项 式 , 因 子 多 项 
式 的 系数 属于 有 理 数 域 或 有 理 数 域 的 二 次 扩张 . 

第 三 部 分 讨论 了 拉 格 朗 日 关于 方程 ax? + by?+ cz? =0 的 解 
法 ,其 中 勒 让 德 得 到 了 一 个 新 的 重要 结果 : 

定理 设 a,b,c 为 整数 ,符号 不 完全 相同 , 且 a,b 没有 平 
方 因子 , 则 方程 

ax2+ b+cz2=0 

有 不 全 为 0 的 整数 解 (x,y,z) 的 充分 必要 条 件 是 - he, - ca， 
- ob 分 别 是 模 la1, 模 151, 模 1c1 的 二 次 剩余 . 

第 四 部 分 是 应 用 上 述 定理 ,试图 证 明 二 次 互 反 律 .另外 ,他 
还 研究 了 怎样 把 整数 (以 及 二 元 二 次 型 ) 表 示 为 三 个 平方 之 和 ， 

在 法 国 大 革命 时 期 ,他 把 这 篇 论文 大 大 加 以 扩展 , 编 成 一 本 
书 , 书 名 为 《数论 》( Essai sir la Théorie des Numbres ) ,于 1798 年 出 
版 .他 在 这 本 书 中 ,除了 把 自己 的 上 述 成 果 写 进 第 三 部 分 之 外 ， 
还 包括 了 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 所 有 发 现 以 及 许多 具体 的 数值 结果 
的 表 . 正如 他 在 序言 中 所 说 ,这 本 书 “ 仅 仅 大 致 表明 数论 的 当前 
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1801 年 高 斯 的 《算术 研究 大 大 改变 了 数论 的 面 萄 , 勒 让 德 
的 《数论 ) 第 1 版 很 快 被 高 斯 的 著作 所 超过 ,于 是 他 进行 了 许多 
改进 .在 1808 年 出 版 第 2 版 时 ,他 尽量 使 自己 的 叙述 更 加 严格 ， 
1816 年 和 1825 年 还 写 了 两 个 补 篇 .最 后 ,1830 年 5 月 4 数论 ?第 3 
版 分 两 卷 出 版 ,加 进 了 不 少 高 斯 的 新 想法 .不 过 ,他 的 韦 中 的 缺 
点 受到 年 轻 的 雅 可 比 的 批评 , 勒 让 德 立即 写 文章 进行 改正 ,并 由 
应 承认 雅 可 比 高 明 , 希 望 对 原著 加 以 补 全 . 终 因 他 的 年 纪 太 大 
了 ,这 个 愿望 没 能 实现 .他 的 研究 很 快 就 被 德国 大 数学 家 高 斯 、 
雅 可 比 、 犹 利克 雷 (Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805 一 1859) 及 
库 默 尔 (Emst Eduard Kummer,1810 一 1893) 盖 过 去 了 . 

勒 让 德 继承 了 费 尔 马 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 的 题目 和 方法 ,做 了 
一 些 过 渡 性 的 工作 .例如 ,他 采用 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 连 分 数 算 
法 ,对 配 尔 方程 加 以 系统 研究 ,并 列 出 解 的 表 . 在 二 次 型 方面 ,他 
对 拉 格 郎 日 的 工作 进行 了 一 些 补充 .他 证 明 , 非 8k+7 型 的 奇数 
均 可 写成 三 个 平方 之 和 .在 这 个 结果 的 基础 上 , 柯 西 于 1812 年 
最 后 证 明了 费 尔 马 所 断言 的 关于 多 边 形 数 的 定理 . 勒 让 德 还 证 
明了 当 n=5 时 的 费 尔 马 大 定理 (1823). 

1785 年 ,他 自 以 为 证 明了 :每 个 算术 级 数 om + b(n=0,1， 
2,…,a,b 互 素 ) 中 存在 无 穷 多 个 素数 .这 是 解析 数论 中 的 第 一 
个 重要 定理 ,直到 1837 年 才 由 犹 利克 雷 给 出 了 严格 的 证 明 . 

他 在 数论 上 真正 重要 的 发 现 应 该 说 是 关于 素数 分 布 的 研 
究 . 勒 让 德 最 早 认为 ,素数 分 布 的 形式 是 

1/(CAIx™: + Am + ) (mi> m2 >…), 
后 来 写成 1/( hlogx + 8B) 的 形式 ,其 中 4,8B 是 常数 .他 还 研究 了 
106 以 下 索 数 的 分 布 , 并 在 1808 年 得 出 经 验 公式 
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n(x) ~ 1 区， 
这 个 公式 也 不 如 高 斯 的 结果 高 明 . 

勒 让 德 在 数论 方面 的 男 一 个 成 果 是 完成 了 兰 伯 特 关于 x 是 
无 理 数 的 证 明 , 并 进而 证 明 台 也 是 无 理 数 ,证 明 中 应 用 了 无 穷 
连 分 数 . 

勒 让 德 在 椭圆 函数 论 方面 的 研究 总 结 在 两 大 卷 4 椭圆 函数 
及 欧 拉 积分 论 》( Traité des fonctions elliptiques et integrals Fuleri- 
ennes )(1825 一 1826) 中 .但 他 始终 没有 从 椭圆 积分 反 演 得 出 椭圆 
函数 . 阿 贝 尔 积 雅 可 比 在 1826 一 1827 和 年迈 出 了 这 最 关键 的 一 步 
( 阿 贝 尔 在 1823 年 已 有 这 个 思想 ). 勒 让 德 通过 雅 可 比 的 来 信 知 
道 了 阿 贝 尔 和 雅 可 比 的 工作 ,他 在 1828 年 2 月 9 日 写 给 雅 可 比 
的 信 中 说 :“ 我 很 满意 地 看 到 两 位 年 轻 的 数学 家 如 此 成 功 地 开辟 
了 分 析 的 一 个 分 支 , 它 很 久 以 来 是 我 喜爱 的 领域 ,但 在 我 自己 的 
国家 里 却 没 有 受到 应 有 的 重视 . "他 在 《椭圆 函数 及 欧 拉 积分 论 》 
第 3 卷 (1832) 中 介绍 了 他 们 的 工作 .不 久 他 就 去 世 了 .其 后 , 德 
国 数学 家 几乎 垄断 了 椭圆 函数 的 研究 . 当 勒 让 德 的 同胞 埃 尔 米 
特 开始 研究 时 ,又 反 过 来 受到 雅 可 比 的 鼓励 了 . 

勒 让 德 几 乎 一 生 都 在 断断续续 地 研究 初等 几何 学 ,他 在 他 
的 《几何 学 原理 》 的 每 个 新 版 中 都 加 入 附录 ,主要 是 为 了 证 明 平 
行 公设 ,实际 上 是 提出 了 更 明显 的 公理 .在 第 1 版 (1794) 中 ,他 
用 “存在 不 全 同 的 相似 三 角形 ”证明 平行 公设 .他 还 用 平行 公设 
证 明 “ 三 角形 三 个 内 角 之 和 不 能 大 于 两 个 直角 ” ,不 过 ,他 的 所 有 
证 明 均 有 漏洞 . 1833 年 他 证 明了 一 个 重要 定理 : 若 一 个 三 角形 
的 内 角 和 是 两 直角 , 则 所 有 三 角形 的 内 角 和 也 如 此 .他 试图 用 这 
个 定理 来 证 明 平 行 公设 . 
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勒 让 德 的 另 一 项 重要 工作 是 同 高 斯 分 别 独立 发 现 了 最 小 二 
乘法 ,而 且 是 他 首先 发 表 的 (1805). 不 过 ,至 今 最 小 二 乘法 一 直 
同 高 斯 的 名 字 紧 紧 联 系 在 一 起 . 

至 今 与 勒 让 德 的 名 字 密 不 可 分 的 是 勒 让 德 多 项 式 及 勒 让 德 
函数 . 这 是 最 早 系统 求解 的 数理 方程 ,对 偏 微分 方程 求解 .特殊 
苑 数 、 正 交 展 开 等 有 着 重要 意义 .高 斯 在 位 势 理 论 上 也 有 巨大 贡 
献 ,但 不 是 在 这 个 方面 ,因此 没有 抹 去 勒 让 德 成 就 的 最 后 一 点 光 
辉 . 另 一 个 以 勒 让 德 命名 的 术语 是 勒 让 德 变换 ,他 虽然 没 能 发 现 
椭圆 函数 ,但 在 椭圆 积分 方面 仍 有 巨大 贡献 . 勒 让 德 变 换 在 19 
世纪 的 椭圆 函数 论 中 也 有 重要 作用 .而 变 分 法 中 的 勒 让 德 条 件 
也 很 重要 .这 样 来 看 , 勒 让 德 还 是 他 那个 时 代 发 展 数学 分 析 的 代 
表 人 物 之 一 . 


3.3.4 19 世 纪 初 的 微 积分 


经 过 欧 拉 \ 拉 格 朗 日 , 拉 普 拉 斯 及 勒 让 德 等 人 的 努力 ,到 19 
世纪 初 , 微 积分 已 经 摆脱 掉 原 来 的 儿 何 的 或 力学 的 语言 ,形成 了 
以 函数 为 中 心 .以 代数 运算 为 基础 的 数学 分 析 系 统 .无 穷 的 代数 
方法 原则 上 已 成 为 可 解决 积分 、 微 分 方程 的 工具 .实际 上 , 早 在 
1694 年 雅 各 布 . 伯 努 利 就 认识 到 ,许多 积分 不 可 能 表 为 初等 函 
数 及 其 代数 运算 的 组 合 ,因此 ,近似 计算 与 数值 方法 也 就 应 运 而 
生 了 .此 外 ,一 系列 的 变换 方法 ,包括 积分 变换 方法 也 成 功 地 得 
到 了 应 用 .因此 ,数学 分 析 推动 了 几何 学 力学 ,物理 学 等 学 科 的 
快速 发 展 . 

欧 拉 和 拉 格 朗 日 是 18 世纪 欧洲 最 伟大 的 两 位 数学 家 . 拉 格 
朗 日 作为 晚 磋 ,无 疑 受到 欧 拉 的 很 大 影响 ,这 种 影响 主要 表现 
在 : 拉 格 朗 日 在 搞 一 个 题目 之 前 ,总 要 先 看 看 欧 拉 做 到 什么 地 
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方 , 然 后 再 从 欧 拉 的 地 方 起 步 ,运用 自己 非凡 的 独创 性 得 出 漂亮 
而 完整 的 结果 .这 从 数论 中 四 平方 和 定理 的 完全 证 明 到 变 分 法 
的 系统 研究 ,都 可 以 看 出 这 个 特点 . 拉 格 朗 日 不 仅 在 许多 领域 取 
得 了 远 为 深刻 的 成 就 (如 二 次 型 理论 .代数 方程 论 .置换 理论 ,分 
析 力 学 .三 体 问题 等 等 ) ,而 且 比 欧 拉 更 加 重视 概念 及 基础 .他 晚 
年 时 几乎 完全 集中 于 建立 微 积分 的 严密 基础 ,他 的 结果 集中 反 
映 在 他 晚年 的 两 部 著作 中 ,这 两 部 著作 都 是 他 在 巴黎 综合 工科 
学 校 的 讲义 ,一 是 1797 年 出 版 的 《解析 函数 论 》( Théorie des fonc- 
tions analytigues ) ,二 是 1801 年 发 表 的 《函数 演算 教程 )( Lessons 
sur le calcul des forctions ) 《解析 函数 论 》 正 如 它 的 副标题 所 反映 
出 来 的 一 样 ,试图 建立 微 积 分 的 严格 基础 ,这 个 副标题 是 “包含 
着 微分 法 的 基本 原则 , 既 不 用 无 穷 小 或 正在 消失 的 量 ,也 不 用 极 
限 或 流 数 的 任何 概念 ,而 归结 为 有 限量 的 代数 分 析 ”. 他 的 目的 
是 把 微 积分 归结 为 代数 ,但 是 他 的 代数 不 仅 包含 多 项 式 , 而 且 特 
别 包 含 作 为 多 项 式 的 推广 的 星 级 数 . 欧 拉 认为 ,可 以 把 函数 
x+ 用 ) 展 成 六 的 整数 震 或 分 数 宕 , 而 只 有 当 f(x) 中 含 根 式 时 
才 会 出 现 分 数 寡 . 拉 格 朗 日 把 这 种 情形 当做 例外 而 不 去 管 它 , 因 
此 他 得 出 了 泰 勤 展开 的 余 项 公式 ,并 在 该 书 中 首先 得 出 了 微分 
中 值 定理 . 虽然 拉 格 朗 日 意识 到 收 伍 与 发 散 的 区 别 , 但 是 他 没有 
进行 细致 的 研究 ,尤其 是 他 没有 考虑 到 一 般 函 数 未 必 可 微 ,更 谈 
不 上 多 次 可 导 .因此 , 拉 格 朗 日 的 理论 虽然 漂亮 ,而 且 受 到 了 赞 
赏 ,但 最 终 为 柯 西 更 严密 的 理论 所 取代 . 

最 后 ,从 19 世纪 末 起 ,以 专著 或 教科 书 的 形式 出 版 的 微 积 
分 系统 论著 开始 出 现 ,其 中 最 著名 的 是 拉克 和 鲁 瓦 的 《 微 积分 通 
论 》( Traite de calcul differentiel et de calcul integral)( 第 1 版 共 2 
卷 ,1797,1798; 第 2 版 共 3 卷 ,1810,1814,1819). 
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顾名思义 ,数学 是 数 的 科学 ,也 就 是 数 的 理论 ,但 是 数学 的 
内 容 远 远 超出 数论 的 范围 ,而 通常 所 说 的 数论 实际 上 也 与 数 的 
理论 的 本 义 有 一 定 的 差距 . 古 希 腊 已 经 开始 区 别 计算 技术 (lo- 
gistica) 和 数论 (arithmetica) ,后 者 常常 被 译 为 算术 ,实际 上 算术 应 
该 是 前 者 的 正确 译名 .数论 应 该 包含 两 个 方面 ,一 方面 是 带 有 哲 
学 及 基础 色彩 的 理论 或 学 说 ,也 就 是 研究 “什么 是 数 ,什么 应 该 
是 数 "“ 量 能 和 否 归 结 为 数 "之 类 的 问题 ,例如 , 正 整数 及 正 分 数 是 
否 还 应 该 扩大 、 是 否 还 能 扩大 ,负数 是 否 合理 ,无 理 数 、 虚 数 、 复 
数 以 及 代数 数 、 超 越 数 等 是 否 应 该 同 整数 分数 一 样 来 对 待 . 另 
一 方面 是 研究 不 定 方程 的 求解 问题 .现代 意义 下 的 数论 主要 是 
研究 数 的 性 质 和 表示 ,尤其 是 特殊 的 数 ,如 素数 \ 完 全数 、 亲 和 数 
等 ,以 及 求解 不 定 方程 .在 历史 上 , 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 研 究 
广义 的 数论 ,而 丢 番 图 的 《算术 》 只 研究 后 面 一 部 分 ,而 且 其 中 还 
包括 对 代数 方程 的 研究 ,直到 费 尔 马 才 把 数论 的 内 容 确 定 为 近 
代 的 形式 .因此 , 费 尔 马 被 尊称 为 近代 数论 之 父 . 


1 上 费 尔 马 


费 尔 马 在 1601 年 8 月 20 日 受洗 礼 .他 的 家 庭 是 法 国 南 部 
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图 鲁 兹 附近 的 波 芒 的 中 产 阶级 ,母系 家 族 是 所 谓 “ 穿 袍 贵族 ” ,其 
中 许多 人 曾 任 法 官 . 费 尔 马 也 学 过 法 律 ,1631 年 以 前 他 曾 在 波 
尔 多 做 法 官 .1631 年 5 月 , 费 尔 马 成 为 图 鲁 兹 地 方 高 等 立法 议 
会 议员 ,并 移居 图 鲁 兹 .同年 6 月 ,他 同 表 妹 结婚 ,他 们 生 有 二 子 
三 女 . 长 子 萨 绢 尔 也 是 法 官 及 图 鲁 兹 议会 议员 .1665 年 1 月 12 
日 , 费 尔 马 在 卡 斯 特 去 世 

费 尔 马 的 数学 研究 完全 是 业余 进行 的 ,他 对 数学 的 兴趣 大 
约 开始 于 17 世纪 20 年 代 后 期 .这 时 ,他 在 波尔多 的 法 官 朋友 借 
给 他 韦 达 的 著作 ,他 很 仔细 地 研究 过 ,并 写 出 了 他 最 早 的 解析 几 
何 著作 . 他 在 图 鲁 兹 的 同事 卡尔 卡 维 (Piere de Carcavi, 约 
1600 一 1684) 于 1636 年 移居 巴黎 后 ,接触 到 马 桑 周围 的 科学 集 
体 , 从 此 费 尔 马 同 马 桑 等 人 开始 书信 来 往 ,这 对 他 研究 数论 无 疑 
是 直接 的 刺激 . 1 

费 尔 马 接受 过 扎实 的 古典 教育 训练 ,他 能 用 拉丁 文 、 希 腊 
文 .意大利 文 及 西班牙 文 写 诗 ,受到 当时 的 文人 墨客 的 称赞 ,他 
热衷 于 收集 古代 文献 手稿 及 古 希腊 典籍 ,当时 也 想到 意大利 去 
旅游 .在 17 世纪 30 一 40 年 代 , 他 的 朋友 去 过 意大利 ,但 他 始终 
没 能 成 行 .他 也 很 想到 巴黎 和 其 他 地 方 会 见 他 的 朋友 ,但 一 直 未 
能 如 愿 .这 样 看 来 ,他 的 假期 大 都 是 在 乡下 度 过 的 . 

1637 年 左右 , 费 尔 马 得 到 了 丢 看 图 的 《算术 》 以 及 巴 欢 的 著 
作 . 他 在 那 本 《算术 》 上 写 下 了 许 许 多 多 旁 注 ,其 中 特别 有 名 的 是 
所 谓 费 尔 马 大 定理 .这 个 问题 以 及 其 他 旁 注 大 大 推动 了 后 来 数 
论 的 发 展 .他 得 到 许多 零散 的 结果 ,特别 是 费 尔 马 小 定理 以 及 无 
穷 递 降 法 ,使 他 获得 近代 数论 之 父 的 美 名 . 

费 尔 马 不 仅 是 近代 数论 之 父 ,而 且 在 开创 解析 几何 学 和 微 
积分 方面 也 有 重要 贡献 . 费 尔 马 和 笛 卡 尔 从 不 同 的 角度 创造 了 
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解析 几何 学 . 费 尔 马 在 1643 年 企图 扩展 解析 几何 学 方法 去 研究 
空间 中 的 旋转 体 ,在 1650 年 还 建立 了 有 三 个 未 知 数 的 方程 ,并 
用 来 研究 空间 中 曲面 的 轨迹 . 
费 尔 马 独立 发 展 了 求 切线 , 求 极 大 极 小 以 及 求 积 的 方法 ,不 
过 ,他 没有 意识 到 它们 之 间 的 关系 ,也 没有 建立 起 基本 概念 .由 
于 方法 的 不 同 ,他 同 笛 卡 尔 在 1638 年 进行 了 争论 ,甚至 发 展 成 
人 身 攻击 . 
由 于 费 尔 马 的 结果 流传 不 广 , 他 对 17 世纪 数学 发 展 的 影响 
不 算 太 大 .1654 年 ,他 同年 轻 的 帕斯卡 开始 通信 , 想 吸 引 帕 斯 卡 
一 起 搞 数 论 ,但 是 帕斯卡 对 宗教 及 物理 学 的 兴趣 更 大 .他 们 曾 一 
起 讨论 过 赌博 问题 ,这 促进 了 一 门 新 学 科 一 一 概率 论 的 产生 .至 
于 数论 , 费 尔 马 是 在 孤立 的 情况 下 单枪匹马 去 搞 的 ,由 于 他 并 不 
打算 发 表 这 些 结果 ,所 以 直到 他 去 世 后 ,他 的 儿子 才 把 他 的 结果 
整理 后 公 之 于 世 ,这 已 经 是 1679 年 的 事 了 . 


2 初等 数论 


17 一 18 世纪 的 初等 数论 , 主要 来 自 于 费 尔 马 的 研究 ,他 的 

言 片 语 引导 欧 拉 进行 证 明 , 从 而 大 大 发 展 了 初等 数论 ,其 中 一 

些 结果 由 拉 格 朗 日 完成 .最 后 , 勒 让 德 补充 了 一 些 结果 ,并 把 以 
前 的 零散 结果 加 以 总 结 . 


2.1 费 尔 马 的 数论 


费 尔 马 在 数论 方面 的 贡献 决定 了 19 世纪 之 前 数论 的 方向 ， 
正 是 由 于 他 的 研究 ,整数 论 才 成 为 一 门 独立 的 学 科 .虽然 丢 番 图 
的 《算术 ?是 他 的 研究 的 出 发 点 ,他 也 受 了 不 少 影响 ,但 是 他 的 研 


只 
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究 至 少 有 两 方面 的 特色 .他 用 算术 观点 来 处 理 算术 问题 ,而 不 像 
以 前 受 几 何 学 观点 的 束缚 .同样 ,他 只 研究 整数 解 , 而 不 像 丢 番 
图 那样 也 考虑 有 理 数 解 . 这 两 种 数 虽 然 在 有 些 情 形 下 没什么 差 
别 , 但 在 近代 数论 的 许多 问题 中 却 有 原则 性 差别 ,他 对 整数 的 研 
究 导 致 后 来 数论 发 展 的 几 个 方向 . 

(1) 素 数 的 判定 及 性 质 . 

关于 素数 的 形式 , 当时 最 突出 的 是 马 桑 素 数 . 费 尔 马 在 
1640 年 6 月 给 马 又 的 信 中 讲 : 如 果 ” 不 是 素数 , 则 2" - 1 也 不 是 
素数 ,因此 ,2 - 1 型 的 索 数 只 可 能 具有 2? - 1 的 形式 ,其 中 p 是 
素数 .可 是 反 过 来 ,2? - 1 型 的 数 一 般 不 是 素数 ,而 是 复合 数 . 费 
尔 马 说 , 它 的 素 因 子 只 具有 2mp + 1 的 形式 .另外 ,他 还 知道 , 除 
非 严 是 2 的 方 赛 , 和 否则 2" + 1 不 可 能 是 素数 .从 1640 年 起 ,他 多 


次 声称 , 反 过 来 ,2 + 1 是 素数 (后 来 被 称 为 费 尔 马 数 ). 当 n= 
0,1,2,3,4 时 ,的 确 2 + 1 是 素数 3,5,17,257,65 537; 可 是 当 mr 


=5 时 , 欧 拉 在 1732 年 证 明 22 + 1= 4 294 967 297 有 素 因子 641， 
因此 不 是 素数 , 以 后 发 现 ,后 来 一 些 这 类 的 数 都 不 是 素数 ,因此 
有 人 认为 以 后 没有 费 尔 马 素数 了 ! 尽管 如 此 , 费 尔 马 素数 仍 对 
几何 作 图 有 着 重要 的 意义 . 

关于 素数 ,一 个 最 重要 的 定理 是 费 尔 马 小 定理 , 这 是 费 尔 马 
在 1640 年 给 弗 瑞 尼 科 (Bemard Frenicle de Bessy, 约 1605 一 1675) 
的 信 中 讲 的 , 即 : 如 果 p 是 素数 , 且 a 与 p 互 素 , 则 ar-!-1 可 以 
被 p 整除 . 

(2) 关 于 素数 的 表示 . 

除了 2 以 外 ,素数 都 可 以 表 为 4n + 1 或 4n+3 的 形式 . 费 尔 
马 在 1640 年 底 给 马 桑 的 信 中 讲 : 形 如 4n + 1 的 素数 可 以 惟一 表 
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示 为 两 个 平方 数 之 和 ,如 17 = 16+1,29 =25+4 等 .他 说 ,他 能 
用 无 穷 递 降 法 加 以 证 明 ,并 且 在 1659 年 把 这 个 证 明 的 要 点 告诉 
了 卡尔 卡 维 , 同时 他 断言 , 形 如 4n + 3 的 素数 不 能 表示 为 两 个 
平方 数 之 和 .不 仅 如 此 ,他 还 进行 了 推广 :4n + 1 型 素数 的 平方 
也 只 能 以 一 种 方式 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ,但 这 种 素数 的 三 次 
方 或 四 次 方 就 能 以 两 种 方式 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ,如 53 = 125 
=4+121=25+ 100, 其 五 次 方 和 六 次 方 就 能 以 三 种 方式 表示 为 
两 个 平方 数 之 和 ,如 此 类 推 ， 

费 尔 马 还 得 出 了 许多 其 他 类 型 的 定理 ,他 断言 :8n + 1 及 
8n + 3 型 的 素数 可 以 表示 为 x*+2y ;6n + 1 型 的 素数 可 以 表示 
为 x*+37y; 奇 素数 均 能 以 一 种 方式 表示 为 两 个 平方 数 之 差 . 

(3) 一 般 数 的 表示 . 

费 尔 马 从 素数 的 表示 进而 研究 四 平方 和 问题 . 四 平方 和 问 
题 是 数论 中 第 一 个 一 般 性 的 重要 问题 . 巴 软 在 他 出 版 的 丢 番 图 
的 《算术 ?中 加 上 评注 ,他 说 , 丢 番 图 多 次 猜想 到 :每 个 正 整数 都 
能 表示 为 四 个 整数 的 平方 之 和 .这 就 是 著名 的 四 平方 和 问题 . 他 
补充 道 , 他 从 1 到 325 验证 过 这 个 猜想 ,但 是 不 能 给 出 一 个 一 般 
的 证 明 . 稍 卡尔 也 研究 过 这 个 问题 ,但 是 他 后 来 承认 ,这 个 问题 
太 难 了 ,他 想 不 出 什么 办 法 来 解决 它 . 费 尔 马 在 巴 歌 的 译本 中 
说 ,他 已 经 证 明了 一 个 一 般 的 定理 ,由 此 可 推出 四 平方 和 猜想 . 
他 多 次 许诺 发 表 证 明细 节 , 不 过 同 往常 一 样 没 能 实现 . 

实际 上 ,1638 年 左右 费 尔 马 在 他 的 书 上 提出 了 更 为 一 般 的 
重要 定理 :每 个 正 整数 或 者 本 身 是 一 个 三 角形 数 , 或 者 是 两 个 或 
三 个 三 角形 数 之 和 ;每 个 正 整数 或 者 本 身 是 一 个 正方 形 数 , 或 者 
是 两 个 三 个 或 四 个 正方 形 数 之 和 ;每 个 正 整数 或 者 本 身 是 一 个 
五 边 形 数 ,或 者 是 两 个 .三 个 .四 个 或 五 个 五 边 形 数 之 和 ,如 此 等 
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等 . 费 尔 马 声称 ,他 用 无 穷 递 降 法 证 明了 它们 ,实际 上 很 可 能 言 
过 其 实 .后 来 , 费 尔 马 在 1654 年 写 给 帕斯卡 的 一 封 信 中 谈 到 ,为 
了 证 明 这 个 一 般 性 的 定理 ,必须 证 明 下 面 几 个 命题 : 

每 个 形 如 4n + 1 的 素数 等 于 两 个 整数 的 平方 之 和 . 

@ 给 定形 如 4n +1 的 素数 ,能 找到 一 个 普遍 的 方法 求 出 两 
个 整数 ,使 其 平方 和 等 于 该 素数 . 

@ 每 个 形 如 3n + 1 的 素数 均 具有 x? +3y 的 形式 . 

@ 每 个 形 如 8n + 1 或 8n +3 的 素数 均 具 有 x?+2y? 的 形 
式 . 

不 存在 边 长 为 上 有理数 的 直角 三 角形 ,使 得 其 面积 为 完全 
平方 数 . 

在 这 些 命 题 中 ,中 曾 在 费 尔 马 1640 年 底 给 马 桑 的 信 中 提 到 
过 ,后 来 他 也 说 过 他 用 无 穷 递 降 法 证 明了 这 个 命题 .实际 上 没有 
发 现 他 的 证 明 .@,@ 和 @ 也 有 类 似 情 况 .他 真正 作出 证 明 的 只 
有 ,是 用 无 穷 递 降 法 证 明 的 . 

(4) 配 尔 方程 ， 

配 尔 方程 是 最 古老 的 方程 之 一 ,极为 重要 .这 个 问题 在 希腊 
人 和 印度 人 中 间 有 着 漫长 的 历史 ,在 以 后 的 丢 番 图 逼近 理论 及 
代数 数论 中 也 起 着 极为 重要 的 作用 . 费 尔 马 在 1657 年 2 月 给 弗 
瑞 尼 科 的 信 中 提出 一 个 定理 :如 果 4 非 完 全 平方 , 则 x? - 4y? = 
1 有 无 穷 多 个 解 .后 来 , 欧 拉 把 这 个 方程 错误 地 命名 为 配 尔 方 
程 .这 个 定理 之 所 以 有 名 ,是 因为 费 尔 马 在 这 封 信 中 向 所 有 数学 
家 提出 挑战 ,要 求 他 们 求 出 全 部 整数 解 . 布 隆 克 尔 勋 珊 给 出 了 
解 , 但 没有 证 明 解 有 无 穷 多 个 .英国 数学 家 沃 利 斯 在 1657 一 1658 
年 的 信 中 及 其 (代数 》 中 给 出 了 解法 . 费 尔 马 自己 则 说 ,他 用 无 穷 
递 降 法 解 出 了 这 个 方程 ,而 且 还 能 断定 x? - 4y? = 8 在 什么 情 


198 近代 数学 史 


形 下 有 解 . 

(5) 费 尔 马 大 定理 . 

费 尔 马 虽然 不 可 能 证 明 整 个 的 费 尔 马 大 定理 ,但 是 ,他 以 后 
经 常 提 到 ,n=3,n=4 两 种 情形 可 用 无 穷 递 降 法 证 明 . 他 很 可 能 
证 明了 n=4 的 情形 . 


2.2 欧 拉 的 数论 


欧 拉 对 数论 的 兴趣 显然 是 由 哥 德 巴赫 引起 的 . 1729 年 10 
月 ,他 们 开始 通信 ,到 1730 年 6 月 , 欧 拉 才 开始 认真 研究 起 数论 
来 .他 开始 读 费 尔 马 的 著作 ,注意 到 四 平方 和 猜想 ,并 且 花 费 了 
许多 时 间 进 行 研究 ,但 没 能 成 功 ,但 是 他 在 其 他 方面 取得 了 很 大 
进展 . 

(1) 证 明 及 推广 费 尔 马 的 许多 定理 . 

首先 , 欧 拉 给 出 了 关于 费 尔 马 小 定理 的 三 个 证 明 (1741， 
1761,1763). 在 第 三 个 证 明 中 ,他 引进 著名 的 欧 拉 9p 函数 ,对 费 
尔 马 小 定理 进行 了 推广 . g(n) 表 示 小 于 n 且 与 n 互 素 的 正 整数 
的 数目 .因此 , 当 n 为 素数 p 时 ,pg(p)=p -1. 对 于 费 尔 马 小 定 
理 ( 如 果 a 与 p 互 素 , 则 af -1 可 被 p 整除 ), 欧 拉 进 一 步 证 
明 : 如 果 a 与 n 互 素 , 则 a?'" - 1 可 被 n 整除 . 

费 尔 马 证 明 :每 个 4m + 1 型 的 素数 能 以 惟一 的 方式 表示 为 
两 个 平方 数 之 和 . 欧 拉 反 过 来 证 明 其 逆 定 理 也 成 立 .由 此 ,他 发 
现 了 一 个 新 的 有 效 方法 ,可 用 来 判定 一 个 大 数 N 是 素数 还 是 合 
数 (1751 年 起 ). 欧 拉 关 于 mx? + ny? 形式 的 数 的 研究 ,是 后 来 拉 
格 朗 日 和 高 斯 工作 的 基础 . 

1753 年 , 欧 拉 证 明了 费 尔 马 大 定理 的 一 个 特殊 情形 , 即 
n=3 的 情形 ,他 的 证 明 也 采用 了 无 穷 递 降 法 ,还 用 到 形 如 
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a + bvV -3 的 复数 . 
(2) 发 现 二 次 互 反 律 . 
欧 拉 在 1754 一 1755 年 间 首先 引入 二 次 剩余 的 概念 :如 果 存 
在 x, 使 x* -p 能 被 g 整除 ,就 说 p 是 g 的 二 次 剩余 .他 于 1772 
年 开始 研究 ,并 于 1783 年 明确 表述 了 二 次 互 反 律 ,这 构成 后 来 
数论 的 关键 课题 . 
(3) 配 尔 方程 . 
1732 年 欧 拉 把 
x ~- Dy’=1 
(其 中 D 是 一 个 整数 ,一 般 没 有 平方 因子 ) 这 种 类 型 的 方程 错误 
地 叫做 配 尔 方程 ,这 大 概 是 因为 他 错误 地 认为 英国 数学 家 配 尔 
是 一 个 老 解 法 的 发 明 者 ,其 实 配 尔 与 这 个 方程 毫 无 关系 . 
这 个 方程 有 着 悠久 的 历史 . 公元 前 4 一 5 世纪 时 ,印度 人 在 
求 /2 的 近似 值 前 , 曾 得 出 不 定 方程 
x -2y=1 
的 解 (17, 12) 和 (577, 408). 同时 , 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 约 前 
580 一 约 前 500) 学 派 也 得 出 
x —2y:= 土 1 
的 一 个 递 推 公式 . 同样 , 阿 基 米 德 也 得 出 
2-372=] 
的 解 (1 351,780). 欧 拉 的 著名 的 分 牛 问题 也 是 求解 配 尔 方程 ,其 
中 D = 410 286 423 278 424. 不 过 ,从 数学 史 的 研究 中 可 以 看 出 ， 
印度 人 在 7 世纪 时 已 经 得 出 了 相当 完整 的 结果 . 丢 番 图 也 研究 
过 这 类 方程 的 许多 特殊 情形 . 费 尔 马 也 知道 配 尔 方程 的 解法 , 沃 
利 斯 也 完全 知道 怎样 造 出 无 穷 多 个 解 来 ， 
关于 配 尔 方程 ,已 经 有 了 非常 完整 的 结果 :如 果 D 是 一 个 
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正 整数 并 且 不 是 完全 平方 数 , 则 配 尔 方程 
x - Dy’=1 
存在 无 穷 多 组 整数 解 (x,y), 且 任何 一 组 解 都 可 以 由 某 一 特殊 
的 解 ( 称 之 为 基本 解 )(xo, yo) 生 成 出 来 .具体 来 讲 ,任何 解 (x%， 
y) 与 基本 解 ( xzo,yo) 的 关系 为 
x*tyVD= +(xo+ yov D)”, 
其 中 呈 是 任意 整数 . 

这 样 一 来 ,问题 就 变 成 求 基本 解 (xo, yo) 的 问题 . 1759 年 欧 
拉 通 过 把 v D 展 开 成 连 分 式 而 给 出 解 配 尔 方 程 的 方法 .他 的 想 
法 是 ,如 果 x,y 满足 方程 , 则 x/y 是 VD 的 很 好 的 近似 值 .但 是 ， 
他 不 能 证 明 他 的 方法 总 能 求 出 解 ,并 且 所 有 解 都 能 由 vV D 的 连 
分 数 展开 给 出 来 .直到 1766 年 , 拉 格 朗 日 才 完 全 解决 了 这 个 问 
题 . 

举例 来 讲 ,y2 的 连 分 数 展开 为 


-+ 一 一， 


由 它 的 近似 值 过 = 1 ,之 , 避 ,这 (xy) 都 是 
的 解 , 这 正好 与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 所 得 到 的 结果 不 谋 而 合 . 
对 于 更 一 般 的 方程 
X22 Dy? =k, 
费 尔 马 说 他 自己 知道 这 个 方程 在 什么 情况 下 有 解 ,并 且说 如 果 
有 解 的 话 , 他 也 能 够 解 出 来 .但 他 照例 没有 给 出 具体 证 明 . 最 后 
的 结果 是 拉 格 朗 日 在 1766 一 1770 年 间 给 出 的 . 
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(4) 把 解析 方法 用 于 数论 研究 . 

欧 拉 引 入 4 函数 、 分 拆 函 数 p(n), 另 外 ,他 还 引进 了 超越 
数 的 概念 . 

拉 格 朗 日 完成 了 欧 拉 的 许多 研究 ,特别 是 证 明 四 平方 和 定 
理 及 开创 二 次 型 研究 ,这 些 结果 总 结 在 勒 让 德 的 《数论 》(1798) 
一 书 中 (详细 内 容 参 见 本 书 第 5 章 3.3.1 及 3.3.3 两 节 ). 


第 7 章 19 世纪 的 数学 


19 世纪 的 数学 与 前 后 两 个 世纪 的 数学 有 着 很 大 的 不 同 , 它 
开始 真正 成 为 一 门 独立 存在 的 自在 的 科学 ,有 自己 的 对 象 及 理 
论 体系 ,不 像 过 去 那样 只 是 依附 于 自然 科学 的 工具 和 技术 总 汇 . 
正 因 如 此 ,19 世纪 数学 打破 过 去 对 它 的 对 象 及 方法 所 造成 的 种 
种 限制 ,呈现 出 千姿百态 的 多 样 性 ,同时 也 因此 在 保守 与 革新 和 
解放 之 间 引 起 数学 家 的 争论 ,最 终 涉及 到 基础 问题 的 大 讨论 .在 
数学 与 社会 的 关系 方面 , 它 不 再 是 偶然 产生 的 个 别 数学 家 的 工 
作 总 和 ,数学 和 数学 家 都 更 为 社会 化 .具体 来 说 ,数学 家 日 益 职 
业 化 ,培养 过 程 日 趋 定型 化 ,数学 家 共同 体 逐 步 形 成 ,数学 发 展 
受到 社会 环境 的 影响 也 日 益 明显 ,数学 家 的 生活 和 工作 都 受到 
大 社会 以 及 数学 家 、 科 学 家 小 社会 的 制约 ,王公 贵族 的 保护 没有 
了 ,只 有 当 社会 有 适宜 的 土壤 时 ,好 的 数学 家 才能 苗 壮 成 长 . 19 
世纪 初 ,各 国 数学 发 展 很 不 平衡 ,发 展 道路 差异 很 大 .但 到 19 世 
纪 末 ,国际 交流 已 相当 频繁 ,数学 发 展 日 益 趋同 . 


1 数学 概况 


19 世纪 数学 与 18 世纪 末 以 前 的 全 部 数学 ,在 数量 和 质量 
上 都 不 可 同日 而 语 .如 果 说 ,M: 康 托 尔 用 4 大 卷 写 18 世纪 末 以 
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前 的 全 部 数学 ,19 世纪 就 应 该 用 20 大 卷 ,而 这 只 不 过 是 刚刚 涉 
及 皮毛 而 已 ,真正 的 文献 数量 则 是 以 前 的 10 倍 有 余 .从 内 容 上 
讲 ,在 丢 东 涅 的 《数学 简 史 》 中 ,18 世纪 的 内 容 不 到 19 世纪 的 
5% ,从 实际 成 就 来 看 ,1:20 的 比例 大 体 上 差不多 . 

19 世纪 数学 本 身 发 生 了 可 以 说 是 革命 性 的 变化 ,主要 有 下 
面 四 个 特征 : 

(1) 新 题材 新 领域 .新 分 支 大 量 涌现 . 

19 世纪 之 前 ,数学 大 致 是 算术 与 数论 、 几 何以 及 17 一 18 世 
纪 发 展 起 来 的 代数 ,分 析 四 大 领域 . 到 19 世纪 ,数论 已 经 由 问题 
汇编 发 展 成 初 具 规 模 的 对 象 理论 .从 方法 上 来 分 ,形成 初等 数论 
及 解析 数论 ;从 对 象 上 来 分 ,引进 代数 数论 .超越 数论 二 次 型 及 
高 次 型 算术 理论 ;从 演算 对 象 来 看 ,不 定 方程 扩大 成 庞大 领域 ， 
出 现 丢 番 图 逼近 理论 .几何 数论 . 连 分 数 算 术 理论 等 新 兴学 科 ， 

几何 学 从 综合 几何 中 复兴 ,出 现 射影 几何 . 反 演 几 何 、 非 欧 
几何 以 及 各 种 特殊 对 象 的 几何 一 一 线 几 何 、 圆 几何 、 球 几何 等 . 
由 于 解析 方法 的 引进 ,解析 几何 在 19 世纪 已 经 完备 和 定型 化 ， 
从 中 发 展 出 代数 几何 学 与 微分 儿 何 学 这 两 大 领域 ,成 为 20 世纪 
几何 学 的 基础 .但 是 ,曲线 及 曲面 几何 仍 是 主要 对 象 .拓扑 学 和 
运动 几何 学 也 有 所 发 展 ,几何 学 的 研究 文献 数量 在 19 世纪 中 仍 
超过 数论 .代数 和 分 析 的 总 和 . 

代数 学 仍然 以 方程 求解 和 方程 论 为 中 心 ,出现 了 伽 罗 华 理 
论 以 及 置换 群 、 抽 象 群 和 群 表示 理论 .求解 问题 并 不 因 伽 罗 华 理 
论 而 告终 , 它 沿 着 几 个 方向 继续 发 展 ,特别 是 用 超越 函数 解 代数 
方程 以 及 用 数值 方法 求解 .方程 的 群 的 研究 到 19 世纪 末 仍 是 重 
要 课题 .除了 方程 以 外 ,线性 代数 与 双 线性 代数 ,行列 式 与 矩阵 、 
四 元 数 与 超 复 系 等 都 为 代数 带 来 多 样 化 .不 变 式 论 被 第 二 次 称 
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为 近世 代数 学 ,而 真正 的 近世 代数 一 一 抽象 代数 ,也 开始 出 现在 
各 种 新 的 对 象 及 理论 当中 . 

19 世纪 常 被 称 为 分 析 或 函数 论 的 世纪 ,但 这 是 19 世纪 末 
的 数学 家 的 观点 . 当然 实 分 析 的 多 样 化 发 展 , 特 别 是 微分 方程 的 
求解 引出 大 量 的 特殊 函数 ,而 从 实 到 复 的 过 渡 引 出 复 分 析 的 有 
力 工具 ,特别 是 椭圆 函数 及 阿 贝尔 函数 是 19 世纪 分 析 的 中 心 ， 
但 到 外 尔 斯 特 拉 斯 ,解析 函数 论 只 是 大 量 特殊 函数 的 一 个 简要 
概括 .一 般 的 解析 函数 论 直到 20 世纪 上 半 叶 才 有 较 大 的 发 展 ， 
而 它们 却 植 根 于 特殊 函数 的 多 样 性 之 中 .例如 , 整 函数 基本 定理 
一 一 毕 卡 大 定理 ,在 1879 年 是 用 椭圆 模 函 数 证 明 的 . 

20 世纪 数学 的 主流 一 一 结构 数学 大 都 源 于 这 种 多 样 性 ,20 
世纪 的 数理 逻辑 及 数学 基础 也 来 源 于 19 世纪 的 先驱 ,从 布尔 到 
G-. 康 托 尔 (Georg Cantor,1845 一 1918) .可 以 说 , 正 是 由 于 19 世纪 
数学 题材 的 多 样 性 ,造就 了 现代 数学 的 丰富 内 容 . 

(2) 数 学 对 象 及 方法 的 扩大 . 

数学 与 自然 科学 不 同 ,并 不 以 客观 实在 为 对 象 .以 前 ,数学 
对 象 受制 于 哲学 观念 及 古老 的 规定 ,到 19 世纪 ,数学 家 在 思想 
上 逐渐 打破 了 这 种 陈旧 的 框框 .无 疑 ,每 一 次 打破 都 引起 一 场 风 
波 一 场 辩论 .但 主流 是 数学 对 象 的 扩大 化 最 终 取 得 胜利 .几何 
学 最 明显 ,19 世纪 突破 三 维 欧 几 里 得 几何 的 限制 ,出 现 了 各 种 
各 样 的 “ 非 欧 几何 学 ” ,一 是 不 遵守 平行 公设 的 通常 非 欧 几何 ,二 
是 不 遵守 三 维 根 制 的 高 维 几 何 学 ,三 是 不 遵守 阿 基 米 德 公理 的 
非 阿 基 米 德 几 何 , 四 是 复数 的 几何 学 ,如 此 等 等 .在 观念 上 也 有 
重大 突破 ,空间 不 一 定 由 点 构成 ,从 而 出 现 直 线 几 何 学 . 圆 几 何 
学 等 .几何 图 形 也 不 一 定 非 装 在 大 空间 里 ,出现 流 形 的 概念 以 及 
内 蕴 儿 何 学 或 自然 几何 学 ;在 几何 学 中 还 可 以 引 人 无 穷 远 点 ,无 
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穷 远 线 等 理想 元 素 ,形成 新 的 几何 对 象 ,最 后 研究 一 层 一 层 的 结 
构 , 其 中 最 基础 的 是 点 集 及 抽象 集合 . 

19 世纪 人 们 一 开始 还 是 习惯 于 具体 的 、 特 殊 的 对 象 , 避 开 
抽象 的 .一般 的 对 象 . 但 随 着 认识 的 深入 , 才 逐 步 考虑 那些 奇异 
的 甚至 病态 的 对 象 , 如 处 处 连续 但 不 可 微 的 函数 . 填 满 正方 形 的 
曲线 等 .但 到 头 来 ,数学 的 深化 不 能 不 把 它们 接纳 进来 .到 20 世 
纪 , 更 成 为 研究 测度 ,布朗 运动 .分形 .混沌 等 的 基础 . 

(3) 层 次 化 的 出 现 与 严密 性 的 考虑 . 

18 世纪 以 前 的 数学 家 大 都 是 解 问题 的 能 手 ,而 解 问题 大 都 
是 用 特殊 技术 、 特 殊 方法 去 解决 特殊 对 象 的 一 些 特殊 问题 .到 
19 世纪 ,数学 家 开始 逐步 考虑 更 高 层次 的 理论 问题 ,如 求解 方 
程 , 要 考虑 根 与 系数 的 关系 问题 ,最 后 到 微分 方程 的 解 的 存在 性 
与 惟一 性 问题 .研究 题材 的 转变 不 仅 是 对 过 去 盲目 求解 失败 的 
经 验 总 结 ,也 是 为 寻找 新 的 求解 方法 从 理论 上 扫 清 道路 .思想 方 
法 的 改变 也 带 来 对 方法 的 严密 性 的 追求 . 

19 世纪 分 析 方 法 代替 几何 方法 在 数学 中 占据 统治 地 位 之 
后 ,分 析 的 有 效 性 不 成 问题 ,但 其 严密 性 却 受到 挑战 .因此 ,整个 
19 世纪 不 断 对 这 个 问题 进行 探索 ,最 终 由 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 解 
决 ,但 是 留 下 的 无 穷 集合 论 问题 却 产 生 了 无 穷 的 麻烦 . 

(4) 统 一 性 的 追求 . 

19 世纪 数学 分 支 的 爆炸 性 增长 ,使 得 数学 专业 化 日 益 严 
重 ,形成 相互 隔离 的 局 面 .19 世纪 初 ,数学 家 已 经 被 分 为 分 析 学 
家 和 几何 学 家 ,前 者 也 包括 数论 及 代数 学 家 .到 1870 年 以 后 ,由 
于 群 的 概念 的 成 熟 ,一 些 大 数学 家 ,特别 是 若 尔 当 . 克 莱 因 、5. 李 
(Marius Sophus Lie, 1842 一 1899 ) 、 庞 加 莱 (Jules Henri Poincare， 
1854 一 1912) 等 人 ,尝试 以 群 的 观念 来 统一 数学 ,取得 了 相当 的 


206 近代 数学 史 


成 功 . 群 的 概念 不 仅 联系 着 代数 方程 ,而 且 也 用 于 微分 方程 、 函 
数论 ,特别 是 几何 ,从 而 涵盖 了 大 部 分 当时 的 数学 . 另 一 方面 ,19 
世纪 数学 中 四 大 领域 外 的 四 大 分 支 :代数 数论 .代数 函数 论 . 代 
数 几 何 学 与 代数 不 变 式 论 ,直接 导向 当时 的 理想 理论 ,也 就 是 后 
来 的 交换 环 论 以 及 部 分 域 论 .这 些 部 分 统一 性 的 抽象 化 最 终 导 
致 20 世纪 结构 数学 的 萌芽 ， 

20 世纪 初 ,数学 出 现 了 大 转型 ,由 此 形成 的 结构 数学 及 元 
数学 都 可 以 在 19 世纪 追溯 到 其 来 源 . 抽 象 代数 中 的 群 论 、 环 论 、 
域 论 是 对 19 世纪 数学 中 许多 具体 对 象 .具体 结果 的 抽象 化 , 拓 
扑 学 中 的 维 数 问题 曲线 理论 等 都 在 分 析 中 早已 碰 到 .曲面 及 更 
高 维 流 形 的 拓扑 已 经 在 高 斯 . 黎 曼 的 著作 中 初 见 端倪 .意大利 数 
学 家 的 著作 中 出 现 的 函数 集合 及 函数 空间 ,实际 上 是 泛 函 分 析 
的 最 早 实例 .以 集合 论 和 逻辑 作为 数学 的 基础 的 尝试 ,最 终 导 致 
数理 逻辑 的 产生 .现代 数学 正 是 在 19 世纪 数学 的 多 样 性 的 基础 
上 追求 统一 的 结果 . 


19 世纪 ,数学 已 不 青 是 少数 人 的 工作 ,而 成 为 众多 数学 家 
的 研究 成 果 . 数 学 家 作为 社会 集体 开始 涌现 . 随 着 基础 教育 的 普 
及 和 大 学 数学 教学 的 改进 ,培养 数学 家 的 道路 基本 定型 化 .到 
19 世纪 末 , 绝 大 多 数 数学 家 是 在 大 学 毕业 并 取得 博士 学 位 后 成 
为 数学 家 的 .当时 已 有 足够 的 职位 提供 给 优秀 的 数学 家 .数学 家 
也 是 以 其 论文 来 显示 其 能 力 的 .19 世纪 共有 950 种 以 上 的 期 刊 
全 部 或 部 分 刊载 数学 论文 .在 数学 发 达 的 国家 ,这 对 数学 的 发 展 
是 一 个 极为 重要 的 阵地 .各 地 的 科学 院 仍 具有 学 术 权 威 ,它们 的 
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刊物 也 是 发 表 论 文 的 场所 .尤其 是 巴黎 科学 院 , 柏 林 科学 院 等 每 
隔 两 三 年 就 设置 菜 个 问题 的 大 奖 ,这 对 数学 起 着 重要 的 促进 作 
用 .各 国 的 科学 促进 会 和 数学 会 也 对 数学 交流 起 着 有 益 的 作用 . 
由 于 这 些 条 件 的 改善 ,19 世纪 数学 家 的 人 数 大 量 增加 , 名 垂青 
史 的 可 达 500 人 以 上 ,其 中 重要 数学 家 近 百 人 .不 过 ,由 于 各 国 
条 件 的 不 同 ,差异 还 是 相当 大 的 . 现 把 各 国 数学 的 发 展 情况 简单 
介绍 如 下 . 


2.1 法 国 


19 世纪 的 法 国 是 名 副 其 实 的 数学 大 国 ,但 是 法 国 数学 却 有 
着 其 不 同 于 一 般 的 特点 : 

(1) 法 国 的 近代 数学 有 着 几 百 年 的 历史 传统 , 19 世纪 法 国 
无 可 争辩 地 是 欧洲 数学 的 中 心 .法语 也 逐步 取代 拉丁 语 而 成 为 
国际 科学 语言 .但 巴黎 对 其 他 国家 的 数学 却 缺少 了 解 

(2) 法 国 的 教育 体制 ,特别 是 培养 数学 家 的 途径 ,形成 法 国 
数学 重视 数学 分 析 及 其 在 几何 力学、 物理 .天文 和 工程 上 的 应 
用 的 特色 .这 个 分 析 传 统一 直 贯 穿 到 20 世纪 初 . 

(3) 法 国 数学 过 分 集中 ,特别 是 巴黎 .巴黎 为 数学 家 提供 的 
职位 很 少 ,又 集中 于 少数 大 学 及 大 学 校 .著名 的 数学 家 可 以 在 各 
学 校 身 兼 数 职 ,因此 数学 家 人 数 不 多 .法 国 在 19 世纪 只 出 现 了 
三 四 十 位 尖子 数学 家 ,不 像 德国 那样 有 着 上 和 寺 人 的 庞大 队伍 . 

《4) 整 个 19 世纪 ,法 国 社会 动 葛 ,科学 及 数学 的 发 展 受 政治 
及 社会 的 冲击 很 大 . 

从 18 世纪 末 起 ,法 国政 治 动荡 ,社会 及 经 济 也 发 生 巨 大 变 
化 ,这 对 科学 及 数学 的 发 展 不 能 不 产生 巨大 影响 ,几乎 所 有 数学 
家 都 感受 到 强烈 的 冲击 . 
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1789 年 7 月 14 日 巴黎 群众 攻陷 巴士 底 狱 , 揭 开 法 国 大 革命 
的 序幕 . 1792 年 8 月 君主 政体 被 推翻 , 法兰西 第 一 共和 国 
(1792 一 1804) 建 立 . 1793 年 初 法 国 国王 路 易 十 六 被 送 上 断头台 ， 
出 现 雅 克 宾 党 专政 ,巴黎 科学 院 被 解散 . 1794 年 热 月 政变 后 , 建 
立 了 督 政 府 ,开始 整顿 教育 及 科学 事业 ,其 中 最 突出 的 是 设立 巴 
歼 高 等 师范 学 校 (1’ Ecole normale suptrieure, 主要 培养 中 学 师资 ) 
以 及 中 央 公 共 工 程 学 校 (1’ Ecole Centrale des Travaux publics) ,后 
者 次 年 改名 为 巴黎 综合 工科 学 校 (Ecole polytechnique, 直译 为 多 
科技 术 学 校 ). 1795 年 重建 法 兰 西 研究 院 (Institut de France) ,其 
中 包括 巴黎 科学 院 .1799 年 11 月 ,拿破仑 发 动 政 变 ,自任 第 一 执 
政 , 实 际 上 进入 了 拿破仑 独裁 统治 时 期 .由 于 拿破仑 的 重视 , 科 
学 技术 有 很 大 的 发 展 ,科学 家 也 得 到 很 高 的 荣誉 , 拉 格 朗 日 . 拉 
普 拉 斯 等 均 被 封 为 贵族 .1804 年 5 月 ,拿破仑 称 帝 ,是 为 第 一 帝 
国 .1814 年 4 月 ,拿破仑 被 第 六 次 反 法 联军 击败 ,第 一 次 退位 ， 
被 流放 到 厄 尔 巴 岛 , 波 旁 王 朝 第 一 次 复辟 .1815 年 3 月 ,拿破仑 
带领 一 部 分 军队 回 到 巴黎 ,建立 百 日 皇 朝 ,同年 6 月 18 日 在 比 
利 时 滑铁卢 被 第 七 次 反 法 联军 击 省 ,6 月 22 日 再 次 退位 , 拿 破 
仑 被 流放 到 圣 海 仑 娜 岛 ,第 一 帝国 告终 .路 易 十 八 (Louis XV 
1755 一 1824) 复 辟 ,成 为 法 国 国王 ,他 在 1824 年 死 后 ,其 弟 查理 十 
世 (Chanes X ,1757 一 1836) 即 位 ,是 为 复辟 时 期 (1815 一 1830 ). 
(因此 拥护 波 旁 王朝 及 国王 的 人 应 被 称 为 保 王 党 ,如 柯 西 ,如 果 
把 他 们 说 成 是 拥护 共和 及 拿破仑 的 保皇 派 , 则 大 错 特 错 了 .) 
1830 年 革命 后 , 波 旁 王朝 支派 奥尔良 公明 后 疹 路 易 : 菲 利 浦 
(Louis Philippe,1773 一 18$0) 即 王位 ,是 为 七 月 王朝 .1848 年 2 月 
巴黎 发 生 革命 ,推翻 七 月 王朝 ,成 立 共和 国 ,是 为 第 二 共和 国 
(1848 一 1852) .1851 年 12 月 拿破仑 三 世 (Louis Napoleon, 1808 一 
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1873) 政 变 ,次 年 称 帝 ,是 为 第 二 帝国 (1852 一 1870) ,其 间 发 展 经 
济 、 对 外 扩张 ,科学 技术 有 一 定 进 步 .1870 年 7 月 ,普法 战争 开 
始 , 拿 破 仑 三 世 在 色 当 战败 被 人 ,帝国 崩溃 .1870 年 9 月 巴黎 起 
义 ,宣布 共和 ,是 为 第 三 共和 国 (1870 一 1940) .其 间 经 济 及 科学 
技术 虽 有 一 定 发 展 ,但 已 落后 于 德国 .英国 以 及 后 来 的 美国 . 

19 世纪 法 国 数学 率先 建立 起 独特 的 培养 人 才 的 制度 ,大 多 
数 尖子 数学 家 是 巴黎 综合 工科 学 校 的 毕业 生 . 到 1870 年 以 后 ， 
巴黎 高 等 师范 学 校 成 为 法 国 数学 家 的 播 篮 ， 

在 法 国 大 革命 前 ,已 经 建立 了 若干 与 军队 和 工程 有 关 的 大 
学 校 ,其 中 有 : 

1720 年 ,建立 炮兵 学 校 (fcole d Artillerie); 

1748 年 ,建立 桥梁 道路 学 校 (Ecole des Pontes et Chaussées); 

1749 年 ,建立 兵 工 学 校 (Ecole de Genie); 

1783 年 ,建立 矿山 学 校 (Ecole de Mines). 
而 1794 年 建立 的 巴黎 综合 工科 学 校 ,其 最 初 目的 是 为 进入 上 述 
这 些 大 学 校 进行 基础 训练 的 学 校 ,实际 上 后 来 是 通 往 上 述 大 学 
校 的 惟一 途径 . 考 人 巴黎 综合 工科 学 校 极 难 ,学 生 不 仅 在 中 学 毕 
业 后 要 读 一 两 年 的 “预科 数学 ” (Mathematiques speciales ) , 它 完 全 
是 集中 的 数学 教育 ,而 且 还 要 通过 极 难 的 人 学 考试 ,每 年 从 大 批 
的 应 试 者 中 录取 150 名 学 生 . 巴 黎 综 合 工科 学 校 的 课程 主要 是 
数学 力学 课程 ,其 中 数学 分 析 及 其 应 用 ` 画 法 几何 学 .算术 ,力学 
各 占 四 分 之 一 , 共 1000 多 学 时 ,可见 其 强度 之 大 .学 生 毕业 后 进 
和 人 军事 或 工程 的 大 学 校 ,主要 从 事实 践 活动 ,然后 成 为 军官 或 工 
程 师 .他 们 的 职业 在 法 国有 着 很 高 的 社会 地 位 ,许多 人 在 这 些 岗 
位 上 利用 业余 时 间 搞 些 数学 .其 中 也 有 少数 尖子 回 到 母校 或 到 
大 学 中 去 教书 ,成 为 职业 数学 家 , 柯 西 、 刘 维尔 (Joseph Liouville. 
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1809 一 1882) , 若 尔 当 和 庞 加 莱 等 都 有 这 样 的 履历 ,甚至 在 他 们 
的 晚年 ,工程 师 的 头衔 都 还 保留 着 .由 于 他 们 的 教育 背景 ,数学 
分 析 及 数学 物理 是 他 们 的 强项 ,这 形成 了 19 世纪 法 国 数学 的 一 
个 传统 .从 柯 西 到 庞 加 莱 ,理论 和 应 用 是 紧密 联系 在 一 起 的 .由 
于 教学 的 需要 ,他 们 才 研 究 基础 ;由 于 解决 实际 问题 的 需要 ,他 
们 才 发 展 强 有 力 的 方法 .总 之 ,他 们 一 般 不 搞 无 源 之 水 .无 本 之 
木 式 的 纯粹 数学 . 

巴黎 高 等 师范 学 校 的 毕业 生 的 出 路 主要 是 教 中 学 ,其 中 有 
些 也 搞 一 些 数学 研究 . 较 早 由 巴黎 高 等 师范 学 校 毕 业 的 数学 家 
有 布 瑞 奥 (Charles Auguste Briot, 1817 一 1882 ) 与 布 盖 (Jean-Claude 
Bouquet, 1819 一 1885) , 自从 达尔 布 1860 年 选择 进 巴 黎 高 等 师范 
学 校 而 不 进 巴黎 综合 工科 学 校 之 后 ,巴黎 高 等 师范 学 校 产生 的 
数学 家 日 益 增 多 .到 20 世纪 , 绝 大 多 数 法 国 数学 家 是 巴黎 高 等 
师范 学 校 的 毕业 生 ,特别 是 布尔 巴 基 学 派 的 成 员 则 更 是 如 此 . 

由 于 这 两 所 大 学 校 并 不 授予 学 位 ,数学 家 往往 提出 论文 到 
大 学 去 申请 博士 学 位 .在 巴黎 , 主要 是 巴黎 大 学 理学 院 (la faculté 
des sciences) , 它 常 以 所 在 地 区 索 尔 邦 (Sorbonne) 而 知名 .外 省 的 
学 生 则 常常 通过 上 大 学 学 习 数 学 .在 巴黎 ,法 兰 西学 院 (Colage 
de France) 的 教授 是 显赫 的 职位 ,他 们 的 讲课 学 生 可 以 自由 听 
讲 . 法 国 的 其 他 地 区 也 有 大 学 ,如 蒙 彼 里 埃 、 里 尔 、 图 鲁 兹 、 格 勒 
诺 伯 尔 ,里 昂 .波尔多 ,莱恩 . 贝 鼎 松 等 地 ,但 在 19 世纪 ,这 些 地 
方 并 没有 产生 多 少 有 影响 的 数学 家 . 

19 世纪 初 ,最 有 影响 的 数学 家 集体 集中 在 法 国 ,而 长 期 以 
来 ,法 国 的 数学 中 心 一 直 在 巴黎 .100 多 年 来 经 过 五 六 代数 学 家 
的 努力 ,法 国 数学 在 国际 上 始终 保持 着 领先 地 位 . 

第 一 代数 学 家 是 以 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 为 首 的 分 析 
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学 派 ,他们 都 是 利用 分 析 工 具 解 决 力学 、 天 文学 ,物理 学 的 问题 ， 
并 相应 发 展 了 数学 分 析 ,尤其 是 求解 微分 方程 的 方法 .这 个 传统 
一 直 延 续 到 19 世纪 末 20 世纪 初 ,以 庞 加 莱 为 其 杰出 代表 . 同 
时 , 蒙 日 发 展 了 综合 几何 学 和 解析 几何 学 (包括 无 穷 小 几何 学 )， 
商定 了 19 世纪 上 半 叶 几何 学 发 展 的 基础 ,他 的 学 派 在 19 世纪 
初 非常 活 茎 

第 二 代数 学 家 包括 从 傅立叶 、 波 瓦 松 (Denis Poisson,1781 一 
1840) 到 斯 图 姆 及 刘 维 尔 ,最 突出 的 人 物 是 柯 西 ,他 们 发 展 了 强 
有 力 的 分 析 工 具 来 解决 各 种 数学 物理 学 问题 ,从 而 创立 了 数学 
物理 学 ,特别 是 傅立叶 分 析 及 复 分 析 .与 之 相对 的 是 庞 塞 菜 和 沙 
勒 (Michel Chasles ,1793 一 1880) 对 射影 几何 学 的 黄 基 性 工作 . 另 
外 , 伽 罗 华 和 柯 西 在 方程 论 方面 的 工作 对 后 来 的 发 展 影响 巨大 . 

第 三 代数 学 家 的 代表 人 物 是 埃 尔 米 特 、 贝 特 朗 (Joseph Louis 
Fransois Bertrand, 1822 一 1900) . 若 尔 当 及 达尔 布 ,他们 的 研究 更 
为 纯粹 ,更 为 专门 ,更 具有 多 样 性 ,他 们 都 是 19 世纪 下 半 叶 的 领 
袖 人 物 , 有 着 广泛 的 国际 影响 .在 一 些 新 的 领域 中 ,他 们 是 无 可 
争议 的 权威 .如 埃 尔 米 特 在 数论 .代数 及 函数 论 方面 , 若 尔 当 在 
变换 群 理论 和 分 析 方 面 ,达尔 布 在 微分 几何 及 偏 微分 方程 方面 ， 
都 有 着 持久 的 影响 .但 在 继承 法 国 分 析 传 统 上 ,这 一 代 法 国 数学 
家 已 开始 落后 于 德国 数学 家 了 . 

第 四 代数 学 家 活跃 在 跨 世 纪 时 期 (1880 一 1910), 这 一 时 期 
又 恢复 了 法 国 普 日 的 光荣 ,最 突出 的 数学 家 是 庞 加 莱 , 他 对 整个 
数学 部 门 都 做 出 了 自己 的 贡献 ,同时 为 后 人 开拓 了 许多 新 领域 ， 
特别 是 自 守 函数 论 ,组合 拓 扑 学 及 微分 方程 定性 理论 .他 在 一 切 
领域 都 有 创新 一 一 从 数论 到 天 体力 学 ,特别 在 分 析 领 域 产生 所 
大 突破 .同时 代 的 毕 卡 、 班 勒 卫 (Paul Painleve, 1863 一 1933) 和 阿 
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达 马 也 都 是 有 国际 声誉 的 大 数学 家 ,他 们 在 19 世纪 末 20 世纪 
初 恢复 了 法 国 数学 的 领袖 地 位 . 

20 世 纪 初 以 保 菜 尔 (Emile Borel, 1871 一 19S6) 、 拜 尔 (Rene 
Louis Baire, 1874 一 1932) 、 勒 贝 格 (Henri Léon Lebesgue, 1875 一 
1941) 为 首 的 第 五 代数 学 家 开创 了 实 变 函 数论 及 复 变 函数 论 的 
方向 ,同时 也 使 数学 局 限 在 函数 论 的 狭 罕 领域 .与 他 们 同时 代 的 
几何 大 家 嘉 当 (人 ie Cartan, 1869 一 1951) 和 概率 论 大 师 列 维 ( Paul 
Levy,1886 一 1971) 在 20 世纪 30 年 代 以 后 才 显 示 出 他 们 的 巨大 
影响 .他 们 都 是 20 世纪 伟大 的 数学 家 .这 些 都 显示 出 法 国 作为 
数学 大 国 所 具有 的 天 才 立 国 的 特色 ， 


2.2 德国 


19 世纪 德国 数学 的 发 展 ,正如 德国 政治 .经 济 .科学 和 技术 
的 发 展 一 样 , 同 法 国 是 截然 不 同 的 ,这 与 德国 的 历史 有 着 密切 关 
系 .30 年 战争 (1618 一 1648) 之 后 ,在 遭 到 严重 破坏 的 德国 的 领土 
上 ,出 现 了 几 百 个 主权 国家 ,每 一 个 都 具有 自己 的 文化 特色 ,这 
种 地 区 割据 局 面 甚至 延续 到 19 世纪 中 期 .拿破仑 战争 以 后 , 德 
意志 联邦 共有 39 个 主权 国家 ,其 中 较 大 的 有 普鲁士 .汉诺威 . 萨 
克 示 .巴伐利亚 等 王国 .1866 年 普鲁士 王国 兼并 汉诺威 王国 ,从 
这 时 起 , 格 廷 根 大 学 才 归 普鲁士 文化 部 管辖 . 1871 年 普鲁士 王 
国 最 终 统一 德国 ,是 为 第 二 帝国 , 它 延 续 到 1918 年 ,由 于 第 一 次 
世界 大 战 的 失败 而 告终 ,这 是 德国 科学 技术 及 经 济 飞 速 发 展 和 
无 比 强 大 的 时 期 .希特勒 的 “第 三 帝国 "无 非 是 妄图 继承 这 个 伟 
大 时 期 .即使 在 统一 以 后 ,原先 各 国 仍 对 文化 教育 事业 有 相当 的 
自主 权 , 因 而 地 区 发 展 的 不 平衡 性 仍然 一 直 存 在 着 . 

19 世纪 德国 数学 的 发 展 主要 有 以 下 几 个 特点 . 
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(1) 德 国 数学 的 发 展 几乎 完全 集中 到 大 学 ,特别 是 新 建 及 改 
建 的 大 学 中 .19 世纪 以 前 ,德国 有 科学 院 , 特 别 是 柏林 科学 院 集 
中 当时 的 精英 从 事 科研 工作 .但 是 其 中 领头 科学 家 都 是 外 国人 . 
到 了 拿破仑 时 代 , 德意志 民族 主义 思想 大 大 发 扬 .1809 年 , 威 
廉 : 冯 : 洪 堡 (Wilhelm von Humboldt,1767 一 1835) 就 提出 德意志 科 
学 (Deutsche Wissenschaft) 概 念 ,并 说 科学 院 与 之 无 缘 . 他 力主 建 
立新 式 大 学 ,把 科研 工作 从 科学 院 转移 到 大 学 中 .其 结果 是 柏林 
大 学 (1810) 和 布雷 斯 劳 (1818) 等 新 式 大 学 的 建立 和 改造 .现在 
看 来 ,这 些 想 法 和 做 法 对 于 德国 科学 和 数学 的 发 展 有 着 决定 性 

(2) 德 国 的 大 学 多 而 分 散 ,这 就 为 数学 家 提供 了 足够 多 的 职 
位 .数学 家 在 各 地 的 流动 也 促进 了 地 区 之 间 的 交流 ,而 多 中 心 有 
助 于 新 思想 的 形成 和 传播 ,不 致 因 学 术 垄 断 而 阻碍 科学 的 发 展 . 
1789 年 德国 已 有 35 所 大 学 ,拿破仑 时 代 停 办 不 少 ,例如 高 斯 就 
读 过 的 海尔 姆 斯 台 德 大 学 .其 后 又 建立 了 许多 大 学 .这 些 新 式 大 
学 增加 了 数学 教学 内 容 , 少 部 分 大 学 教授 也 开始 进行 研究 ,甚至 
以 数学 为 专业 .特别 是 普鲁士 王国 在 1806 一 1810 年 的 教学 改革 
之 后 ,师资 培养 由 神学 院 过 渡 到 哲学 院 而 趋 于 世俗 化 ,这 一 方面 
提高 了 中 学 师资 的 水 平 , 另 一 方面 也 提高 了 哲学 院 教授 的 社会 
地 位 .他 们 在 科学 领域 中 的 权威 ,使 他 们 成 为 在 德国 很 受 尊 敬 的 
“学 者 "(Gelehrte) 阶层 ,他们 的 物质 待遇 也 相当 优厚 ,这 就 形成 
了 庞大 的 科学 家 (包括 数学 家 ) 队 伍 .19 世纪 ,取得 学 位 \ 在 大 学 
任教 .有 研究 成 果 的 德国 数学 家 超过 其 他 所 有 国家 的 数学 家 的 
总 和 .从 学 术 水 准 看 ,第 一 流 的 数学 家 人 数 也 大 抵 如 此 . 

(3) 中 学 教学 的 改进 以 及 中 学 师资 水 准 的 提高 为 科学 家 准 
备 了 大 批 后 备 队伍 .19 世纪 初 ,数学 就 成 为 普鲁士 中 学 的 三 门 
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主 科 之 一 ,而 中 学 师资 都 要 在 大 学 毕业 后 经 过 统一 资格 考试 , 许 
多 大 数学 家 都 经 过 教 中 学 的 阶段 ,甚至 长 期 任 中 学 教师 .在 大 学 
中 ,对 于 教学 的 研究 也 很 受 重视 ,许多 大 学 教授 对 于 中 学 教学 极 
为 关注 ,甚至 亲自 领导 改革 运动 ,如 克 菜 因 .在 这 方面 ,特别 应 该 
提 到 谢 尔 巴赫 (Karl Heinrich Schellbach, 1804 一 1892), 他 和 狄 利 
克 雷 及 雅 可 比 交往 其 密 , 一 起 完成 了 数学 教学 及 科研 这 两 方面 
的 改革 ,推动 德国 走向 百年 数学 大 国之 路 . 谢 尔 巴 赫 从 1843 年 
起 ,40 多 年 间 一 直 是 柏林 数学 教师 的 惟一 考官 .1855 年 德国 建 
立 数学 教育 讨论 班 ,帮助 新 毕业 大 学 生 从 事 教学 实践 .1860 年 
在 谢 尔 巴赫 的 影响 下 ,柏林 大 学 也 建立 起 数学 讨论 班 . 

(4) 德 国 的 应 用 数学 得 到 发 展 .虽然 高 斯 \ 雅 可 比 等 人 对 应 
用 数学 也 做 出 了 巨大 的 贡献 ,但 他 们 更 看 重 纯粹 数学 ,正如 雅 可 
比 所 说 , 那 是 “为 了 人 类 智慧 的 茉 耀 ” ,这 就 形成 大 学 中 纯粹 数学 
的 优势 地 位 .后 来 ,从 两 个 方向 扭转 了 这 个 趋势 ,一 是 技术 学 院 
逐步 建立 起 来 ,属于 应 用 数学 的 席位 越 来 越 多 ;二 是 由 于 克 莱 因 
的 提倡 ,通过 企业 界 的 赞助 和 政府 的 支持 ,在 大 学 中 也 陆续 设置 
一 些 应 用 数学 的 席位 .另外 在 19 世纪 早期 ,许多 大 学 教师 也 在 
技术 学 院 等 学 校 兼 课 , 这 对 于 提高 技术 院 校 的 应 用 数学 水 平 作 
用 很 大 .以 柏林 技术 大 学 为 例 ,1770 年 已 建成 矿山 学 校 ,1827 年 
更 名 为 职业 学 校 (Gewere Enstitute), 1866 年 改称 职业 学 院 
(Gewerbe Akademie) ,1879 年 改称 技术 高 校 (学 院 ) ,1946 年 又 改 
称 技 术 大 学 ,其 中 设 有 一 般 科 学 系 ,也 包括 数学 ,不 过 在 19 世纪 
没有 授予 博士 学 位 的 权利 (到 1924 年 才 获准 ) .它们 是 发 展 数学 
的 一 支 重要 力量 . 

(5) 由 于 地 区 分 散 ,统一 的 科学 院 的 建立 是 20 世纪 的 事 ,但 
也 只 是 采用 马克 斯 : 普 朗 克 学 会 的 名 义 .19 世纪 所 建立 的 一 个 
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全 国 性 组 织 ,是 1822 年 建立 的 自然 研究 者 与 医生 协会 ,每 年 轮 
流 在 各 地 召开 年 会 进行 交流 ,但 无 常设 组 织 ,1890 年 在 G- 康 托 
尔 等 人 的 倡议 下 , 才 正 式 成 立 德国 数学 家 联合 会 ,次 年 发 行 年 
报 , 其 上 登载 的 许多 综述 性 论文 ,如 希 尔 伯 特 的 《数论 报告 》 
(1897) ,有 很 大 的 影响 .德国 数学 家 在 19 世纪 末 的 一 项 伟业 是 
发 行 一 套 《 数 学 科学 百科 全 书 》(1898 一 1935) , 共 6 大 部 23 卷 ,总 
结 了 到 20 世纪 初 整个 数学 的 发 展 . 

从 19 世纪 20 年 代 起 , 德国 的 数学 家 几乎 完全 是 从 大 学 哲 
学 院 里 培养 出 来 的 ,大 学 生 在 整个 学 习 期 间 至 少 有 一 学 期 要 到 
其 他 大 学 去 ,毕业 后 也 往往 要 到 好 大 学 去 进修 ,其 中 首选 的 是 柏 
林 大 学 . 

柏林 大 学 建立 于 1810 年 , 它 是 一 所 新 型 大 学 ,但 是 初期 的 
数学 教授 并 没有 什么 名 气 .第 一 位 数学 教授 叫 特 拉 雷 斯 (Johann 
Georg Tralles, 1763 一 1822) ,他 是 在 格 廷 根 上 的 大 学 ,在 应 用 数学 
上 有 些 贡 献 ,并 在 1804 年 被 选 人 柏林 科学 院 . 可 是 ,他 的 讲课 枯 
燥 无 味 , 毫 无 启发 性 .传说 他 上 第 一 节 课 时 ,整整 在 黑板 上 写 了 
一 个 钟头 的 公式 ,然后 鞠躬 下 台 ,离开 教室 .第 二 次 上 课时 ,原来 
的 五 个 学 生 只 剩 下 三 个 ,第 三 次 只 剩 下 两 个 ,最 后 因为 听课 的 学 
生 人 数 不 够 ,于 脆 取 消 了 这 门 课 . 当时 柏林 大 学 除了 特 拉 雷 斯 的 
正教 授 职位 之 外 ,还 有 几 个 副教授 的 编制 ,但 是 副教授 的 薪水 还 
不 足以 糊口 ,所 以 他 们 都 想 改行 .甚至 到 19 世纪 中 期 ,许多 大 数 
学 家 还 得 靠 兼 课 来 浆 补 收 入 之 不 足 .他们 往往 到 当地 中 学 .军事 
学 院 和 职业 学 院 教书 ,一 周 之 内 往往 要 上 20 多 个 课时 .在 19 世 
纪 的 头 25 年 ,德国 数学 的 水 平 是 相当 低 的 ,没有 一 个 大 学 能 开 
出 高 等 数学 的 课程 ,取得 数学 方面 的 博士 学 位 的 寥寥 无 几 ,至 于 
能 取得 授课 资格 的 人 就 更 少 了 .第 一 个 在 柏林 大 学 取得 讲师 资 
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格 的 是 卢 贝 (Samuel Ferdinand Lubbe, 1786 一 1846) ,可 是 他 的 博 
士 论文 实在 太 差 , 连 他 的 导师 特 拉 雷 斯 都 说 论文 写 得 很 不 清楚 ， 
有 的 地 方 还 有 错 . 这 位 卢 贝 一 直 在 文科 中 学 执教 了 20 多 年 .由 
此 可 以 看 出 ,当时 在 德国 搞 数 学 的 是 没什么 出 路 的 . 

1822 年 , 特 拉 雷 斯 去 伦敦 出 差 时 罕 然 去 世 , 似乎 给 柏林 大 
学 提供 了 一 个 提高 数学 水 平 的 好 机 会 ,数学 正教 授 的 遗 缺 想 请 
高 斯 来 替补 ,不 过 高 斯 不 愿 离开 格 廷 根 ; 天 文学 家 贝 塞 尔 
(Friedrich Wilhelm Bessel, 1784 一 1846) 曾 被 提名 ,但 是 当时 的 暂 
学 院 院 长 ,哲学 家 黑 格 尔 (Georg Wilhelm Friedrich Hegel, 1770 一 
1831) 错 误 地 怀疑 天 文学 家 是 否 能 讲授 高 等 数学 ,因此 贝 塞 尔 未 
被 考虑 .直到 1824 年 , 迪 尔 克 森 (Enno Heeren Dirksen, 1792 一 
1850) 被 任命 为 特 拉 雷 斯 的 接班 人 . 迪 尔 克 森 比 他 的 前 任 的 水 平 
要 高 , 因 他 曾 在 格 廷 根 跟着 高 斯 学 习 过 ,不 过 由 于 他 还 在 军事 学 
院 兼 课 ,他 就 不 可 能 全 心 全 意 地 在 大 学 教 课 了 .同年 ,马丁 .欧姆 
(发 现 欧 姆 定律 的 欧姆 (Georg Simon Ohm, 1789 一 1854) 的 弟弟 ) 尽 
管 在 系 里 遭 到 许多 人 的 反对 ,仍然 被 任命 为 数学 副教授 . 1824 
年 8 月 ,普鲁士 国王 给 柏林 大 学 新 设置 一 个 应 用 数学 正教 授 的 
职位 ,并 任命 哆 尔 特 曼 斯 (Jabbo Oltmanns, 1783 一 1833) 就 任 此 
职 . 欧 尔 特 曼 斯 曾 留学 巴黎 ,受到 了 亚历山大 . 冯 :. 洪 堡 (Friedrich 
Wilhelm Heinrich Alexander von Humboldt,1769 一 1859) 的 赏识 和 推 
荐 ,1810 年 他 被 选 人 柏林 科学 院 ,同时 让 他 就 任 柏林 大 学 教授 ， 
但 是 他 当时 没有 答应 ,回老家 去 了 .后 来 因为 生活 无 着 ,在 亚 历 
山大 . 冯 ' 洪 堡 的 帮助 下 谋 得 这 个 职位 .不 过 在 任 应 用 数学 正教 
授 期 间 ,他 不 但 没有 做 出 什么 贡献 ,而 且 变 成 了 一 个 酒鬼 ,于 
1833 年 去 世 . 这 为 马丁 .欧姆 成 为 正教 授 铺 平 了 道路 .马丁 ' 欧 
姆 是 自学 成 才 的 人 ,他 正式 听 的 数学 课 是 在 埃 尔 兰 根 大 学 听 的 
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一 门 叫 做 组 合算 法 的 课 . 以 前 他 通过 讲师 资格 考试 时 ,成 绩 很 不 
理想 ,而 且 对 黑 格 尔 所 提出 的 问题 的 回答 也 是 相当 混乱 ,不 过 还 
算是 通过 了 .然而 ,这 次 由 于 系 里 的 教授 对 他 评语 不 佳 ,他 没 能 
成 为 欧 尔 特 曼 斯 的 接班 人 .但 是 他 在 普鲁士 文化 部 里 有 一 位 有 
影响 的 支持 者 , 他 终于 在 部 长 阿尔 滕 斯 坦 (Kar Altenstein， 
1770 一 1840) 向 国王 的 推荐 下 ,而 于 1839 年 成 为 正教 授 .马丁 ' 欧 
姆 并 不 是 一 位 深刻 的 数学 家 ,不 过 他 讲 的 课 有 很 多 听众 .但 是 由 
于 他 讲课 经 常 不 停 地 重复 ,而 且 深 入 不 下 去 ,受到 他 的 同事 的 轻 
视 , 他 成 为 了 惟一 一 位 没有 被 选 人 柏林 科学 院 的 数学 正教 授 ， 

柏林 大 学 数学 水 平 的 真正 提高 来 自 于 狄 利克 雷 .他 可 以 说 
是 德国 第 一 位 职业 数学 家 , 同 现 在 的 职业 数学 家 区 别 不 大 ,也 就 
是 说 ,在 大 学 里 教授 高 等 数学 甚至 能 开 出 当时 科学 前 沿 的 课程 、 
培养 博士 研究 生 ,而 且 是 当时 第 一 流 的 数学 家 ,他 对 数学 做 出 了 
许多 开创 性 的 贡献 .不 过 ,由 于 他 没有 博士 学 位 ,也 没有 取得 授 
课 资 格 ,他 的 提升 遇 到 很 大 困难 .虽然 他 在 1839 年 已 成 为 正教 
授 ,但 直到 1851 年 才 取得 授课 资格 ,这 时 他 才 具 有 教授 的 全 部 
权利 . 

对 柏林 乃至 对 整个 德国 数学 的 发 展 贡 献 最 大 的 组 织 者 除了 
亚历山大 : 冯 … 洪 堡 之 外 , 就 是 克莱尔 (August Leopold Crelle， 
1780 一 1855) .克莱尔 是 一 位 工程 师 ,虽然 他 对 数学 也 做 了 一 些 
研究 工作 ,但 主要 是 以 伟大 的 科学 组 织 者 而 闻名 后 世 . 1826 年 ， 
他 创办 了 德国 第 一 个 专业 的 数学 杂志 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》， 
这 个 杂志 经 常 被 引用 为 《克莱尔 杂志 》. 由 于 这 个 杂志 的 出 现 ,使 
得 当时 许多 年 轻 的 数学 家 得 以 通过 发 表 论文 而 展示 他 们 的 才 
华 . 阿 贝尔 、 雅 可 比 和 史 坦 纳 (Jacob Steiner, 1796 一 1863) 等 人 的 
许多 重要 论文 就 发 表 在 最 初 几 卷 上 ,这 些 论文 对 后 来 的 数学 工 
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作 影 响 甚 大 .克莱尔 同 亚历山大 ' 冯 : 洪 堡 一 样 ,对 于 改造 普鲁士 
的 教育 体系 很 感 兴趣 .在 亚历山大 . 汉 : 洪 堡 的 支持 和 影响 下 , 克 
莱 尔 被 任命 为 普鲁士 王国 文化 部 的 数学 顾问 ,1827 年 柏林 科学 
院 数学 学 部 的 书记 约翰 . 恩 克 (Johann Franz Encke, 1791 一 1865 ) 
提名 克 菜 尔 为 柏林 科学 院 院 七 ,这 个 提名 当时 也 得 到 了 学 部 其 
他 成 员 的 支持 而 通过 ,从 而 更 加 强 了 克莱尔 对 科学 院 的 影响 ,这 
样 克 菜 尔 就 以 科学 院 院 士 的 身份 和 他 所 创办 的 杂志 的 影响 , 直 
接 与 当时 数学 最 先进 的 法 国 以 及 其 他 国家 的 数学 家 建立 了 直接 
的 联系 ,从 而 大 大 推动 了 德国 数学 ,特别 是 普鲁士 王国 数学 的 发 
展 .1831 年 柏林 大 学 已 经 拥有 像 狄 利克 雷 和 史 坦 纳 这 样 的 副 教 
授 了 ,不 过 由 于 名 额 的 限制 ,数学 教授 的 职位 仍然 不 能 扩大 , 当 
时 一 些 年 轻 的 数学 家 不 得 不 到 外 地 去 谋 职 .虽然 狄 利克 雷 当 时 
尽力 使 闵 定 (Emst Ferdinand Adolf Minding,1806 一 1885) 通 过 柏林 
科学 院 找到 一 个 高 级 职位 ,他 也 只 能 够 在 柏林 兼 了 许多 年 的 差 ， 
直到 1843 年 .后 来 他 不 得 不 到 俄国 的 道 尔 帕 特 大 学 ( 属 爱 沙 尼 
亚 ) 当 教授 去 了 . 

1855 一 1856 年 , 库 默 尔 、 克 洛 耐 克 和 外 尔 斯 特 拉 斯 到 柏林 大 
学 任教 ,使 柏林 大 学 成 为 当时 的 数学 中 心 .外 尔 斯 特 拉 斯 的 教学 
影响 了 成 百 上 千 人 ,可 以 说 真正 建立 了 一 个 影响 达 半 个 世纪 的 
“柏林 学 派 ", 其 声名 所 及 , 远 远 超过 德国 国内 . 

对 德国 数学 的 教学 和 科研 体制 有 着 最 大 影响 的 是 雅 可 比 . 
雅 可 比 是 犹太 人 ,但 是 当时 普鲁士 已 经 实行 犹太 人 解放 令 ,犹太 
人 身份 不 成 为 在 学 术 地 位 上 提升 的 障碍 .1824 年 , 雅 可 比 已 经 
取得 柏林 大 学 的 讲师 资格 ,在 当时 看 来 没有 机 会 晋升 ,有 人 建议 
他 去 哥 尼 斯 堡 大 学 . 当 他 在 1826 年 5 月 到 那里 时 ,那里 已 是 人 
才 蕉 茸 . 贝 塞 尔 是 天 文学 教授 , 庶 意 曼 (Franz Emst Neumann， 
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1798 一 1895) 和 杜 夫 ( Heinrich Wilhelm Dove, 1803 一 1879) 在 那里 
教 物理 . 受 他 们 的 影响 , 雅 可 比 对 应 用 数学 产生 了 兴趣 ,从 而 开 
创 了 德国 的 理论 数学 和 应 用 数学 相 结 合 的 方向 .1827 年 雅 可 比 
被 任命 为 副教授 ,1832 年 他 被 任命 为 正教 授 .1841 年 ,他 仿照 语 
言 学 和 历史 学 的 教学 方法 ,创立 了 数学 讨论 班 这 样 一 种 形式 .在 
讨论 班 上 ,他 介绍 自己 的 最 新 科研 成 果 , 这 样 使 讨论 班 成 为 培养 
数学 家 的 一 种 有 效 的 形式 .讨论 班 的 形式 在 半 个 世纪 内 迅速 地 
普及 到 德国 的 各 个 大 学 ,使 得 德国 数学 家 的 培养 在 世界 各 国 中 
般 遥 领先 . 男 外 , 雅 可 比 的 讲课 也 开始 大 大 超出 以 前 只 限于 初等 
数学 和 微 积 分 的 水 平 ,大 大 提高 了 数学 的 教学 水 平 . 雅 可 比 可 以 
说 是 在 纯粹 数学 和 应 用 数学 方面 都 做 出 重大 贡献 的 数学 家 ,而 
且 他 能 把 许多 数学 学 科 联 系 起 来 ,开创 了 许多 新 方向 .最 突出 的 
就 是 他 在 椭圆 函数 方面 的 研究 ,这 是 19 世纪 数学 研究 的 一 大 热 
门 ,不仅 在 理论 上 有 重要 的 价值 ,而 且 在 解决 从 数论 到 物理 的 许 
多 问题 上 ,都 是 十 分 有 力 的 工具 .他 不 仅 影响 了 德国 数学 , 而 且 
影响 了 几 代 欧洲 数学 家 ,例如 19 世纪 下 半 叶 最 有 影响 的 法 国 数 
学 家 埃 尔 米 特 几 乎 完全 是 沿 着 雅 可 比 的 道路 发 展 数学 理论 的 . 
格 廷 根 大 学 虽 有 高 斯 . 狄 利克 雷 和 黎 曼 三 位 大 数学 家 ,但 还 
不 能 说 建立 了 是 以 与 柏林 大 学 相 抗衡 的 学 派 ,而 第 一 个 尝试 来 
自 克 莱 布 什 (Rudolf Friedrich Alfred Clebsch,1833 一 1872) ,他 是 继 
黎 曼 之 后 ,在 代数 几何 .代数 不 变 式 论 方面 的 领袖 人 物 .他 博学 
多 才 , 善 于 教学 及 组 织 , 学 生 众 多 ,他 和 谐 意 曼 的 儿子 小 诺 意 曼 
(Carl Gottfried Neumann, 1868 一 1925) 共同 创办 的 《数学 年 刊 》 
(Mathematische Annalen)(1868 一 “) 成 为 仅 次 于 《克莱尔 杂志 》 
的 德国 专业 数学 期 刊 ,为 柏林 之 外 的 学 者 提供 了 一 个 发 表 论 文 
的 阵地 .遗憾 的 是 ,他 英 年 早 逝 ,未 成 大 业 .此 后 , 格 延 根 落 和 人 施 
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瓦 蒋 等 人 手中 , 直到 克 莱 因 于 1886 年 任 格 廷 根 大 学 教授 .1892 
年 施 瓦 蒋 去 柏林 大 学 ,1895 年 希 尔 伯 特 到 格 廷 根 任教 ,以 克 莱 
因 一 希 尔 伯 特 为 轴 心 的 格 廷 根 学 派 才 正 式 建 成 .在 1890 一 1930 
年 间 , 格 廷 根 无 可 争议 地 是 世界 数学 的 中 心 ,德国 数学 达到 了 它 
的 极 盛 时 代 . 

除了 上 述 三 所 大 学 之 外 ,莱比锡 大 学 在 19 世纪 最 后 20 年 
先是 克 莱 因 ,后 来 是 S$. 李 任教 授 , 有 很 大 影响 . 莫 尼 黑 大 学 、 波 
恩 大 学 等 也 有 优秀 教授 执教 ,出 了 不 少 人 才 . 正 是 由 于 地 区 分 散 
且 人 数 众 多 ,又 肯 向 外 国学 习 , 才 使 得 德国 数学 在 纯粹 数学 与 应 
用 数学 的 所 有 领域 都 能 得 到 发 展 ,而 且 还 有 许多 自己 独创 的 领 
域 ,如 代数 数论 .代数 函数 论 等 ,成 为 一 个 名 副 其 实 的 数学 大 国 . 


2.3 意大利 


意大利 的 统一 使 意大利 获得 了 新 生 , 也 使 意大利 数学 获得 
了 新 生 . 意 大 利 的 统一 从 19 世纪 20 年 代 开 始 ,经 过 所 谓 意大利 
三 杰 一 一 马 志 尼 ( Giuseppe Mazzini, 1805 一 1872) 、 加 富 尔 (Camillo 
Benso Cavour, 1810 一 1861 ) 和 加 里 波 弟 ( Giuseppe Garibaldi, 1807 一 
1882) 通 过 不 同 途 径 的 努力 而 实现 .1859 年 撒 丁 王国 与 法 国 对 奥 
地 利 的 战争 统一 了 伦巴 底 , 1860 年 又 统一 了 巴 马 和 莫 得 那托 
斯 卡 纳 、 罗 曼 那 ,同时 ,加 里 波 弟 占领 了 两 西西 里 王国 ,后 被 并 人 
撒 丁 王国 .1861 年 3 月 正式 建立 意大利 王国 .其 后 于 1866 年 通 
过 普 奥 战 争 得 到 了 威 尼 提 亚 , 最 后 于 1870 年 进驻 教皇 辖 地 .至 
此 ,意大利 领土 上 的 2000 万 人 口 完 全 统一 于 撒 丁 国王 的 统治 之 
下 .在 整个 为 统一 而 斗争 期 间 ,特别 是 同 奥 地 利 的 斗争 过 程 中 ， 
意大利 近代 数学 的 开创 者 们 都 积极 参与 了 政治 斗争 .他 们 在 统 
一 之 后 ,也 成 为 了 统一 意大利 的 政治 领导 人 .贝蒂 (Enrico Betti， 
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1823 一 1892) 的 朋友 比萨 的 物理 学 家 马 提 乌 奇 (Carlo Matteucei， 
1811 一 1868 ) 成 为 教育 部 长 , 布 廖 斯 奇 (Francesco Brioschi,1824 一 
1897) 成 为 教育 部 执行 委员 会 成 员 (1870 一 1882) ,同时 他 还 是 国 
会 参议 员 (1865 年 起 ), 贝蒂 本 人 也 是 参议 员 . 后 来 ,许多 数学 
家 ,如 贝尔 特 拉 米 (Eugenio Beltrami,1835 一 1900)、 克 雷 莫 纳 (An- 
tonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona, 1830 一 1903) 、 迪 尼 (Ulisse 
Dini ,1845 一 1918) 、 沃 尔 泰 拉 (Vite Volterra, 1860 一 1940) 等 ,都 曾 
被 任命 为 公共 教育 高 等 委员 会 成 员 .1859 年 意大利 制定 了 新 的 
法 律 ,从 此 设立 了 许多 高 等 数学 的 教授 席位 .意大利 的 大 学 同 德 
国 一 样 较为 分 散 ,十 几 所 大 学 都 出 过 杰出 人 才 .19 世纪 后 半 叶 ， 
最 好 的 大 学 是 罗马 大 学 , 它 有 分 析 、 几 何 及 力学 等 多 个 教授 席 
位 ,占有 较 大 的 优势 .例如 , 克 雷 莫 纳 从 1877 年 起 , 沃 尔 泰 拉 从 
1900 年 起 都 在 该 大 学 任教 ,培养 了 许多 人 才 . 另 外 ,比萨 大 学 、 
都 灵 大 学 .博洛尼亚 大 学 . 帕 都 亚 大 学 . 帕 维 亚 大 学 等 都 有 著名 
教授 任教 .那不勒斯 大 学 、 巴 勒 莫 大 学 等 也 具有 相当 的 实力 ， 

除了 大 学 之 外 ,意大利 还 建立 了 一 些 技术 学 院 .1863 年 在 
伦巴 底 工业 资本 家 的 资助 下 , 布 廖 斯 奇 在 米兰 建立 一 所 工程 学 
校 一 一 米兰 高 等 技术 学 院 (Istituto Tecnico Superiore) , 为 意大利 
北部 工业 化 培养 工程 师 , 特别 是 铁路 工程 师 . 布 廖 斯 奇 任 校长 
(1863 一 1897) , 卡 索 拉 蒂 (Felice Casorati ,1835 一 1890) 及 克 雷 莫 纳 
(1867 一 1873 年 任职 ) 也 在 该 校 任教 过 . 

克 雷 莫 纳 于 1873 年 在 罗马 建立 一 所 新 的 综合 工科 学 校 ,并 
在 1873 一 1877 年 间 任 校长 .另外 在 博洛尼亚 也 有 一 所 技术 学 
院 ， 

同 法 国 一 样 ,意大利 也 有 一 所 著名 的 高 等 师范 学 校 , 这 就 是 
比萨 的 高 等 师范 学 校 , 它 虽 然 不 像 巴黎 高 等 师范 学 校 那 么 著名 ， 
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但 在 意大利 也 培养 了 不 少数 学 家 . 

意大利 统一 的 数学 会 直到 1922 年 才 成 立 , 各 地 也 成 立 了 一 
些 数学 会 ,著名 的 有 巴 勒 莫 数学 会 (1884) ,它们 的 会 报 同 大 学 学 
报 一 样 ,是 发 表 论 文 的 主要 期 刊 . 巴 塔 里 尼 (Giuseppe Battaglini， 
1826 一 1894) 在 1863 年 专 为 大 学 生 创办 了 《数学 杂志 》. 

同 德国 和 法 国 的 情形 一 样 ,意大利 的 数学 也 得 益 于 专业 杂 
志 的 创办 , 继 德 国 《4 克莱尔 杂志 》 和 法 国 《 刘 维 尔 杂 志 》 之 后 , 托 托 
里 尼 (Bamaba Tortolini, 1808 一 1874) 于 1858 年 创办 了 《纯粹 和 应 
用 数学 年 鉴 》( Annali di mathematica pura ed applicata ) ,后 来 布 雇 
斯 奇 担任 主编 . 

意大利 关于 教育 方面 的 改革 也 使 数学 得 到 了 很 大 的 发 展 . 
1867 年 ,在 许多 数学 家 的 推动 下 ,中 学 教育 得 到 了 改革 .这 个 改 
革 突 出 的 一 点 就 是 使 教育 同宗 教 分 离 , 使 教育 脱离 天 主教 的 统 
治 ,并 且 在 第 一 代 意 大 利 数学 家 的 努力 下 结束 了 大 学 必须 进行 
神学 的 测验 ,从 而 使 科学 得 到 相应 的 解放 .不 过 在 当时 ,意大利 
大 学 的 教学 水 平 还 不 高 ,他 们 刚刚 编辑 自己 的 教科 书 ,也 翻译 
德 、 法 等 国 的 教科 书 .1856 年 ,贝蒂 翻译 出 版 了 法 国 数学 家 贝 特 
朗 的 《初等 代数 手册 》( Tratiato dialgebra elemeniare ) ,该 书 在 意 大 
利 广 为 流传 ,多 次 再 版 . 1861 年 ,贝蒂 和 布 雇 斯 奇 合 编 《 欧 几 里 
得 几何 原理 》 的 新 版 . 1862 年 ,他们 合 办 一 个 公司 ,其 目的 就 是 
给 中 学 提供 教科 书 , 并 传播 有 用 的 知识 . 

意大利 数学 家 还 自己 编写 新 教材 ,特别 是 高 等 代数 .解析 几 
何 与 微 积分 ,很 快 他 们 的 大 学 基础 数学 教育 就 达到 国际 先进 水 
平 . 

意大利 在 19 世纪 末 20 世纪 初 并 非 政治 大 国 , 也 不 是 经 济 
大 国 , 科 学 技术 也 不 先进 .但 是 从 国家 统一 后 ,意大利 经 过 二 三 
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十 年 的 努力 ,已 经 成 为 一 个 公认 的 数学 大 国 .从 第 一 届 国 际 数学 
家 大 会 (1897) 开 始 ,到 在 罗马 举行 的 规模 空前 的 第 八 届 国际 数 
学 家 大 会 (1928) ,意大利 的 数学 家 在 会 上 都 叙述 过 这 段 不 平凡 
的 发 展 历史 . 

据 沃 尔 泰 拉 讲 ,意大利 数 学 作为 一 个 国家 的 科学 存在 来 源 
于 1858 年 贝蒂 、 布 魔 斯 奇 及 卡 索 拉 带 到 德国 和 法 国 的 学 术 访 
问 .在 此 之 前 ,他 们 主要 追随 法 国 应 用 数学 的 传统 ,的 确 也 出 现 
过 一 些 知名 的 数学 家 ,如 鲍 登 尼 ( Antonio Maria Bordoni, 1789 一 
1860) 、 摩 索 梯 (Ottaviano Fabrizio Mossotti, 1791 一 1863)、 普 拉 纳 
(Giovanni Plana, 1781 一 1864) . 基 奥 (Felice Chio, 1813 一 1871) 等 . 
但 是 ,现在 他 们 的 名 字 连 历史 学 家 也 感到 陌生 .而 贝蒂 等 三 位 分 
析 专 家 访问 德国 , 才 使 他 们 大 开眼 界 , 19 世纪 中 期 新 兴 的 纯粹 
数学 早已 使 数学 天 地 “ 换 了 人 间 ”. 而 意大利 振兴 自己 数学 的 时 
机 也 正在 于 抓 住 新 兴 领 域 迎头 赶 上 .他 们 开始 去 研究 当时 还 方 
兴 未 艾 的 伽 罗 华 理论 .置换 群 论 、 不 变 式 论 .椭圆 函数 论 . 复 分 
析 .射影 几何 . 非 欧 几何 .代数 几何 以 及 微分 几何 ,从 而 一 下 子 就 
跨 上 了 新 台阶 .他 们 也 没有 忽略 法 国 的 分 析 及 力学 传统 . 正 是 这 
种 兼 收 并 蓄 ,使 意大利 经 过 20 多 年 的 发 展 ,在 许多 领域 遥遥 领 
先 ,真正 做 到 了 “青出于蓝 而 胜 于 蓝 ”. 在 19 世纪 末 20 世纪 初 ， 
意大利 数学 家 至 少 在 代数 几何 学 .微分 几何 学 (特别 是 张 量 分 
析 ) `. 泛 函 分 析 ( 应 该 说 是 意大利 的 独创 ) 等 领域 绝对 领先 , 而 在 
数学 基础 ( 皮 亚 诺 学 派 ) .分 析 ( 分 析 基 础 .积分 方程 ,发散 级 数 、 
求 和 理论 ) .多 复 变 函数 论 .综合 几何 学 等 领域 也 建立 了 足以 与 
数学 大 国 相 抗衡 的 有 影响 的 学 派 ， 

意大利 数学 的 复兴 大 约 经 历 了 两 三 代 人 的 时 间 , 每 一 代 人 
都 可 划分 为 分 析 和 几何 两 大 部 分 : 
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第 一 代 分 析 家 是 贝蒂 \ 布 诀 斯 奇 . 卡 索 拉 蒂 等 人 .贝蒂 本 人 
是 伽 罗 华 理论 的 引进 者 ,是 黎 曼 拓扑 思想 的 开拓 者 ,也 对 弹性 理 
论 的 发 展 有 贡献 . 布 记 斯 奇 对 五 次 方程 及 椭圆 模 函 数 和 群 的 关 
系 有 贡献 . 卡 索 拉 带 独立 于 外 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 一 些 解 析 函 数 
论 的 基本 定理 . 

第 二 代 分 析 家 已 在 国际 上 享有 盛名 ,其 中 最 重要 的 是 沃 尔 
泰 拉 ,他 和 平 凯 菜 (Salvatore Pincherle,1853 一 1936) 是 泛 函 分 析 的 
先驱 , 沃 尔 泰 拉 还 是 积分 方程 论 的 开创 者 以 及 近代 生物 数学 的 
先驱 .在 实 变 函 数论 方面 , 迪 尼 的 《 实 变量 函数 论 基础 》(1878) 是 
这 方面 的 第 一 本 著作 ,被 译 成 德 文 ,很 受 重 视 . 他 本 人 在 傅立叶 
级 数 .微分 几何 等 方面 也 有 许多 成 就 . 阿 斯 科 利 (Giulio Ascoli， 
1843 一 1896) 和 阿尔 泽 拉 ( Cesare Arzela, 1847 一 1912) 得 出 了 等 度 
收敛 汞 数列 基本 定理 . 毛 瑞 拉 (Giacintoe Morera,1856 一 1909) 证 明 
了 复 分 析 中 的 毛 瑞 拉 定 理 . 切 萨 洛 (Ermesto Cesaro,1859 一 1906) 
得 出 了 切 萨 洛 求 和 法 .而 这 时 期 最 主要 的 分 析 基 础 研究 则 是 皮 
亚 诺 及 其 学 派 的 工作 . 皮 亚 诺 在 数理 逻辑 方面 直接 影响 了 罗素 ， 
开创 了 数理 逻辑 的 新 天 地 .他 的 常 微分 方程 存在 性 定理 至 今 已 
是 经 典 的 结果 . 

第 三 代 分 析 家 对 20 世纪 初 分 析 的 大 发 展 有 决定 性 的 贡献 . 
其 中 最 著名 的 有 维 塔 利 (Giuseppe Vitali, 1875 一 1932) .斯 科 扎 
(Gaetana Scorza,1876 一 1939)、 窜 比 尼 ( Guido Fubini, 1879 一 1943)、 
列 维 (Eugenio Elia Levi, 1883 一 1917), 托 耐 利 (Leonida Tonelli， 
1885 一 1946 )、 皮 科 内 (Mauro Picone, 1885 一 1977)、 特 里 科 米 
(Francesco Giacomo Tricomi ,1897 一 1978) 等 ,他 们 的 名 字 都 同 某 些 
数学 分 支 或 定理 联系 在 一 起 . 

第 一 代 几 何 学 家 有 克 雷 莫 纳 、 巴 塔 里 尼 等 人 ,而 最 著名 的 是 


第 7 章 ”19 世纪 的 数学 225 


贝尔 特 拉 米 ,他 对 非 欧 几何 与 微分 几何 做 出 了 决定 性 贡献 . 

第 二 代 、 第 三 代 几 何 学 家 有 微分 几何 学 家 比 安 奇 (Luigi 
Bianchi,1856 一 1928) 、 里 奇 (Gregorio Ricci-Curbastro, 1853 一 1925) 
和 他 的 学 生 列 维 - 奇 维 塔 (Tullio Levi-Civita, 1873 一 1941 ) . 里 奇 
是 绝对 微分 法 的 创立 者 , 列 维 - 奇 维 塔 引进 平行 移动 的 观念 , 预 
示 了 联络 这 一 现代 微分 几何 核心 观念 . 而 卡 斯 泰 努 沃 (Giudo 
CasteLnuovo, 1865 一 1952 ) 、 恩 瑞 克 斯 (Federigo Enriques, 1871 一 
1946) 和 塞 栖 瑞 (Francesco Severi,1879 一 1961) 则 是 意大利 代数 几 
何 学 的 三 杰 ,在 综合 几何 学 和 几何 学 基础 方面 ,有 塞 格 利 (Cora- 
do Segre, 1863 一 1924) 、 皮 埃 利 (Mario Pieri, 1860 一 1913)、 沃 隆 涅 
斯 (Giuseppe Veronese,1854 一 1917) 等 . 

值得 一 提 的 是 ,在 这 些 数 学 家 背后 ,还 有 几 十 位 甚至 上 百 位 
意大利 数学 家 ,在 这 方面 与 德国 的 情况 类 似 . 另 一 方面 ,意大利 
的 大 数学 家 往往 不 只 是 一 个 狭窄 领域 的 专家 ,他 们 有 的 不 仅 在 
分 析 与 微分 方程 方面 ,而 且 在 几何 与 力学 方面 均 有 贡献 . 

20 世 纪 20 年 代 , 法 西 斯 上 台 , 加 上 第 二 次 世界 大 战 , 意 大 
利 数学 趋 于 衰落 ,直到 20 世纪 60 年 代 才 再 次 振兴 . 


2.4 英国 


19 世纪 的 英国 经 过 产业 革命 之 后 ,成 为 世界 的 工厂 .当然 ， 
工程 技术 也 走 在 前 面 .与 此 相伴 的 是 ,与 技术 相关 的 科学 也 是 极 
为 先进 的 .在 19 世纪 初 ,英国 的 化 学 、 热 学 .电磁 学 ,其 至 地 质 
学 .生物 科学 (当时 称 自然 史 ) ,都 处 于 世界 领先 地 位 ,并 在 19 世 
纪 中 一 直 保持 领先 地 位 ,奇怪 的 是 ,19 世纪 上 半 世 纪 甚 至 整个 
19 世纪 ,英国 的 数学 却 是 相当 落后 的 . 普 普 通通 的 数学 家 不 过 
二 三 十 人 ,杰出 的 数学 家 不 超过 10 人 ,而 且 其 中 有 些 人 更 以 力 
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学 家 或 物理 学 家 而 著称 ,如 哈密 尔 顿 等 . 究 其 原因 , 怒 怕 英国 人 
的 保守 倾 问 ,经 验 主 义 哲 学 及 实用 主义 态度 使 他 们 的 纯粹 数学 
难以 发 展 . 他 们 难得 向 其 他 国家 学 习 ,特别 是 对 于 欧洲 大 陆 的 纯 
粹 数学 .对 于 革命 性 的 东西 ,他 们 很 少 参 与 ,更 不 用 说 提出 了 . 侈 
罗 华 理论 , 非 欧 几何 、 分 析 的 严密 化 等 很 难 传 到 那里 , 而 对 革新 
的 反对 ,他 们 往往 能 坚持 到 最 后 . 德 .摩根 (Augustus de Morgan ， 
1806 一 1871) 到 19 世纪 中 期 还 反对 使 用 负数 , 卡 洛 尔 (Lewis Car- 
rol, 本 名 Charles Lutwidge Dodgson,1832 一 1898) 到 19 世纪 未 还 反 
对 非 欧 儿 何 ,就 是 明显 的 例子 . 

18 世纪 英国 数学 家 顽固 地 坚持 牛顿 的 直观 的 和 几何 的 传 
统 , 使 得 英国 数学 大 大 落后 于 欧洲 大 陆 .到 19 世纪 初 , 英 国 数学 
家 对 自己 的 落后 状况 已 经 有 所 察觉 ,其 中 ,一 些 先进 人 物 开始 来 
改变 这 种 状况 . 剑桥 数学 家 伍德 豪 斯 ( Robert Woodhouse, 1773 一 
1827) 写 了 《分 析 计 算 原 理 》( Principles of Analytical Calculation ， 
1803) ,其 中 就 倡导 使 用 欧洲 大 陆 的 微 积 分 记号 以 及 更 严格 地 处 
理 微 积 分 演算 .他 的 态度 影响 了 他 三 个 年 轻 的 学 生 : 皮 科 克 
(George Peacock, 1791 一 1858)、 巴 贝 奇 (Charles Babbage, 1792 一 
1871) 和 赫 软 尔 (John Frederick William Herschel,1792 一 1871) , 他 
们 在 1812 年 组 成 分 析 学 会 (The Analytical Society) , 提倡 用 d 来 
代替 长 期 在 英国 使 用 的 “.” ,并且 通过 翻译 和 介绍 ,传播 欧洲 大 
陆 的 先进 数学 成 果 . 他 们 在 1819 年 创立 了 剑桥 哲学 会 (Cam- 
bridge Philosophical Society) , 它 实 际 上 是 分 析 学 会 的 继续 和 发 展 . 
从 某 种 意义 上 来 讲 ,也 是 对 伦敦 皇家 学 会 的 对 抗 .因为 这 时 的 伦 
敦 皇 家 学 会 已 经 完全 不 注意 数学 和 数学 家 了 .剑桥 哲学 会 对 改 
变 英 国 数学 的 落后 状况 起 了 很 大 作用 ,英国 数学 开始 走 上 复兴 
的 道路 .正如 先进 的 欧洲 大 陆 一 样 , 英 国 也 是 通过 办 专业 杂志 来 
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发 展 数学 的 .1837 年 剑桥 哲学 会 创办 了 《剑桥 数学 杂志 》( Cam- 
bridge Mathematical Journal ) , 首 任 编辑 是 格 利 高 里 的 曾孙 小 格 利 
高 里 (Duncan Farquharson Gregory , 1813 一 1844). 有 了 这 个 杂志 ， 
年 轻 一 代 的 英国 数学 家 有 机 会 发 表 他 们 的 著作 ,例如 德 .摩根 、 
汤姆 逊 (William Thomson, 1824 一 1907)、 凯 雷 ( Arthur Cayley, 
1821 一 1895)、 西 尔 维 斯 特 、 斯 托 克 斯 (George Gabriel Stokes， 
1819 一 1903) 等 都 是 在 这 个 杂志 上 发 表 文 章 的 . 

英国 的 数学 家 ,如 果 从 他 们 的 社会 地 位 来 分 ,可 以 分 成 两 
类 ,主要 一 类 出 身 名 门 ,是 从 剑桥 大 学 培养 起 来 的 , 男 一 类 出 身 
寒 微 ,他 们 生活 艰难 ,经 历 坎 坷 ,一般 自学 成 才 . 他 们 之 所 以 能 脱 
颖 而 出 ,与 当时 的 社会 环境 也 有 关系 .这 类 数学 家 中 最 主要 的 就 
是 格林 (George Green,1793 一 1841) 和 布尔 ,他 们 都 是 靠 布朗 亥 德 
(E.F. Bromhead) 的 帮助 而 得 以 跻身 于 数学 家 行列 的 .布朗 交 德 
虽然 现在 已 无 人 知晓 ,但 在 当时 却 是 个 大 人 物 ,他 是 剑桥 大 学 的 
毕业 生 .皇家 学 会 会 员 ,也 是 巴 贝 奇 的 密友 , 同 赫 软 尔 , 皮 科 克 等 
也 很 熟识 .他 从 一 开始 就 是 分 析 学 会 的 积极 参加 者 ,他 住 在 林肯 
郡 , 那 时 就 帮助 出 身 在 林肯 郡 的 布尔 自学 数学 . 

英国 的 数学 教学 体制 比较 陈旧 ,不 仅 教材 落后 ,而 且 教 法 保 
守 . 即 使 在 最 好 的 大 学 一 一 剑桥 大 学 ,整个 19 世纪 都 实行 一 种 
导师 及 考试 制度 .为 了 毕业 时 能 获得 艺术 学 士 (Bachelor of Arts， 
这 里 艺术 并 非 现 在 的 意思 ,而 是 从 四 艺 沿袭 下 来 的 ) 学 位 ,必须 
通过 初试 (及 格 考试 ) 及 所 谓 数学 荣誉 学 位 考试 (tripos) ,考试 进 
行 一 周 ,荣誉 学 位 分 三 级 ,获得 最 高 级 的 称 优胜 者 (wranglers) ,其 
中 第 一 名 (senior wrangler) ,第 二 名 (junior 或 second wrangler) 都 是 
极 高 的 荣誉 ,他们 往往 也 能 获得 再 一 次 高 等 数学 考试 的 奖 一 一 
斯 密 司 (Smith) 奖 .这 种 考试 都 是 马拉松 式 的 “笔头 大 赛 ”因此 
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学 生 上 大 学 后 , 并 不 注意 听 教 授 和 讲师 讲课 , 而 是 跟着 导师 
(coach, 译 成 教练 更 合适 ) 学 习 做 题 来 应 付 考试 .这 种 题 海战 术 
当然 不 是 培养 数学 家 的 好 方法 ,不 过 天 才 例 外 .不 少数 学 家 、 物 
理学 家 的 确 是 第 一 名 或 第 二 名 优胜 者 ,但 是 更 多 的 优胜 者 最 后 
也 没有 成 为 数学 家 .导师 中 也 有 不 错 的 数学 家 ,如 罗斯 (Edward 
John Routh,1813 一 1907) .这 样 ,英国 的 制度 不 像 德国 那样 能 够 成 
批 地 培养 数学 家 ,但 是 ,其 体制 却 有 不 妨碍 真正 天 才 出 头 的 好 
处 .大 学 毕业 后 ,有 许多 人 成 为 研究 员 (fellows ) ,一 期 可 长 达 六 
七 年 ,其 间 每 年 有 200 英镑 的 可 观 收 入 ,愿意 干什么 就 干什么 ， 
什么 不 干 也 没 人 管 ,这 样 ,许多 独创 性 的 思想 就 可 以 产生 出 来 . 
英国 大 学 教授 席位 很 少 , 而且 是 终身 制 ,但 讲师 (包括 导师 ) 位 置 
很 多 , 随 着 大 学 教育 的 发 展 ,数学 家 也 不 难 找到 职位 .这 样 ,交流 
昌 少 ,天 才 的 创造 却 不 少 . 

这 样 的 条 件 造 就 了 一 批 杰出 的 数学 物理 学 家 和 一 批 代数 学 
家 ,其 他 领域 就 不 那么 出 色 了 .英国 数学 物理 学 家 相当 出 色 , 在 
国际 上 也 决 不 逊色 ,其 中 包括 哈密 尔 顿 , 汤 姆 逊 ,麦克斯韦 .斯 托 
克 斯 、 艾 里 (George Biddell Air ,1801 一 1892) 、 台 特 (Pether Guthrie 
Tait,1831 一 1901) 、 瑞 利 (Lord Rayleigh, 原名 John William Stmtt， 
1842 一 1919) 等 人 . 

英国 的 代数 学 最 早 是 皮 科 克 、 德 摩根 ,布尔 等 人 对 抽象 代 
数 观念 的 发 展 .19 世纪 中 期 , 则 是 布尔 创造 的 不 变 式 论 占 统治 
地 位 的 时 期 ,英国 的 不 变 式 论 三 杰 是 凯 雷 西 尔 维 斯 特 和 萨 尔 孟 
(George Salmon, 1819 一 1904); 同时 ,行列 式 及 和 矩阵 论 也 发 展 起 
来 .英国 代数 学 第 三 领域 是 哈密 尔 顿 的 四 元 数论 , 克 里 福 德 
(William Kington Clifford,1845 一 1879) 以 及 凯 雷 等 人 的 推广 ,预示 
着 后 来 超 复数 系 理论 .斯 密 司 (Henry John Stephen Smith, 1826 一 
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1883) 可 以 说 是 19 世纪 英国 惟一 杰出 的 数论 专家 , 而 克 尔 克 曼 
(Thomas Penyngton Kirkman,1806 一 1895) 是 20 世纪 组 合 论 的 一 位 
先驱 . 台 特 则 是 纽 结 理论 的 葛 基 者 . 

至 今 英 国 没有 全 国 性 的 数学 会 .伦敦 数学 会 于 1865 年 成 
立 , 是 伦敦 大 学 学 院 的 两 个 学 生 创 办 的 ,当年 发 行 《会 报 》( Pro- 
ceedings) , 至今 仍 继续 出 版 . 爱丁堡 数学 会 于 1883 年 成 立 ,1884 
年 《会 报 》 开 始 出 版 (出 版 的 是 第 2 卷 ,而 第 1 卷 迟 至 1894 年 才 
出 版 ). 

英国 仿照 德国 的 先例 于 1831 年 建立 “不 列 颠 科学 促进 协 
会 ”, 对 科学 的 交流 和 普及 有 重大 作用 .许多 数学 家 ,如 皮 科 克 、 
斯 密 司 、 凯 雷 等 人 的 成 果 就 是 首先 在 年 会 上 报告 并 出 版 而 得 到 
传播 的 . 19 世纪 最 重要 的 科学 杂志 是 《哲学 杂志 》( The Philosoph- 
ical Magazine ) ,1798 年 创刊 ,到 1825 年 由 出 版 社 经 办 ,成 为 最 早 
的 非 科 学 组 织 的 学 术 刊 物 之 一 ,其 上 刊载 数学 物理 学 方面 的 论 
文 ,对 英国 科学 的 发 展 起 过 重要 作用 ， 

19 世纪 末 , 英国 数学 普遍 衰微 ,但 高 尔 顿 (Franeis Galton， 
1822 一 1911) 和 皮尔 逊 (Kan Pearson, 1857 一 1936) 开 创 了 数理 统 
计 , 至 今 英 国 在 这 个 领域 仍 居 于 世界 领先 地 位 . 


2.5 俄国 


俄国 在 15 世纪 末 摆 脱 蒙 古人 的 统治 ,得 到 统一 .16 一 17 世 
纪 , 文 化 仍 很 落后 ,数学 落后 于 西欧 200 多 年 .第 一 本 印刷 的 数 
学 书 直 到 1682 年 才 出 版 .彼得 大 帝 锐意 改革 ,俄国 从 此 走 上 近 
代 化 道路 ,开始 建立 学 校 , 设 置 数学 课程 ,翻译 外 国 书籍 ,特别 是 
1725 年 建立 科学 院 ,请 进 国外 学 者 ,创办 科学 期 刊 .俄国 成 为 欧 
拉 的 第 二 祖国 . 欧 拉 去 世 后 ,许多 人 传播 欧 拉 的 思想 , 欧 拉 编写 
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的 教科 书 得 到 广泛 的 应 用 ,这 些 都 为 俄国 数学 在 19 世纪 的 兴起 
打下 了 基础 . 

19 世纪 俄国 数学 的 发 展 是 围绕 几 个 大 学 进行 的 ,其 中 最 主 
要 的 是 1819 年 建立 的 彼得 堡 大 学 和 1755 年 建立 的 莫斯科 大 
学 .19 世纪 俄国 最 伟大 的 几何 学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 (Nicholas I- 
vanovic Lobachevsky ,1792 一 1856) 基 本 上 是 在 喀 山 大 学 比较 孤立 
的 情况 下 进行 研究 工作 的 .他 的 非 欧 几 何 学 也 经 历 了 较 长 的 传 
播 过 程 .19 世纪 初 建立 的 道 尔 帕 特 ( 今 爱沙尼亚 塔 尔 图 ) 大 学 、 
维尔 纽 ( 今 属 立陶宛 ) 大 学 以 及 1888 年 建立 的 托 木 斯 克 大 学 都 
有 德国 数学 家 任教 . 

乌克兰 的 哈 尔 科 夫 大 学 经 过 奥 西 波 夫 斯 基 (Timophy Fe- 
dorovic 0sipovsky, 1765 一 1832) 的 努力 ,改进 了 大 学 数学 教育 .他 
编著 的 《数学 教程 》I 一 亚 卷 (1801,1802,1823) 第 一 次 包括 高 等 
数学 的 内 容 . 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 ( Mihail Vasilievic Ostrogradsky， 
1801 一 1862) 于 1816 一 1821 年 在 这 所 大 学 学 习 , 其 后 于 1822 一 
1827 年 在 巴黎 学 习 , 当时 巴黎 是 世界 惟一 的 数学 中 心 , 且 正 处 
于 数学 分 析 及 数学 物理 的 黄金 时 代 , 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 在 法 
国学 派 的 影响 下 ,首次 做 出 了 具有 国际 水 平 的 贡献 . 

19 世纪 俄国 出 现 的 可 以 称 得 上 数学 中 心 或 学 派 的 是 切 贝 
舍 夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev,1821 一 1894) 建 立 的 彼得 堡 学 派 . 
他 是 一 位 真正 的 天 才 人 物 , 他 的 贡献 横 跨 纯粹 数学 和 应 用 数学 
各 个 领域 ,在 生前 就 得 到 欧洲 数学 界 的 一 致 赞赏 .虽然 他 也 曾 6 
次 出 国 , 并 且 同 法 国 数学 界 有 着 密切 的 关系 ,但 是 他 的 成 就 大 都 
体现 出 自己 的 独创 性 , 因此 他 的 学 派 是 一 个 真正 有 俄国 特色 的 
学 派 , 尤 其 是 在 数论 .概率 论 与 函数 逼近 论 三 大 领域 ,不 仅 取得 
重大 突破 ,而 且 这 个 传统 一 直 延 续 到 今天 , 仍 保持 着 世界 领先 的 
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地 位 ,他 在 数论 方面 的 学 生 科 尔 金 (Aleksandr Nicolaevich Korkin， 
1837 一 1908) 和 左 洛 塔 记 夫 (gor Ivanovich Zorotarev, 1847 一 1878) 
在 二 次 型 理论 上 有 重要 贡献 .他 的 学 生 马 尔 科 夫 (Andrei Andree- 
vich Markov, 1856 一 1922) 和 李 雅 普 诺 夫 ( Aleksandr Mikhailovich 
Lyapunov ,1857 一 1918) 在 概率 论 上 有 决定 性 贡献 , 李 雅 普 诺 夫 还 
开创 了 微分 方程 的 稳定 性 理论 ,而 且 他 们 都 不 只 是 某 一 狭 窑 领 
域 的 专家 . 

19 世纪 末 ,莫斯科 数学 学 派 开始 崛起 .1864 年 莫斯科 数学 
会 成 立 . 其 后 ,特别 是 在 叶 果 洛 夫 (Dmitri Fedorovich Egorov， 
1869 一 1931) 及 鲁 金 (Nikolai Nikolaevich Lusin, 1883 一 1950) 的 努 
力 下 , 抓 住 世纪 之 交 数 学 大 转型 的 时 机 ,系统 地 引进 和 发 展 新 数 
学 ,于 20 世纪 20 年 代 在 莫斯科 形成 强 有 力 的 数学 集体 ,奠定 了 
原 苏联 数学 大 国 的 地 位 . 


2.6 其 他 各 国 


19 世纪 的 数学 大 国 只 有 法 、 德 . 意 、 英 、 俄 五 国 ,其 他 国家 也 
产生 过 数学 家 ,甚至 极其 伟大 的 数学 家 ,但 是 ,他 们 不 是 在 上 述 
大 国 中 取得 公认 的 成 就 ,就 是 在 自己 国家 的 不 发 达 的 环境 中 默 
默 无 闻 . 这 恰恰 说 明 ,即使 是 天 才 , 社 会 环境 对 数学 家 成 长 的 影 
响 也 是 很 大 的 ! 

(1) 德 语 区 : 奥 匈 帝国 和 瑞士 . 

19 世纪 的 欧洲 强国 有 英 ,法 、 德 、 俄 以 及 奥 匈 帝国 ,前 三 个 
国家 经 济 发 达 , 科 技 先进 ;俄国 经 济 落后 ,但 是 有 一 批 思想 先进 
的 知识 分 子 ,并 产生 一 些 创造 性 强 的 科学 家 ,它们 都 是 数学 大 
国 .惟独 奥 匈 帝国 例外 , 它 虽 统治 了 现在 的 奥地利 .匈牙利 、 波 
兰 ,捷克 斯洛伐克, 罗马尼亚, 塞尔维亚、 克罗地亚 .斯洛文尼亚 
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甚至 乌克兰 大 部 分 地 区 ,以 及 意大利 和 欧洲 其 他 一 些 地方 的 领 
土 ,是 一 个 名 副 其 实 的 超级 大 国 ,但 是 在 险 布 斯 堡 王朝 的 专制 统 
治 下 ,经 济 不 振 , 科 技 落后 ,思想 保守 ,不 思 改 革 , 其 必然 结果 是 
19 世纪 “世纪 末 ”(fin de siecles) 思 想 流 行 ,第 一 次 世 算 大 战 后 垮 
台 、 解 体 . 这 样 一 来 ,反而 使 奥地利 ,匈牙利 .波兰 等 地 人 才 辈 出 ， 
一 批 国际 一 流 的 哲学 家 、 科 学 家 ,数学 家 应 运 而 生 , 例 如 大 数学 
家 哥 德 尔 (Kurt G6del, 1906 一 1978 ) 及 汉 : 诺 伊 曼 (John von Neu- 
mann,1903 一 1957) 就 是 时 代 的 产物 .而 在 19 世纪 , 他们 只 是 被 
动 地 受到 德国 数学 的 影响 . 

19 世纪 初 ,法 国 革 命 也 对 奥 匈 帝国 有 所 震动 ,其 结果 就 是 
仿照 巴黎 综合 工科 学 校 逐步 建 起 综合 工科 学 校 , 后 又 发 展 成 技 
术 学 院 或 技术 大 学 .1806 年 在 布拉格 ,1811 年 在 格拉 茨 ,1815 年 
在 维也纳 建成 这 样 的 学 校 , 目 的 是 面向 应 用 .它们 在 教材 中 引入 
画 法 几何 ,在 这 种 基础 上 发 展 数学 ,自然 没有 成 功 .因此 19 世纪 
上 半 世 纪 , 在 这 片 广 亡 的 土地 上 ,能 够 在 数学 史上 留 名 的 只 有 三 
个 孤立 的 数学 家 : 波 耶 (janos Bolyai,1802 一 1860) ,他 以 非 欧 几 何 
的 创立 者 而 知名 ; 波 尔 查 诺 (Bemard Bolzano,1781 一 1848) ,他 在 
分 析 基 础 方面 的 工作 领先 于 柯 西 , 但 影响 甚 微 ; 库 利克 (Jakub 
Filip Kulik,1793 一 1863) ,他 是 因子 表 的 计算 家 . 

19 世纪 下 半 叶 ,情况 开始 有 所 改变 ,奥地利 科学 院 在 1848 
年 终于 建立 起 来 ,数学 期 刊 《 数 学 月 报 》( Monaishefie jir Mathe- 
matik ) 到 1890 年 才 创 刊 .奥地利 的 数学 家 通常 到 德国 .意大利 或 
法 国 留学 ,然后 取得 本 国教 授 职 位 ,19 世纪 末 他 们 也 开始 走 上 
国际 舞台 .最 著名 的 有 维尔 廷 格 (Wilhelm Wirtinger, 1865 一 1945) 
和 富 特 万 格 勒 (Philipp Furtwingler, 1869 一 1940), 前 者 在 代数 函 
数论 上 , 后 者 在 类 域 论 上 有 重大 贡献 . 陶 贝 尔 (Alfred Tauber， 
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1866 一 1942) 以 陶 贝尔 型 定理 著称 .到 20 世纪 ,这 里 出 生 的 一 些 
数学 家 已 经 在 世界 上 居于 领先 地 位 了 ,如 布 拉 施 凯 (Wilhelm 
Blaschke,1886 一 1962) 、 阿 廷 (Emil Artin, 1898 一 1962) 、 拉 东 (Jo- 
hann Radon,1887 一 1956) 等 ,不 胜 枚 举 . 

瑞士 的 苏黎世 理工 学 院 成 为 瑞士 的 数学 家 重镇 ,十 几 位 德 
国 大 数学 家 ,包括 世纪 之 交 柏 林 大 学 的 三 位 党 门人 施 瓦 茨 . 弗 罗 
宾 尼 乌 斯 (Georg Ferdinand Frobenius，1849 一 1917)、 肖 特 基 
(Friedrich Hermann Schottky,1851 一 1935) ,以 及 戴 德 金 . 克 里 斯 托 
菲 尔 (Elwin Brono Christoffel, 1829 一 1900) 、 胡 尔 维 芯 (Adolf Hur- 
witz, 1859 一 1919) 和 20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 的 外 尔 ,都 在 这 
里 任教 过 .由 此 不 难看 出 这 种 影响 之 巨大 , 思 今 为 止 ,已 有 3 次 
国际 数学 家 大 会 就 是 在 这 里 召开 的 (1897,1932,1994). 

伯尔尼 产生 了 19 世纪 瑞士 伟大 的 数学 家 施 累 夫 利 (Ludwig 
Schlifli, 1814 一 1895) ,他 的 贡献 主要 是 多 维 几 何 ,影响 至 今 不 衰 . 

(2) 北 欧 诸 国 . 

北欧 诸 国 对 数学 也 有 极 大 的 贡献 .挪威 .丹麦 瑞典 .芬兰 及 
冰岛 总 人 口 不 足 3 000 万 ,从 19 世纪 起 已 是 人 才 辈 出 ,只 是 因为 
本 国 社会 条 件 的 限制 ,他 们 往往 在 国外 才 有 发 展 的 机 会 .丹麦 和 
瑞典 在 其 中 占有 领导 地 位 ,挪威 从 1534 年 到 1814 年 在 丹麦 的 
统治 之 下 ,其 后 在 瑞典 的 统治 之 下 ,到 1905 年 独立 .芬兰 的 民族 
及 语言 与 其 邻 国 过 异 , 从 14 世纪 到 1808 年 由 瑞典 统治 ,1640 年 
在 奥 布 (Abo, 现 称 土 尔 库 ) 建 立 大 学 .18 世纪 俄国 势力 逐渐 侵入 

兰 ,19 世纪 处 于 沙皇 的 统治 之 下 ,到 1918 年 独立 . 

19 世纪 的 挪威 产生 两 位 大 数学 家 : 阿 贝尔 和 S. 李 .另外 , 西 
洛 (Peter Ludvig Mejdell Sylow, 1832 一 1918) 在 群 论 上 的 著名 定理 
也 名 垂 史册 .挪威 还 有 几 位 世界 著名 的 应 用 数学 家 .丹麦 数学 的 
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发 展 类 似 于 德国 ,围绕 着 大 学 进行 ,哥本哈根 大 学 早 在 1479 年 
已 建立 ,但 教学 一 直 较 为 初等 ,更 谈 不 上 研究 .丹麦 科学 院 于 
1742 年 建立 ,直到 19 世纪 , 微 积 分 才 开始 进入 大 学 教学 .19 世 
纪 最 著名 的 丹麦 数学 家 是 错 玉 顿 ( Hierongmus Georg Zeuthen， 
1839 一 1920) ,他 是 计数 几何 的 葛 基 者 之 一 ,也 是 著名 的 数学 史 
家 ,而 且 编 辑 丹 麦 的 专业 数学 期 刊 《 数 学 杂志 》( Tidsskrift for 
Mathematik ) 长 达 20 年 之 久 ， 

19 世纪 后 期 北欧 的 数学 大 发 展 得 力 于 伟大 的 组 织 者 米 塔 
格 - 菜 夫 勒 (Magnus Gustaf Gosta Mittag-Leffler, 1846 一 1927) .他 是 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 ,在 传播 柏林 学 派 精神 上 不 遗 余力 , 恺 怕 今 
日 北欧 诸 国 分 析 大 师 辈 出 也 得 益 于 此 .他 于 1882 年 创办 《数学 
学 报 》( hcta Mathematica ) ,由 于 发 表 庞 加 菜 的 论文 以 及 G: 康 托 
尔 的 集合 论 译文 ,很 快 便 成 为 国际 一 流 期 刊 , 从 此 瑞典 及 北欧 学 
者 有 了 发 表 他 们 成 果 的 地 方 , 从 而 使 人 才 脱 颖 而 出 . 19 世纪 和 
20 世纪 之 交 , 国际 数学 界 看 到 一 批 年 轻 的 瑞 典 数学 家 . 例如 , 弗 
瑞 德 赴 姆 (FErie Ivar Fredholm, 1866 一 1927) .本 狄 克 逊 (Evar Otto 
Bendixson, 1861 一 1935) ,他 们 分 别 在 积分 方程 和 微分 方程 方面 领 
导 世 界 新 潮流 . 科 赫 (Helge von Koch ,1870 一 1924) 以 他 的 曲线 预 
示 着 当代 大 热门 分 形 与 分 维 理论 ,即使 在 当时 也 对 曲线 拓扑 造 
成 了 冲击 .贝克 隆 ( Albert Victor Backlund,1845 一 1922) 以 所 谓 由 
克隆 变换 导致 孤立 子 的 出 现 而 声誉 日 隆 . 弗 拉 格 门 (Lars Edvard 
Phragmén, 1863 一 1937 ) 与 芬兰 数学 家 林 德 洛 夫 (Emast Leonhard 
Lindelaf, 1870 一 1946) 开 创 了 复 分 析 的 新 领域 . 另 一 位 芬兰 数学 
家 梅林 (Rober Hjalmar Mellin, 1854 一 1933) 也 因为 梅林 变换 在 分 
析 及 数论 上 的 重要 性 而 享有 盛名 . 

应 该 看 到 ,瑞典 和 丹麦 的 科学 发 展 有 着 相当 长 的 历史 ,从 
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16 世 纪 起 ,已 有 世界 著名 的 天 文学 家 ,生物 学 家 、 化 学 家 物理 
学 家 ,因此 ,只 要 环境 允许 ,数学 发 展 顺 理 成 章 . 早 在 1477 年 , 瑞 
典 已 建立 乌 普 萨 拉 大 学 ,1668 年 建立 隆 德 大 学 ,而 斯 德 哥 尔 摩 
大 学 则 由 1881 年 建成 的 技术 大 学 改名 而 来 ,著名 的 俄国 女 数学 
家 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 (Sophia Vasiléevna Kovalevskaya, 1850 一 1891) 
从 1883 年 起 在 此 任教 .瑞典 王家 科学 院 建 于 1739 年 , 它 因 每 年 
评定 诺 贝 尔 物理 学 奖 .化 学 奖 和 经 济 学 奖 而 在 国际 上 享有 盛名 . 

荷兰 在 19 世纪 产生 过 一 些 著名 的 物理 学 家 ,化 学 家 和 生物 
学 家 .荷兰 于 1808 年 在 阿姆斯特丹 成 立 科 学 院 ,1853 年 重组 为 
王家 科学 院 , 并 出 版 ( 院 报 》( Yersiasgen ) , 它 在 19 世纪 末 是 一 个 
大 期 刊 .阿姆斯特丹 数学 会 在 1893 年 创刊 《数学 著作 简 评 》( Re- 
vue Semestrielle des Publications Mathématiques ) ,这 是 一 份 小 型 文摘 
期 刊 .19 世纪 最 著名 的 荷兰 数学 家 是 斯 蒂 尔 捷 斯 (Thomas Jan 
Stieltjes, 1856 一 1894) , 他 从 1885 年 起 就 在 法 国 , 后 在 法 国 图 鲁 效 
去 世 , 是 一 位 分 析 大 家 . 考 德 威 赫 ( Diederck Johannes Korteweg， 
1848 一 1941) . 德 . 夫 瑞 斯 (Jan de Vries ,1858 一 1939) 也 有 较 大 的 
影响 ,以 他 们 的 名 字 命 名 的 浅水 波 方程 在 20 世纪 60 年 代 得 到 
孤立 子 解 ,对 非 线性 科学 产生 巨大 冲击 . 考 德 威 赫 在 1881 一 1918 
年 执教 于 阿姆斯特丹 大 学 ,把 荷兰 的 数学 提高 到 现代 的 水 平 ,他 
是 20 世纪 初 著名 的 拓扑 学 家 ,还 是 直觉 主义 的 首创 者 布 劳 威 尔 
(Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881 一 1966) 的 老师 .从 这 时 起 , 荷 
兰 数学 才 在 国际 上 再 享 盛名 . 

尼 德 兰 南部 历史 复杂 ,先是 由 哈 布 斯 堡 王 朝 控 制 , 后 被 法 国 
占领 ,维也纳 会 议 后 划 归 荷兰 , 1830 年 革命 后 独立 ,比利时 王国 
正式 诞生 ,但 卢森堡 分 离 出 去 ,由 于 民族 语言 .宗教 的 不 同 , 国 
内 矛盾 不 小 ,但 仍 维持 至 今 .比利时 从 建国 以 来 ,经 济 及 科技 都 
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很 发 达 , 它 有 在 1425 年 建立 的 卢 汶 大 学 和 在 1562 年 成 立 的 杜 
埃 大 学 .这 块 领地 上 出 过 不 少 人 才 , 如 绘图 学 家 莫 卡 托 (Gerardus 
Mercator, 1512 一 1594) , 数学 家 范 ' 罗 门 、 圣 . 文 森 、 塔 凯 (Andreas 
Tacquet,1612 一 1660) 及 斯 昌 思 等 ,布鲁塞尔 科学 院 于 1772 年 建 
立 , 现 在 是 王家 科学 院 . 比利时 数学 家 凯特 莱 (Lambert-Adolphe 
-Jacques Quetelet,1796 一 1874) 是 19 世纪 最 著名 的 统计 学 家 . 菲 
吕 尔 (Pierre Francois Verhulst,1804 一 1849) 是 人 口 学 家 ,现在 还 有 
以 他 的 名 字 命名 的 增长 曲线 , 早 在 1841 年 他 写 出 了 最 早 的 椭圆 
函数 论 专著 之 一 . 卡 塔 兰 (Eugene Charles Catalan,1814 一 1894) 写 
了 不 少数 论著 作 ,其 中 卡 塔 兰 猜想 尤为 著名 ,这 个 猜想 在 2002 
年 完全 得 证 . 19 世纪 末 比 利 时 最 有 国际 声 蕉 的 大 数学 家 是 瓦 
莱 - 布 桑 (Charles Jean Gustave Nicolas de la Vallke-Poussin ,1866 一 
1962) ,他 在 1896 年 独立 证 明了 素数 定理 ,另外 在 函数 逼近 论 方 
面 有 重大 贡献 .作为 分 析 大 师 ,他 把 比利时 的 数学 提高 到 现代 的 
水 平 . 


20 世 纪 的 数学 大 国美 国 和 日 本 ,在 100 年 前 ,它们 的 数学 
还 是 微不足道 的 .由 于 它们 的 学 生 到 德国 留学 ,它们 的 数学 在 学 
习 先 进 的 基础 上 才 逐 步 发 展 起 来 ,不 过 这 已 经 是 20 世纪 的 事 
了 . 


数学 分 析 是 一 个 内 容 庞 杂 的 领域 ,一 开始 它 是 指 解 特殊 一 
类 问题 的 特殊 演算 方法 ,如 微分 法 ,积分 法 、 无 穷 级 数 法 、 变 分 法 
等 , 它 与 算术 及 代数 方法 的 不 同 在 于 它 涉及 无 穷 .分 析 无 非 是 无 
穷 的 代数 或 普遍 的 代数 ,当时 的 分 析 方 法 也 同 老 的 几何 方法 相 
对 立 .18 世纪 中 期 , 欧 拉 把 分 析 方 法 系统 化 ,出 现 了 函数 ,于 是 
数学 分 析 把 函数 论 包 含 进来 .19 世纪 ,数学 分 析 包 括 三 大 领域 : 
实 分 析 、 复 分 析 以 及 微分 方程 与 变 分 法 . 实 分 析 以 实 变量 的 实 函 
数 为 中 心 ,研究 函数 的 表示 、 函 数 的 演算 .函数 的 性 质 等 .在 这 个 
过 程 中 发 展 了 一 些 主要 工具 和 技巧 ,如 无 穷 表达 式 、 积 分 变换 、 
展开 与 逼近 等 .对 于 分 析 基 础 的 问题 也 进行 了 充分 的 理论 探讨 ， 
这 就 是 分 析 的 算术 化 .对 于 函数 本 身 , 也 由 初等 函数 和 作为 微分 
方程 解 的 特殊 函数 过 渡 到 对 一 般 函 数 万 至 病态 函数 的 研究 .这 
些 都 预示 着 19 世纪 末 点 集 论 、 点 集 拓扑 、 测 度 与 积分 论 以 及 汉 
了 晴 分 析 这 些 新 兴 领 域 的 兴起 . 


1 无 穷 表 达 式 


从 微 积分 到 数学 分 析 的 建立 ,无 穷 在 其 中 起 着 关键 的 作用 . 
希腊 人 惧怕 无 穷 ,而 近代 数学 正 是 在 突破 这 种 禁忌 的 基础 上 建 
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立 起 来 的 , 它 主 要 表现 在 把 无 穷 引入 数学 之 中 .实际 上 ,无 穷 是 
通过 两 个 方面 进入 数学 的 :一 是 在 微 积分 中 引进 无 穷 大 .无穷 
小 ,特别 是 无 穷 小 量 的 引进 ,对 于 微 积 分 的 建立 是 至 关 重 要 的 ; 
二 是 把 算术 及 代数 运算 无 穷 化 ,也 就 是 把 原来 的 有 限 多 次 运算 
推 至 无 穷 ,通过 无 穷 的 操作 ,更 具体 地 说 是 无 穷 的 演算 ,得 出 无 
穷 的 表达 式 .这 种 向 无 穷 的 跨越 不 只 是 形式 的 推广 , 它 在 数学 上 
所 起 的 作用 决 不 可 低估 .因为 只 有 有 了 无 穷 表达 式 , 才 能 把 量 还 
原 成 数 , 而 且 对 于 数学 分 析 来 说 ,只 有 有 了 无 穷 表达 式 , 才 能 由 
具体 的 、 特 殊 的 函数 向 前 跨越 一 步 , 得 出 一 般 函 数 的 概念 及 其 表 
达 式 .这 样 一 来 ,当然 大 大 扩大 了 数学 的 范围 ,从 而 得 出 具有 普 
遍 性 的 结果 . 

这 种 向 无 穷 的 大 规模 推进 在 17 一 18 世纪 带 来 了 丰硕 的 成 
果 . 但 是 由 于 18 址 纪 末 批判 精神 的 盛行 ,立刻 就 提出 了 这 种 做 
法 的 合法 性 问题 .经 历 了 一 个 世纪 的 努力 ,无 穷 小 最 终 被 外 尔 斯 
特 拉 斯 从 数学 中 驱赶 出 去 ,但 无 穷 表 达 式 却 一 直 保 留 下 来 ,不 仅 
保留 下 来 ,而 且 成 为 包括 外 尔 斯 特 拉 斯 在 内 的 分 析 大 家 的 有 效 
工具 ,而 这 经 历 了 一 个 多 世纪 的 曲折 而 复杂 的 过 程 . 

五 种 代数 运算 加 \ 减 乘除、 开 方 形成 了 四 种 无 穷 表达 式 : 

(1) 无 穷 级 数 ; 

(2) 无 穷 乘积 ; 

(3) 无 穷 连 分 数 和 连 分 式 ; 

(4) 无 穷 无 理 式 ， 
这 些 无 穷 表达 式 可 以 分 为 算术 表达 式 及 代数 表达 式 .算术 表达 
式 以 数 为 元 素 ,常常 用 来 表示 量 (例如 r) 或 用 来 做 逼近 ;代数 表 
达 式 以 变 元 (一 个 或 多 个 ) 或 其 函数 为 元 素 ,通常 用 来 表示 函数 
或 用 来 做 插值 逼近 ;另外 ,还 有 更 复杂 的 无 穷 函 数 迭 代表 达 式 . 
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无 穷 表达 式 一 开始 只 是 形式 地 使 用 ,到 19 世纪 就 产生 了 一 
系列 问题 : 

(1) 有 限 代 数 运算 的 运算 法 则 对 于 无 穷 表 达 式 是 否 满足 ? 
例如 对 于 无 穷 级 数 ,一般 加 法 交换 律 并 不 成 立 . 

(2) 收 敛 与 发 散 及 其 判 据 , 这 是 19 世纪 数学 的 一 个 主要 课 
题 . 

(3) 计 算 无 穷 表达 式 , 如 求 和 、 求 积 以 及 其 他 运算 和 性 质 . 

(4) 函数 的 无 穷 表达 式 以 及 函数 本 身 的 关系 ,例如 函数 的 无 
穷 展开 及 渐 近 展开 . 

这 些 问 题 在 19 世纪 形成 一 些 理论 ,如 无 穷 级 数论 、 连 分 式 
理论 等 ,它们 连同 一 些 边缘 学 科 ( 如 函数 盐 近 论 等 ) 形 成 了 数学 
分 析 的 基础 . 


1.1 无 穷 级 数 


无 穷 级 数 是 最 简单 的 无 穷 表 达 式 ,但 是 , 它 的 历史 却 是 混乱 
而 零散 的 .这 方面 的 原因 很 多 ,主要 是 由 于 把 各 个 层次 的 问题 混 
在 了 一 起 .最 早 无 穷 级 数 涉及 哲学 和 逻辑 的 悖 论 ,并 没有 推 及 一 
般 的 无 穷 级 数 .其 次 ,无 穷 级 数 往往 同 微 积分 在 一 起 加 以 叙述 ， 
而 这 时 期 无 穷 级 数 只 是 近似 计算 的 工具 ,当时 对 于 函数 及 函数 
表示 或 函数 展开 并 没有 清楚 的 概念 ,对 于 算术 的 无 穷 级 数 和 代 
数 的 无 穷 级 数 在 史书 上 似乎 也 不 加 区 分 .到 18 世纪 ,这 方面 有 
两 大 进步 ,一 是 求 和 法 的 进步 ,二 是 函数 的 形式 展开 .这 时 虽然 
开始 意识 到 收敛 与 发 散 问题 ,但 是 并 没有 影响 数学 的 发 展 .其 原 
因 在 于 ,级 数 始终 是 计算 技术 而 不 是 理论 .直到 19 世纪 ,无穷 级 
数 的 理论 才 正 式 出 现 . 

(1) 原 始 的 极限 观念 . 
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无 论 是 中 国 还 是 希腊 ,似乎 都 有 原始 的 极限 观念 .中 国 古 代 
的 “一 尺 之 棒 " 问 题 和 芝 诺 悖 论 都 涉及 无 穷 级 数 


工 工 工 
2 4 8 


之 和 等 于 1. 亚 里 士 多 德 也 认为 这 种 公 比 小 于 1 的 几何 级 数 有 
和 . 阿 基 米 德 求 抛物 线 的 弦 截 面积 实质 上 是 求 无 穷 级 数 的 和 , 即 
1 1 1 4 
lt+a+Rt+pB+ =3: 
但 是 ,希腊 人 并 慎 地 避 开 无 穷 , 他 们 的 证 明 都 是 只 利用 有 限 ,并 
且 是 严密 的 证 明 .… 
中 世纪 的 神学 家 开始 议论 无 穷 ,其 中 最 杰出 的 思想 家 是 奥 
雷 姆 ,他 有 许多 天 才 的 思想 ,如 坐标 .第 四 维 .曲率 甚至 分 指数 的 
概念 ,而 最 明确 的 是 无 穷 . 他 明确 指出 ,几何 级 数 有 两 种 可 能 性 : 
当 公 比 =1 时 ,无 穷 几 何 级 数 有 无 穷 和 ; 当 公 比 <1 时 , 则 有 有 限 
和 .在 《 欧 几 里 得 几何 问题 》( 约 1350) 中 ,他 以 严格 的 方式 证 明 
无 穷 级 数 的 项 逐渐 减少 ,但 不 是 按 比 例 的 ,其 和 也 可 以 是 无 穷 
的 ,并 且 以 调和 级 数 为 例 .在 男 一 本 书 《 量 及 运动 的 几何 理论 》 
( 约 1350) 中 ,他 用 几何 方法 证 明 
2= 寺 + 三 + 也 + 和 + 
2 “22 3 4 
实际 上 他 明确 意识 到 “一 块 有 限 曲 面 可 以 弄 成 任意 多 长 ,而 其 面 
积 保持 不 变 ” ,他 的 这 些 思想 实在 太 先进 了 .与 他 同时 期 的 一 位 
计算 专家 休 塞 特 ( Richard Suiseth 或 Swineshead, 14 世纪 中 期 ) 还 
用 文字 证 明了 上 述 公 式 . 
无 穷 研究 的 这 个 神学 阶段 实际 上 对 无 穷 研 究 推进 了 一 大 
步 ,也 就 是 证 明 无 穷 多 有 限量 的 和 不 一 定 是 无 穷 的 , 即 有 限量 也 
可 分 解 为 无 穷 个 有 限量 之 和 .更 进一步 , a, 一 0 只 是 级 数 收敛 的 
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必要 条 件 而 非 充分 条 件 , 但 这 种 认识 以 后 仍 不 断 被 再 发 现 . 

(2) 求 和 问题 . 

在 17 一 18 世纪 ,数学 家 打破 对 无 穷 的 禁 鼠 ,逐渐 应 用 无 穷 
级 数 作为 表示 数量 的 工具 ,同时 研究 各 种 无 穷 级 数 的 求 和 问题 . 
一 开始 是 求 有 限 序 列 的 和 ,并 试图 把 它 推广 到 无 穷 .最 早 知道 的 
是 等 差 级 数 及 等 比 级 数 的 求 和 公式 ,其 次 是 门 格 里 在 1650 年 出 
版 的 《新 算术 求 积 法 》( Novae quadraturae arithmeticae ) 中 考虑 图 形 
数 的 倒数 的 求 积 ,其 中 有 


一 


了 +15+35+ 全， 
而 且 得 出 了 结果 . 后 来 , 门 格 里 第 二 次 证 明了 调和 级 数 的 发 散 
性 ,但 是 他 求 不 出 3 允 方 等 的 和 . 1673 年 莱 布 尼 芯 去 巴黎 


时 , 惠 更 斯 由 概率 论 出 发 ,也 要 求 了 -rr , 莱 布 尼 区 得 到 了 
解 ,并 应 用 于 微 积 分 的 发 明 .不 过 ,调和 级 数 一 直 困扰 着 他 , 莱 布 
尼 区 在 1676 年 答复 牛顿 的 “前 书 " 时 ,宣布 了 他 的 级 数 


x_ 1 1 1 
7 


471 31+5 7 


这 是 他 用 变换 法 于 1673 年 得 到 的 . 当时 奥 尔 登 堡 告诉 他 了 门 格 
里 的 结果 和 问题 ,但 是 他 也 算 不 出 已 的 结果 ， 

伯 努 利 兄弟 ,特别 是 雅 各 布 . 伯 努 利 ,从 1689 年 到 1740 年 
发 表 了 一 系列 关于 级 数 的 论文 ,重新 发 现 门 格 里 的 一 些 结果 , 特 
别 是 调和 级 数 的 发 散 性 ,但 他 们 只 能 求 出 
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-1 
之 五 


而 不 能 求 出 了 7. 对 这 个 难题 , 雅 各 布 , 伯 努 利得 出 ,对 于 


奇数 项 之 和 :偶数 项 之 和 = 2"-1:1, 这 对 nz>2 是 对 的 . 

对 于 这 个 难题 ,真正 的 突破 是 欧 拉 , 在 1734 一 1735 年 的 一 
篇 论文 (1740 年 出 版 ) 中 ,他 最 终 证 明了 

1 lly 
22 3 6 

约翰 : 伯 努 利 听 到 这 个 消息 后 极为 兴奋 ,他 说 ,“ 要 是 我 哥哥 活 
着 ,这 将 使 他 最 热 望 的 心愿 得 以 满足 ”. 约翰: 伯 努 利 后 来 也 给 出 
一 个 证 明 ,实际 上 同 欧 拉 的 方法 一 样 , 即 把 多 项 式 根 与 系数 的 关 
系 推广 到 寡 级 数 .严格 来 讲 , 这 种 方法 不 能 用 ,但 结果 还 是 正确 
的 .同时 欧 拉 还 得 到 了 一 些 类 似 的 公式 . 

欧 拉 取得 求 和 的 成 功 也 促使 他 形式 地 使 用 无 穷 级 数 , 特 别 
是 用 它 形式 地 表示 函数 和 微分 方程 的 解 .18 世纪 下 半 叶 到 19 
世纪 初 ,一 般 数学 家 对 此 并 不 介意 .显然 ,他 们 间或 也 有 收敛 与 
发 散 的 考虑 ,但 是 他 们 并 不 以 为 这 不 合理 ,因为 一 般 来 讲 他 们 只 
用 前 几 项 进行 计算 ,因此 整个 级 数 的 收敛 与 发 散 不 在 考虑 之 内 . 
直到 19 世纪 初 ,数学 家 才 认真 考虑 收敛 与 发 散 问题 . 

(3) 无 穷 级 数 的 收敛 与 发 散 . 

应 该 说 ,在 19 世纪 之 前 ,许多 数学 家 都 谈论 过 收敛 与 发 散 ， 
但 第 一 个 加 以 严密 区 别 的 是 高 斯 . 1812 年 高 斯 引进 了 超 几 何 级 
数 F(a,B,Y;x), 并 指出 在 1x1<1 时 收敛 ,1x1 > 1 时 发 散 .不 
过 在 实际 计算 中 ,他 仍然 沿袭 取 有 限 项 做 近似 的 做 法 , 波 瓦 松 也 


第 8 章 实 分 析 243 


认识 到 发 散 级 数 的 危害 ,不 过 实际 展开 时 仍 照 用 不 误 . 

1817 年 波 尔 查 诺 已 有 级 数 收敛 的 正确 概念 ,但 他 的 哲学 著 
作 影 响 不 大 ,一 般 将 这 归于 柯 西 . 

1821 年 柯 西 在 他 的 《分 析 教 程 》? 中 ,首次 给 出 级 数 收敛 的 精 
确定 义 ,同时 给 出 一 般 的 收敛 判 据 , 即 对 于 无 穷 级 数 

C:airt+a2t+ + ant+ 
令 m=al+a+…+e 则 (收敛 的 充分 必要 条 件 为 :对 于 任 
意 s >0, 存 在 正 整数 NN, 使 得 当 n > N, 产 >>0 时 , 均 有 
ls,yn—snl<e 

成 立 .在 他 的 影响 下 ,出 现 了 一 系列 级 数 的 收敛 判 据 : 

1826 ” 阿 贝 尔 

1832” 拉 阿 贝 (Joseph Ludwig Raabe,1801 一 1859) 

1839 ” 杜 阿美 尔 (Jean-Marie-Constant Duhamel ,1797 一 1872) 

1842” 德 :摩根 

1842 ” 贝 特 朗 

1843” 邦 内 (Pierre-Ossian Bonnet,1819 一 1892) 

1845 ” 库 默 尔 

1867 迪 尼 

1873 ” 杜 布 瓦 - 瑞 蒙 (Paul David Gustav du Bois-Reymond， 
1831- 一 1889 ) 

1890 ” 普 林 斯 海 姆 (Alfred Pringsheim, 1850 一 1941 ) 
至 19 世纪 未 ,已 得 到 最 一 般 的 收敛 性 判 据 . 

19 世纪 末 , 无 穷 级 数论 又 开辟 了 一 个 新 的 研究 方向 ,这 就 
是 发 散 级 数 的 复出 .许多 数学 家 已 意识 到 排斥 发 散 级 数 的 代价 
太 大 ,他 们 开始 更 合理 地 利用 发 散 级 数 .从 1880 年 起 ,许多 数学 
家 提出 各 种 “ 求 和 法 ” ,使 发 散 级 数 可 以 有 合理 的 值 .从 历史 顺序 


244 近代 数学 史 


来 看 ,有 如 下 的 求 和 法 : 

1880 ” 弗 罗 宾 尼 乌 斯 

1882 ”和 荷 尔 德 (Otto Ludwig Halder, 18$9 一 1937) ( 瓦 , r) 求 和 
法 

1890 ” 切 萨 洛 (C,r) 求 和 法 
此 后 , 求 和 法 成 为 重要 的 分 析 工 具 . 


1.2 无 穷 连 分 数 


连 分 数 的 概念 来 源 于 欧 儿 里 得 驾 转 相 除 法 ,而 第 一 个 一 般 
的 定义 来 自 非 波 那 奇 . 实际 上 ， 这 种 连 除法 可 她 潮 到 公元 前 前 
1600 年 的 古 埃及 莱茵 德 纸 草书 .1572 年 邦 别 利 提出 一 个 求 平方 
根 的 方法 ,完全 等 价 于 把 它 展 成 无 穷 连 分 数 , 即 若 求 
VA=V aitr, 
则 l 

4-a=(V4+a)(V4-a)=r， 

因此 


VA=at+ 
a pt 
这 样 可 得 到 一 个 递 推 公式 ,这 就 是 无 穷 连 分 数 .不 过 , 邦 别 利 只 
是 把 分 数 照 平时 的 办 法 一 步 一 步 做 下 去 ,并 没有 提 到 连 分 数 , 特 
别 是 无 穷 连 分 数 . 因此, 无穷 连 分 数 的 发 明 者 的 桂冠 落 在 卡塔尔 
迪 身 上 ,他 不 仅 明 确 给 出 一 个 记号 ,而 且 首 先 得 出 近似 分 数 的 概 
念 .如 果 用 现在 的 记号 来 表示 
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Ql (9 
bo + 人 + 
而 把 全 记 作 第 nn 次 近似 分 数 . 
对 于 前 面 的 开 方 问题 ,他 得 出 


Pr_ 7 |). 
gs, [2a 1 *[2a ， 


可 记 作 


并 得 出 

Parm _ rpnt+ Prpm-! 

Gnt+m Gndm+ Pndm-1 
其 后 许多 人 用 连 分 数 计算 « 值 . 连 分 数 一 词 来 自 活 利 斯 的 (无 穷 
算术 》, 其 中 谈 到 布 隆 克 尔 用 到 过 由 起 的 无 穷 乘积 分 式 演变 而 来 
的 连 分 数 公式 

Ep 

但 是 ,对 于 布 隆 克 尔 如 何 从 沃 利 斯 公式 得 到 这 个 公式 , 却 不 得 而 
知 ,因而 成 为 数学 家 及 数学 史家 研究 的 题目 . 1776 年 , 欧 拉 证 明 
布 隆 克 尔 连 分 数 的 倒数 


rr 1| | 和 | 

4=[17+T2 tT2 1 
等 价 于 莱 布 尼 芯 级 数 

5__l1,l1_l 

4 31+5 7 了 + 


也 就 是 连 分 数 的 逐次 近似 分 数 等 于 级 数 的 部 分 和 . 而 到 1869 
年 , 西 尔 维 斯 特 发 现 沃 利 斯 的 无 穷 乘 积 同 下 面 的 连 分 数 有 关 : 


x 1| 1| 1| 
2=1+T] + +[37 + 
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到 18 世纪 , 连 分 数 被 用 来 解 不 定 方程 ,现在 已 属于 数论 的 
范围 . 连 分 式 的 解析 理论 ,有 一 部 分 也 属于 数论 的 范围 ,特别 是 
丢 番 图 逼近 论 和 无 理 数 及 超越 数理 论 .它们 的 方法 可 以 是 纯 分 
析 的 ,而 主要 部 分 则 是 把 函数 展 成 无 穷 连 分 式 以 及 用 连 分 式 逼 
近 , 这 一 领域 现在 十 分 活跃, 但 一 般 数 学 史 却 轻易 不 谈 . 

欧 拉 对 连 分 数理 论 做 出 了 奠基 性 的 贡献 . 早 在 1737 年 ,他 
就 证 明 连 分 数理 论 的 一 些 基 本 结果 : 任 一 有 理 数 均 可 展开 成 有 
穷 连 分 数 ,而 无 理 数 则 不 能 . 周期 无 穷 连 分 数 必定 是 整 系数 二 次 
方程 的 根 . 其 逆 定 理 直 到 1768 年 才 为 拉 格 朗 晶 所 证 明 . 

欧 拉 还 给 出 e 的 一 些 无 穷 连 分 数 展开 式 


e=2+| l 四 四 ,| ,| 4 | ,| |), 
+ 
6 
e+l 1 | 1 | 1 | 呈 
el1=2+[6 + +T4 + 
el 1 1 1 1 
2 -| 1 [6 0 fa4 


其 中 第 一 式 在 1714 年 也 由 科 兹 给 出 . 
欧 拉 关 于 解析 连 分 式 论 的 重要 工作 是 研究 无 穷 级 数 与 无 穷 
连 分 数 的 相互 变换 式 (1748). 如果 


C=06b ! 2 
ot bi + b2 + 
C 一 一 有 + se Fe 
" B, bo bi bn 


被 称 为 第 n 次 近似 分 数 , 则 


C=b0+ >(-1)" 


其 中 


Ql "On 


B,_1B,. 


第 8 章 实 分 析 247 


反之 ,无 穷 级 数 可 以 变 成 无 穷 连 分 数 ,其 近似 分 数 为 级 数 的 部 分 
和 , 即 


on C Cn,_2Cn 

Sl -1)"1C, -| 站 四 去 6 | ， ， + .。。 
正 是 这 样 , 欧 拉 把 连 分 式 变 成 他 的 又 一 个 有 力 的 分 析 工 具 , 他 多 
次 利用 这 个 工具 计算 定 积分 和 解 微分 方程 ,如 歼 卡 提 方 程 . 

兰 伯 特 在 1761 年 (1768 年 发 表 ) 首 先 用 无 穷 代数 连 分 式 展 
” 开 函 数 .虽然 欧 拉 早已 有 这 种 想法 ,但 他 没有 明显 写 出 来 ,也 许 
他 认为 展开 成 无 穷 级 数 后 这 已 不 成 问题 . 兰 伯 特 得 到 


1111 
=| lx -3 | 5s/x [7Ax 


和 | | 1 | 1 | 
e*—1 1 1 
er+l [2/x + 访 107 *|147x 


不 过 正如 无 穷 级 数 一 样 , 18 世纪 数学 家 对 于 收敛 与 发 散 不 太 在 
意 .因此 ,直到 19 世纪 中 期 ,在 无 穷 级 数 的 收敛 与 发 散 理论 已 经 
相当 成 熟 时 , 才 有 人 开始 研究 无 穷 连 分 数 的 相应 问题 . 德国 数学 
家 塞 德尔 (Philipp Ludwig von Seidel,1821 一 1896) 在 1846 年 ,斯 特 
恩 (Moritz Abrabam Stem,1807 一 1894) 在 1848 年 首先 给 出 正 项 无 


穷 连 分 数 
C= ot p+ (a; >0) 
收敛 的 充分 且 必 要 条 件 是 无 穷 级 数 


1 
2 a 
i=!1 


C=botF +r e+. (ai, b; >0) QD 
bi b> 


收敛 的 充分 上 且 必要 条 件 是 


十 …… 


发 散 ;而 
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2103… 02i-18 
1i=1 CC204 0C21 2i 


加 QQ Qo， 
和 2 他 4 3 
i=1 Q103°"" Q2i+1 


发 散 . 斯 特 恩 在 1860 年 , 史 托 尔 芯 (Otto Stolz, 1842 一 1905 ) 在 
1886 年 证 明 ,如 果 级 数 


2i+1 


2 a:;| 
收敛 , 则 无 穷 连 分 数 @@ 发 散 . 塞 德尔 在 1855 年 还 指出 , 形 如 


1 1 . 
-二 [二 (g» <2, lim gn =2) 
的 无 穷 连 分 式 中 ,有 些 收敛 ,有 些 发 散 . 1883 年 丹麦 数学 家 欧普 
曼 (Ludwig Henrik Ferdinand Oppenman,1817 一 1883) 证 明 ， 
1 1 
Qo + + + 
收敛 的 充分 且 必 要 条 件 是 无 穷 乘积 
(+oa) 
发 散 . 史 托 尔 茨 在 1886 年 给 出 


1 1 
r+ (b>0) 


收敛 的 充分 条 件 是 
bib2 + bb3+ 
发 散 ; 撒 尔 舒 英 (Louis Saalschtitz,1835 一 1913) 给 出 的 另 一 个 充分 
条 件 是 
Vb1b2 + bab3+ 
发 散 .而 这 两 个 条 件 都 不 是 必要 条 件 . 到 19 世纪 和 20 世纪 之 
交 , 普 林 斯 海 姆 对 无 穷 连 分 式 的 收敛 及 发 散 的 定义 进一步 精密 
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化 ,并 给 出 了 一 般 的 判 据 . 


2 函数 及 其 表示 


2.1 函数 观念 的 发 展 


函数 观念 的 引进 经 历 了 漫长 的 岁月 ,大 致 可 由 下 面 五 个 里 
程 碑 划分 为 五 个 阶段 : 

(1) 函 数 概念 的 提出 ,这 是 17 世纪 末 由 莱 布 尼 蒋 和 约翰 ' 伯 
努 利 提出 来 的 . 

(2) 欧 拉 的 可 表示 、 可 计算 函数 的 概念 (1748 ) . 

(3) 狄 利克 雷 的 数值 对 应 的 函数 观念 (1837). 

(4) 戴 德 金 的 集合 映射 的 观念 (1888). 

(5) 布 尔 巴 基 的 两 集合 的 函数 关系 (1939). 

一 般 认为 “函数 (funetio) "这 个 词 首 先 见于 莱 布 尼 蒋 1673 
年 的 手稿 中 ,手稿 的 标题 是 《 道 切 线 法 或 用 函数 法 》( Methodus 
tangentium inversa seu de functionibus ) ,其 后 在 1679 年 的 一 篇 手稿 
中 ,他 区 别 开 代 数 曲 线 (他称 之 为 解析 曲线 ) 及 超越 曲线 .在 
1684 年 和 1686 年 发 表 的 论文 中 ,他 把 能 用 有 限 次 方程 表示 的 曲 
线 称 为 代数 曲线 , 而 用 无 限 次 方程 表示 的 曲线 称 为 超越 曲线 . 
1692 年 和 1694 年 在 他 出 版 的 著作 中 首先 出 现 这 个 词 ,不 过 概念 
也 相当 模糊 .这 期 间 ,他 在 同 约翰 ' 伯 努 利 的 通信 中 多 次 谈 到 函 
数 的 概念 及 表示 符号 ( 莱 布 尼 茨 称 之 为 文字 (characteristic) ) . 约 
翰 ' 伯 努 利 在 1694 年 9 月 2 日 给 他 的 信 中 曾 把 积分 


| ndz 
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展 成 无 穷 级 数 


2dn 2dn 


C2 dz 31d22 一 

(这 个 公式 菜 布 尼 蒋 也 知道 ) ,他 补充 说 “我 把 n 理解 为 一 个 
量 ,这 个 量 由 不 定量 和 常量 以 某 种 方式 构成 ”. 而 真正 现在 意义 
下 的 函数 的 语汇 及 内 容 应 该 说 是 由 约翰 : 伯 努 利 在 1718 年 正式 
发 表 的 .他 的 定义 是 :“ 一 个 变量 的 函数 这 里 定义 为 由 这 个 变量 
和 一 些 常量 以 任何 方式 构成 的 量 . "值得 注意 的 是 ,这 个 定义 中 
同时 出 现 变量 .函数 (也 是 量 ) 以 及 函数 相依 性 观念 . 这 个 三 位 一 
体 的 东西 直到 17 世纪 末 18 世纪 初 才 最 终 确定 下 来 ,无 疑 它 的 
表示 也 给 许多 人 带 来 困惑 .在 这 之 前 ,函数 观念 可 追溯 到 十 希腊 
甚至 更 早 . 从 古代 到 中 世纪 到 17 志 纪 ,函数 的 表现 形式 是 普通 
文字 陈述 .运动 学 的 表述 .数列 对 应 以 及 造 表 ( 主 要 是 三 角 函 数 
表 和 对 数 表 ) .曲线 图 象 和 解析 表达 式 等 . 17 世纪 许多 数学 家 都 
是 这 样 把 函数 观念 通过 这 些 隐 含 的 渠道 引进 数学 之 中 的 ,例如 
笛 卡 尔 和 费 尔 马 是 用 几何 表示 井 线 的 概念 来 表示 函数 的 ,他 们 
的 解析 公式 是 辅助 性 的 东西 ,他 们 也 都 具有 自然 规律 性 的 观念 ， 
而 且 隐 隐约 约 有 利用 函数 观念 反映 这 种 规律 性 的 想法 . 在 这 方 
面 ,牛顿 更 进一步 .在 牛顿 早期 的 著作 (1665 一 1666) 中 ,他 已 经 
把 函数 考虑 为 纯 解 析 表 示 ,而 与 任何 几何 图 象 不 相干 .不 过 ,他 
后 来 的 著作 中 仍 免不了 几何 的 表示 或 运动 学 的 表示 .在 1676 年 
10 月 24 日 给 莱 布 尼 黄 的 信 中 , 他 用 纵 坐 标 (ordinate) 这 个 词 来 
表示 自 变 量 的 显 式 ,而 这 明显 是 函数 的 观念 ， 

从 牛顿 到 约 得 ' 伯 努 利 , 函数 的 观念 都 没 能 从 几何 及 力学 的 
外 衣 下 摆脱 出 来 ,而 且 免 不 了 模 模糊 糊 . 数 学 上 真正 明确 的 函数 
定义 是 欧 拉 在 1748 年 出 版 的 《无 穷 分 析 引 论 》 中 给 出 的 ,他 的 定 
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义 几 乎 和 约翰 : 伯 努 利 的 一 样 ,只 是 把 最 后 一 个 “ 量 " 字 换 成 “ 解 
析 表 达 式 "(还 有 把 “常量 " 变 成 “ 数 或 常量 "). 他 的 “解析 表达 式 ” 
表示 是 与 代数 运算 或 超越 运算 联系 的 由 符号 表示 的 量 或 数 的 表 
示 式 .代数 运算 包括 加 、 减 ,乘除 、 乘 方 . 开 方 ,还 可 加 上 代数 方 
程 求解 .超越 运算 包括 指数 运算 、 对 数 运算 以 及 “积分 法 大 量 提 
供 的 运算 ”, 由 此 他 把 函数 划分 为 代数 函数 和 超越 函数 ,明确 后 
者 可 以 展开 成 无 穷 级 数 , 他 认为 这 没有 什么 困难 .这 一 下 子 使 得 
函数 概念 变 得 明确 ,并 从 几何 及 力学 中 解放 出 来 ,从 而 开辟 了 数 
学 分 析 的 新 时 代 . 

网 拉 的 函数 概念 对 后 世 有 着 极 大 的 影响 .他 把 函数 分 为 两 
类 ,一 类 是 连续 函数 ,实际 上 是 可 用 寡 级 数 表 示 的 解析 天 数 ; 另 
一 类 是 不 连续 函数 . 欧 拉 认为 ,不 连续 函数 或 曲线 实际 上 由 连续 
部 分 构成 ,因此 ,他 也 称 之 为 混合 或 非 正则 函数 或 曲线 (实际 上 
在 孤立 点 不 可 微 ) ,有 时 他 也 称 之 为 机 械 曲线 .但 后 来 ,他 又 把 不 
连续 函数 类 扩张 到 包括 现在 的 不 连续 项 数 . 

欧 拉 去 世 后 ,他 对 函数 分 类 的 观点 遭 到 批判 ,主要 是 认为 他 
对 连续 函数 及 混合 函数 的 区 分 不 合理 ,也 就 是 可 以 举 出 函数 ,在 
不 同 区 间 有 不 同 表示 的 隔 数 可 以 用 同一 等 式 表 示 . 第 一 个 这 种 
函数 是 法 国人 夏 理 在 1780 年 给 出 的 ,后 来 柯 西 在 1844 年 发 表 
的 论文 中 给 出 了 最 简单 的 例子 , 即 

y= 人 
-x,x<O. 

这 是 不 连续 的 ,但 如 果 用 一 个 方程 y=V 到 (对 整个 - m < % < 
% ) 表 示 , 就 是 连续 的 .实际 上 从 这 时 起 ,更 严格 的 分 析 已 经 酝酿 
成 熟 了 . 

更 为 合理 的 函数 定义 是 法 国 数学 家 孔 多 塞 (Marie Jean 
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Antoine Caritat de Condorcet, 1743 一 1794) 在 1778 一 1782 年 呈送 给 
巴黎 科学 院 的 论文 中 给 出 的 ,他 区 分 了 三 种 函数 :个 有 显 式 的 函 
数 ;@ 隐 函数 ;@@ 由 某 些 条 件 定义 的 函数 (例如 由 微分 方程 ) .而 
且 他 对 任何 函数 形式 都 导出 泰勒 级 数 . 不 过 这 个 方法 已 由 拉 格 
朗 日 在 1774 年 发 表 过 . 孔 多 塞 的 论文 没有 正式 出 版 ,但 是 校 样 
在 巴黎 流传 时 ,当时 巴黎 的 数学 家 都 读 过 .拉克 和 鲁 瓦 在 他 的 影响 
甚大 的 《 微 积分 论 》(1797) 中 传播 了 这 个 新 定义 .不 过 大 量 书 籍 
及 论文 中 用 的 还 是 欧 拉 的 老 定 义 , 例 如 1797 年 拉 格 朗 日 的 《 解 
析 函 数论 》(1813 年 修订 再 版 ) ,甚至 柯 西 1821 年 出 版 的 《代数 分 
析 》 也 不 例外 .最 先 把 函数 推 向 更 一 般 的 对 应 关系 而 摆脱 掉 定 义 
公式 的 是 傅立叶 .他 在 1822 年 出 版 的 《 热 的 解析 理论 》 中 说 : 一- 
般 来 讲 ,函数 表示 一 系列 的 值 ,其 中 每 一 个 值 是 任意 的 . "这 个 定 
义 太 简短 了 ,以 致 可 以 有 不 同 的 理解 .不 过 在 这 部 著作 的 影响 
下 ,很 快 使 函数 研究 开展 起 来 .其 后 罗 巴 切 夫 斯 基 在 1834 年 研 
究 三 角 级 数 时 ,提出 了 类 似 的 更 详细 的 定义 ,不 过 他 要 求 逐 步 变 
化 ,实际 上 也 就 是 要 求 连续 性 .真正 确切 的 一 般 函 数 定义 是 犹 利 
克 雷 给 出 的 .他 指出 函数 一 般 是 连续 的 ,但 也 可 以 是 没有 规则 
的 ,他 还 最 先 引进 著名 的 狄 利克 雷 孙 数 , 即 
Fa)= Mi x 取 有 理 值 ; 
1, 当 >x 取 无 理 值 . 

这 是 一 种 不 连续 函数 ,这 种 函数 对 19 世纪 的 数学 分 析 已 经 是 足 
够 一 般 的 了 ,而 进一步 的 推广 是 19 世纪 未 戴 德 金 .G. 康 托 尔 、 
保 莱 尔 , 拜 尔 . 勒 员 格 等 人 建立 在 点 集 论 基础 上 的 更 一 般 的 函数 
论 . 

狄 利克 雷 的 函数 定义 在 两 个 重要 方面 改进 了 欧 拉 的 定义 ， 
一 是 他 明确 指出 函数 不 一 定 非 得 具有 解析 表达 式 ; 二 是 他 把 不 
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连续 函数 纳入 函数 的 范围 ,这 两 方面 对 后 来 分 析 的 影响 都 是 巨 
大 的 .但 他 的 定义 仍 局 限于 实 变量 的 实 函数 ,以 后 才 推 广 为 复 变 
量 的 复 函 数 .对 于 定义 域 及 值 域 的 推广 来 自 G. 康 托 尔 和 戴 德 
金 .C. 康 托 尔 把 函数 看 成 对 (a ,5) 的 集合 ,其 中 a€ 4,5E€B,A 
和 8B 均 是 集合 ,这 个 定义 当然 很 一 般 , 但 函数 本 身 却 消失 了 . 戴 
德 金 在 1888 年 出 版 的 《 数 是 什么 , 数 应 该 是 什么 》 中 ,把 函数 作 
为 集合 间 的 映射 来 定义 ,而 映射 是 一 种 对 应 规则 ,在 这 个 规则 p 
之 下 ,集合 (他 称 之 为 系统 )S 中 的 元 素 s 对 应 于 确定 的 对 象 
92(5) ,但 他 对 值 域 没 有 任何 刻画 .更 明确 的 函数 定义 是 布尔 巴 
基 在 1939 年 出 版 的 《集合 论 ) 中 给 出 的 :“ 设 户 及 玉 为 两 集合 ， 
它们 可 以 相同 也 可 以 不 同 ,E 中 一 个 变 元 x 和 不 中 一 个 变 元 7 
之 间 的 一 个 关系 称 为 一 个 函数 关系 ,如 果 对 于 每 个 xE ,在 所 
考虑 的 与 x 的 关系 之 下 ,都 存在 惟一 y€ FF 在 这 关系 之 下 ,对 
每 一 x€ 对 应 YE 的 操作 称 为 函数 "这 是 现在 抽象 数学 中 ， 
大 家 所 接受 的 函数 定义 ,其 中 有 取 集 值 . 算 子 值 ,矩阵 值 等 等 更 
复杂 的 情况 ,但 是 对 于 数学 分 析 来 讲 , 值 域 取 为 实数 域 或 复数 域 
就 可 以 了 . 函数 概念 的 明确 定义 及 推广 是 数学 发 展 的 重大 事件 ， 
18 世纪 以 来 ,数学 分 析 的 主要 进展 都 是 围绕 函数 进行 的 . 

对 于 函数 的 早期 研究 主要 是 它 的 表示 及 演算 ,后 来 对 于 其 
可 积 性 .连续 性 、 可 微 性 及 解析 性 等 都 有 深入 的 研究 . 19 世纪 的 
主要 力量 集中 于 作为 微分 方程 解 的 特殊 函数 ,19 世纪 未 开始 转 
向 研究 越 来 越 一 般 的 函数 类 , 而 对 函数 空间 的 研究 则 构成 20 世 
纪 泛 函 分 析 的 主题 . 


2.2 震级 数 
(1) 初 等 函数 的 展开 式 . 
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作为 多 项 式 的 推广 , 短 级 数 是 第 一 个 表示 函数 的 工具 ,也 是 
进行 数值 计算 的 手段 ,在 17 世纪 中 叶 之 前 ,人 们 知道 的 医 级 数 
只 有 几何 级 数 . 据 科学 史 研 究 ,印度 人 在 15 世纪 已 知 arctanx， 
sinx ,cosx 的 展开 式 .但 是 近代 数学 中 ,关于 级 数 的 研究 首先 来 
自 牛 顿 ,他 在 1665 年 初 发 现 一 般 的 二 项 式 定理 , 即 指数 m 不 限 
于 正 整数 时 ， 


(4 


3 
然后 通过 逐 项 积分 可 得 出 当时 知道 的 初等 函数 的 展开 式 .但 是 
第 一 个 发 表 具 体 的 需 级 数 结果 的 是 莫 卡 托 , 他 在 1668 年 得 出 


2 3 4 
守 世 _ 芋 ，..， 
log(1+x)=x -本 + 本 1+ 


由 于 牛顿 没有 及 时 发 表 而 丧失 了 优先 权 , 这 促使 他 写成 4 论 级 数 
及 流 数 方法 》(1736) 和 《无 穷 多 次 方程 的 分 析 》, 后 者 于 1669 年 
在 少数 人 中 间 流 传 ,其 中 有 arctanx , sinx , cosx ,arcsinx ,es 的 展 
开 式 . 格 利 高 里 得 知 牛顿 的 结果 之 后 ,他 说 他 自己 还 得 出 


tanx =%+ 委 + 人 x 
”T3737 12” 


2 
secx =1+ 委 + 各 


但 没有 透露 方法 .牛顿 在 《 论 级 数 及 流 数 方法 》 中 还 引进 无 穷 级 
数 反 演 的 方法 来 得 出 反 函 数 的 展开 式 , 但 这 个 系统 方法 直到 
1736 年 才 发 表 . 莱 布 尼 芯 直到 1673 年 才 得 出 sinx , cosx , arctanx 
的 展开 式 .但 是 他 们 的 方法 都 有 局 限 性 .这 是 由 于 当时 函数 的 概 
念 并 不 清楚 ,无 穷 表达 式 只 是 为 了 计算 对 数 表 及 三 角 “ 函数 " 表 . 
向 消 数 迈 进 的 主要 一 步 是 欧 拉 对 于 对 数 及 指数 关系 的 研究 .他 
在 1728 年 得 出 自然 对 数 底 。 及 指数 函数 e= 的 展开 式 
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e=1+7] +13+T23+t 

而 到 1748 年 ,他 正式 定义 三 角 函 数 ,给 出 寡 级 数 展开 式 , 并 由 此 
推出 其 性 质 . 1770 年 , 兰 伯 特 系统 地 引 人 了 双 曲 函数 . 

(2) 泰 勒 展 开 和 余 项 公式 . 

为 了 得 出 一 般 敬 数 的 展开 式 , 泰勒 在 1715 年 出 版 了 《 增 量 
的 直接 和 道 方法 》( Methodus incrementorum directa et inversa ) ,推导 
出 他 在 1712 年 宣布 的 泰勒 定理 


flat+h)=f(a)+f (a)h + 让 (a) 生 +… 


他 的 定理 的 出 发 点 是 牛顿 和 格 利 高 里 在 1670 年 左右 独立 得 到 
的 牛顿 一 格 利 高 里 插值 公式 : 
h(hk_ 
flath)=f(a) + EA(a) + EA) + 
其 中 f(x) 在 a,a+b,a+25,…,a+ mw 上 的 值 已 知 , 且 
MN(a)=f(a+b) -f(a), 
A’f(a)=Af(a + b)- Af(a) 
=f(a+2b) -2f(a + 6)+f(a), 


一 
mat 


1742 年 苏格兰 数学 家 麦克 劳 林 得 出 泰勒 定理 在 a = 0 时 的 特殊 
情形 ,实际 上 斯 特 灵 早 在 1717 年 及 1730 年 已 得 出 同样 的 结果 . 
在 18 世纪 ,数学 家 形式 地 运用 级 数 并 结合 微 积 分 得 出 了 许多 数 
学 ,力学 ,物理 学 、 天 文学 的 结果 ,他 们 既 不 管 收敛 及 发 散 ,也 不 
管 余 项 如 何 . 拉 格 朗 日 在 1813 年 给 出 带 余 项 的 泰勒 定理 


fx 4h)=fx) +f x) ht + 人 xz) 语 + R,, 
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严 十 上 
及 ,= Ant+D(x + 抽 )7 


不 过 ,他 并 未 考虑 收敛 性 问题 .而 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 即 
f(b6)-fla)=f'(c)(b-a),a<c<b, 

这 是 他 在 1797 年 给 出 的 ,并 用 来 推导 一 般 情形 . 直到 柯 西 才 认 

真 考虑 级 数 的 收敛 问题 . 1829 年 , 柯 西 在 《微分 法 》 中 ,给 出 另外 

的 中 值 定 理 及 余 项 公式 ,他 的 余 项 公式 是 


民 ，1 = = 大 "tu(x + Oh) -0 人 全 
他 的 中 值 公式 是 ,如 果 


Be F(b)- F(a) 


f(b)-— fla) < 


其 中 4,8 为 和 (入 的 极 值 , 则 


F(x+h)- F(x) F'(x+W) 
f(x+h)-fx) f(x+M): 


其 后 ,1858 年 德国 数学 家 史 洛 米尔 希 (Oskar Xavier Schlimilch， 
1823 一 1901) 得 出 了 更 一 般 的 余 项 公式 


一 np 
Ri+1 = f+ D(x + 让 了 3 


它 以 拉 格 朗 日 余 项 公式 (p = 及 大 人 二 = 1) 为 其 特 
殊 情形 . 

(3) 代 数 分 析 . 

在 欧 拉 时 代 , 客 级 数 的 功能 已 远 远 超出 消 数 的 表示 和 近似 
计算 了 ,这 时 肾 数 的 微 积分 已 经 建立 在 短 级 数 的 基础 上 .牛顿 和 
莱 布 尼 获 的 微 积分 所 处 理 的 “ 吗 数 ” ,没有 超出 代数 函数 的 范围 ， 
包括 有 理沙 数 及 带 根 号 的 无 理 式 ,而 所 考虑 的 超越 函数 只 有 对 
数 .到 1740 年 左右 , 欧 拉 利用 函数 观念 及 震级 数 表示 才 真 正定 


< 14， 
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义 了 指数 函数 及 三 角 函 数 .牛顿 在 1669 年 给 出 的 sinx 展开 式 是 
利用 复杂 的 级 数 反 演 才 得 到 的 ,而 且 不 能 马上 得 出 cosx 展开 
式 . 而 网 拉 则 通过 指数 函数 及 三 角 函 数 的 关系 非常 漂亮 地 一 下 
子 得 出 来 ,并 通过 蜂 级 数 表示 扩大 了 函数 的 定义 域 ,得 出 了 角 
和 、 角 差 的 三 角 公 式 以 及 三 角 函 数 的 周期 性 质 , 使 三 角 术 的 内 容 
一 下 子 提高 了 一 大 步 . 利用 震级 数 ,就 可 把 微 积 分 推广 到 超越 函 
数 上 ,而 且 可 以 通过 逐 项 微分 和 积分 来 计算 “任意 "超越 函数 的 
导数 及 原 函 数 ,从 而 得 出 其 微分 及 积分 .不 过 在 欧 拉 和 拉 格 朗 晶 
时 代 , 很 少 有 人 考虑 这 样 做 是 否 合理 ,他 们 连 收敛 .发散 都 很 少 
考虑 ,更 不 用 说 一 致 收敛 的 概念 了 . 

(4) 一 致 收 化. 

柯 西 在 1821 年 的 《分 析 教 程 ) 中 ,对 一 个 错误 的 论断 给 出 一 
个 “证 明 ”, 处 处 收敛 的 连续 函数 级 数 的 和 也 是 连续 函数 . 阿 贝尔 
在 1826 年 注意 到 “这 个 定理 似乎 有 例外 ”, 他 举 出 反例 


yn _ m -1SINnmx 
2 1) m ? 


这 个 级 数 和 在 x = (2k + 1)x 点 处 不 连续 , 早 些 时 候 , 阿 贝尔 对 
适 级 数 证 明了 重要 定理 :如 果 竹 级 数 在 x = a 处 收敛 , 则 它 在 
1x1 < lal 处 也 收敛 .外 尔 斯 特 拉 斯 在 1841 年 研究 过 柯 西 的 论 
文 ,并 在 1841 年 和 1842 年 发 表 两 篇 论文 ,其 中 讨论 了 一 致 收敛 
竹 级 数 的 收敛 性 质 ,但 他 的 论文 直到 1894 年 才 发 表 , 不 过 他 的 
思想 通过 他 的 讲课 而 得 到 广泛 传播 .他 给 出 的 定义 是 在 一 个 区 
间 之 内 一 致 收敛 ,也 就 是 大 范围 的 定义 :级 数 > U(x) 称 为 在 区 
间 [a,5] 上 一 致 收敛 ,如 果 对 任意 小 的 。 > 0, 存 在 一 个 no(e)， 
使 得 对 n> no 以 及 所 有 x,a<x<5b, 有 


lri(x)l <e. 
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现在 这 个 定义 已 经 是 经 典 的 了 .其 间 塞 德尔 和 斯 托 克 斯 被 认为 
在 1847 一 1848 年 间 独 立 提 出 了 一 致 收敛 性 的 概念 ,但 塞 德尔 的 
定义 却 是 局 部 的 ,也 就 是 只 在 一 点 的 预先 确定 的 小 邻 域 .显然 由 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 一 致 收敛 可 推出 塞 德 尔 的 在 区 间 上 每 点 都 局 部 
一 致 收敛 ,但 反 过 来 也 对 ,不 过 证 明 不 容易 ,直到 1880 年 才 首先 
给 出 证 明 , 证 明 中 应 用 了 所 谓 的 海 涅 (Heinrich Eduard Heine， 
1821 一 1881) 一 保 莱 尔 定理 .斯 托 克 斯 引进 的 一 致 收敛 也 是 局 部 
的 ,但 与 塞 德 尔 的 不 同 , 现 称 拟 一 致 收敛 .级 数 U(x) 在 区 间 
[a,b] 上 一 点 $ 的 邻 域 拟 一 致 收敛 ,如 果 存 在 8(S) > 0, 使 得 对 
任意 小 的 e >0, 任 意 N,no(S,6,e,N)>N,S-6(S)<x<S+ 
6(S), 有 

Irm(x)| <e. 
间 样 也 可 以 对 拟 一 致 收敛 在 整个 区 间 及 在 一 点 进行 定义 .其 实 
他 们 只 是 认识 到 这 是 收 化 连 续 旺 数 的 和 是 连续 函数 的 条 件 . 事 
实 上 , 迪 尼 在 1878 年 才 证 明 级 数 >U, (x) 在 5 收敛 是 其 和 U 在 
5 连续 的 充分 且 必 要 条 件 . 柯 西 本 人 也 于 1853 年 认识 到 这 点 ， 
不 过 他 没有 提 到 其 他 人 的 名 字 , 只 是 对 自己 以 前 不 确切 的 结论 
加 以 补充 .不 过 ,当时 他 们 都 没有 认识 到 级 数 逐 项 积分 也 需要 一 
致 收敛 性 . 首先 提 到 一 致 收敛 与 函数 级 数 逐 项 微分 及 逐 项 积 
的 关系 的 是 托 梅 (Ludwig Wilhelm Thome, 1841 一 1910) 在 1866 年 
的 论文 中 给 出 的 .1870 年, 海 涅 .G* 康 托 尔 明 确定 义 一 致 收敛 概 
念 并 应 用 到 一 般 函 数 级 数 上 ,至 此 ,关于 震级 数 的 一 致 收敛 , 求 
和 、 逐 项 微分 及 逐 项 积分 等 方面 得 以 定型 并 扩充 到 复 变 函数 上 ， 
形成 函数 论 的 新 方向 ， 
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2.3 三 角 级 数 


(1) 前 史 . 

把 函数 表示 成 寡 级 数 当然 是 最 自然 不 过 的 事 .但 是 ,能 用 寡 
级 数 表示 的 函数 并 不 多 ,因为 要 想 用 震级 数 表示 ,起码 这 函数 得 
无 穷 次 连续 可 微 , 而且 即使 无 穷 次 可 微 也 不 一 定 就 行 .这 样 ,要 
想 用 无 穷 级 数 表示 一 般 的 连续 函数 ,就 得 另 更 他 途 .我 们 所 熟悉 
的 比 多 项 式 稍 复 杂 的 函数 就 是 三 角 函 数 .三 角 函 数 图 象 清楚 ,有 
表 可 查 ,当然 是 最 有 力 的 候补 者 .但 是 ,一 个 任意 的 (连续 ) 函 数 
能 香 被 三 角 级 数 表示 ,在 历史 上 还 是 有 一 番 争 论 的 .这 个 争论 的 
一 方 是 丹尼尔 . 伯 努 利 , 他 早 在 1732 年 就 从 物理 上 说 明 振 动 弦 
有 较 高 的 振动 模式 ,并 在 后 来 的 论文 中 说 明 振 动 弦 的 许多 模式 
能 够 同时 存在 ,他 进而 认为 所 有 可 能 的 振动 初始 曲线 都 可 表 成 


f(x)= 2 ansin )， 


因为 有 足够 的 常数 cn, 使 级 数 适 合 任 一 曲线 . 他 对 此 并 没有 给 
出 数学 上 的 证 明 . 克 莱 洛 在 1757 年 的 论文 中 支持 了 这 一 观点 . 
与 他 们 相对 立 , 欧 拉 和 达 兰 贝尔 从 不 同 的 角度 反对 这 种 观点 . 欧 
拉 在 1753 年 的 一 篇 论文 中 说 , 正 藤 函 数 总 是 一 个 奇 周期 函数 ， 
但 是 任意 的 函数 肯定 不 可 能 被 如 此 表示 . 达 兰 贝尔 在 1757 年 出 
版 的 《百科 全 书 ) 第 7 卷 中 其 至 不 相信 所 有 奇 周期 函数 也 能 表 为 
如 上 的 三 角 级 数 , 因 为 这 种 级 数 是 二 次 可 微 的 ,而 任意 奇 周 期 函 
数 未 必 如 此 .这 一 争论 持续 了 二 三 十 年 . 1759 年 拉 格 朗 日 参加 
了 争论 ,他 用 自己 的 计算 支持 欧 拉 ,而 且 后 来 也 一 直 坚 持 任 意 函 
数 不 一 定 能 展 成 三 角 级 数 . 1779 年 拉 普 拉 斯 也 加 入 争论 ,他 支 
持 达 兰 贝尔 .他 们 在 函数 的 三 角 级 数 表示 问题 上 都 未 能 得 出 数 
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学 上 正确 的 结论 ,这 个 问题 直到 傅立叶 才 彻底 解决 .但 是 ,18 世 
纪 的 大 数学 家 都 得 出 过 特殊 函数 的 三 角 级 数 展开 式 以 及 系数 表 
达 式 .例如 , 欧 拉 在 1777 年 就 从 三 角 函 数 的 正 交 性 得 到 三 角 级 
数 的 系数 , 即 从 


a 到 k 
f(x) =7 + arcos 1 


1 
y= We ds， 


此 即 傅立叶 级 数 系数 表达 式 ,但 是 整个 三 角 级 数理 论 应 该 归功 
于 傅立叶 一 人 的 创造 ， 

(2) 傅 立时， 

傅立叶 ,1768 年 3 月 21 日 生 于 法 国 奥 瑞 尔 省 一 个 裁 锋 的 家 
庭 ,8 岁 时 父母 双 亡 ,被 当地 大 主教 送 入 市 内 军事 学 校 ,在 学 校 
中 他 对 数学 产生 了 极 大 兴趣 ,并 显示 出 天 才 . 为 了 攻读 数学 ,他 
收集 学 校 的 蜡烛 头 以 供 晚上 自修 .他 原来 打算 当 军 官 ,加 入 炮兵 
或 工程 兵部 队 ,但 由 于 出 身 微 贱 而 被 拒绝 .教士 们 把 他 送 到 圣 奔 
诺 伊 的 本 尼 迪 克 派 教会 中 学 ,以 便 把 他 培养 成 教士 . 1789 年 法 
国 大 革命 改变 了 他 的 命运 ,他 回 到 军事 学 校 任 数学 教授 ,这 是 他 
走向 数学 事业 的 第 一 步 . 1789 年 12 月 ,他 呈送 给 法 国 科学 院 一 
篇 关于 方程 的 数值 解 的 论文 ,发 展 了 拉 格 朗 日 的 工作 .从 法 国 大 
革命 开始 ,他 就 同情 革命 ,但 是 恐怖 时 代 的 做 法 也 使 他 痛心 .由 
于 教师 缺乏 ,1794 年 巴黎 高 等 师范 学 校 成 立 后 请 他 任教 ,但 几 
个 月 后 停办 了 . 1795 年 巴黎 综合 工科 学 校 建 立 , 他 被 任命 为 助 
理 讲师 ,协助 拉 格 朗 日 和 蒙 日 上 课 . 可 是 ,他 又 被 错 划 为 罗 伯 斯 
庇 尔 的 支持 者 而 再 度 被 捕 , 后 来 在 学 校 同事 的 营救 下 获释 . 1798 
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年 ,他 参加 了 拿破仑 的 埃及 远征 . 1801 年 8 月 底 撤 离 并 回 到 法 
国 后 , 重 返 巴黎 综合 工科 学 校 .可 是 ,拿破仑 看 到 他 有 行政 的 天 
才 , 就 于 1802 年 2 月 任命 傅立叶 为 法 国 东 南部 伊 泽 尔 省 省 长 . 
他 的 职责 包括 收 税 、 监 督 征兵 ,执行 法 律 等 .他 积极 努力 消除 从 
1789 年 大 革命 时 期 以 来 遗留 下 来 的 亚 感 .他 监督 把 8 万 平方 二 
米 沼泽 地 的 水 排 干 ,并 建造 从 伊 泽 尔 省 首府 格 勒 诺 布尔 到 意 大 
利 都 灵 的 道路 中 的 法 国 段 .傅立叶 在 格 勒 诺 布 尔 时 ,完成 了 大 部 
分 关于 热传导 的 数学 问题 的 研究 工作 , 那 时 已 经 称 帝 的 拿破仑 
在 1808 年 封 他 为 男 需 .但 是 当 拿破仑 于 1814 年 下 台 并 被 放逐 
到 意大利 海岸 旁 的 小 岛 厄 尔 巴 岛 时 ,傅立叶 的 处 境 变 得 相当 困 
容 . 格 勒 诺 布尔 正 处 于 拿破仑 经 过 的 路 途上 .傅立叶 懂得 ,要 是 
向 这 个 旧 主 子 致意 , 那 就 会 使 他 在 新 国王 的 统治 下 处 境 危 险 , 路 
易 十 八 对 过 去 皇帝 的 老 同 事 、 老 部 下 不 会 好 眼 相 看 .于 是 , 傅 立 
叶 利 用 自己 的 政治 权力 把 拿破仑 经 过 的 道路 加 以 改换 ,从 而 保 
住 了 自己 的 职务 . 1815 年 拿破仑 回 到 法 国 ,企图 夺回 他 以 前 的 
帝国 .这 一 次 ,拿破仑 路 过 格 勒 诺 布尔 ,可 是 傅立叶 便 离 开 这 座 
城市 而 避免 见 到 他 .三 天 之 后 ,拿破仑 封 傅立叶 为 伯 珊 ,并 任命 
他 为 罗 纳 省 省 长 . 这 一 次 拿破仑 的 统治 只 延续 了 110 天 ,傅立叶 
在 地 方 的 政治 生涯 从 此 也 结束 了 .于 是 ,他 移居 巴黎 ,集中 精力 
研究 科学 . 

1816 年 ,傅立叶 被 法 国 科 学 院 选 为 院士 ,但 复辟 的 波 旁 王 
朝 国 王 路 易 十 八 因为 他 是 拿破仑 的 省 长 而 拒绝 批准 .1817 年 他 
再 度 当选 后 才 获 得 批准 ,1822 年 成 为 法 国 科 学 院 终身 秘书 ,1827 
年 被 选 为 法 兰 西学 士 院 院士 .他 帮助 过 许多 年 轻 人 ,其 中 包括 狄 
利克 雷 、 阿 贝尔 .斯 图 姆 . 奥 斯 特 等 .遗憾 的 是 ,他 把 伽 罗 华 的 第 
二 篇 论文 丢掉 了 ,但 是 这 并 非 像 伽 罗 华 所 想 的 那样 是 出 于 故意 . 
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他 于 1830 年 5 月 16 日 在 巴黎 去 世 . 

傅立叶 最 重要 的 成 就 当然 是 热传导 理论 及 傅立叶 级 数 , 除 
此 之 外 ,他 在 方程 论 方面 也 有 些 贡献 .他 16 岁 就 给 笛 卡 尔 符号 
规则 一 个 新 证 明 ,这 个 证 明 后 来 成 为 教科 书 的 标准 证 明 . 他 还 推 
广 笛 卡 尔 符 号 法 则 ,最 后 这 个 定理 在 1829 年 由 斯 图 姆 发 展 成 斯 
图 姆 定理 .他 的 结果 收集 在 《确定 方程 的 分 析 》 一 书 中 ,但 他 只 完 
成 其 中 前 两 章 , 其 余 由 纳 维尔 编辑 ,于 1831 年 出 版 . 

傅立叶 除了 计算 方程 根 的 近似 方法 之 外 ,还 推广 丹尼尔 : 伯 
努 利 的 法 则 . 他 对 线性 不 等 式 的 解法 及 应 用 表明 ,他 是 线性 规划 
理论 的 先驱 之 一 . 

现在 傅立叶 虽 主 要 以 数学 家 知名 ,但 他 更 自 认 为 是 一 位 科 
学 家 ,更 具体 来 讲 是 物理 学 家 ,而且 不 仅 是 理论 物理 学 家 ,还 是 
实验 物理 学 家 . 他 在 1807 年 发 表 他 的 论文 之 前 , 先 做 了 两 年 热 
传导 的 实验 ,这 些 实验 不 仅 有 重复 以 前 别人 做 过 的 ,还 有 自己 独 
创 的 .虽然 他 的 实验 没有 像 法 拉 第 和 安培 那样 导致 新 发 现 , 新 理 
论 , 但 他 有 意 用 实验 检验 自己 的 理论 .从 这 个 意义 上 来 讲 ,他 做 
到 了 数学 物理 .理论 物理 和 实验 物理 的 三 结合 .他 对 数学 的 观点 
到 现在 仍 是 理论 数学 家 及 应 用 数学 家 争论 的 焦点 :数学 的 主要 
目的 是 公众 的 需要 和 对 自然 现象 的 解释 ,数学 家 不 应 该 把 时 间 
浪费 在 无 用 的 研究 上 . 

1807 年 12 月 21 日 傅立叶 向 巴黎 科学 院 递交 了 一 篇 关于 热 
传导 的 主要 论文 (Mémoire sur la propagation de la chaleur ) ,这 篇 论 
文 经 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 . 勒 让 德 等 审查 后 没有 被 接受 .傅立叶 
在 论文 中 ,坚持 认为 任意 哨 数 可 以 展 成 三 角 函 数 的 级 数 ,这 与 拉 
格 朗 日 的 观点 大 相 径 庭 , 拉 格 朗 日 怀疑 这 种 展开 的 可 能 性 ,因为 
拉 格 朗 日 认为 隆 数 是 由 其 在 任意 小 区 间 上 的 值 所 决定 的 ,而 这 
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实际 上 只 对 解析 函数 才 正 确 .过 去 欧 拉 也 认为 任意 函数 不 可 能 
展开 成 三 角 级 数 .所 以 , 拉 格 朗 日 批评 傅立叶 的 论文 缺乏 严密 性 
而 不 同意 发 表 . 1808 年 ,傅立叶 曾 去 巴黎 访问 ,听取 批评 ,并 对 
拉 普 拉 斯 和 拉 格 朗 日 的 意见 (热传导 方程 的 推导 以 及 展 成 三 角 
级 数 的 合法 性 ) 作 出 答复 .但 是 ,科学 院 为 了 鼓励 傅立叶 关于 热 
传导 的 研究 ,于 1810 年 以 热传导 为 题 作 为 竞争 科学 院 1812 年 
大 奖 的 题目 .傅立叶 对 自己 1807 年 的 论文 加 以 修改 ,把 题 为 《 固 
体 中 的 热 运动 理论 》( Théorie du mouvement de la chaleur daus les 
cormps solides ) 的 论文 于 1811 年 送 交 评奖 委员 会 .1812 年 1 月 ,他 
获得 了 奖金 ,但 仍 受 到 批评 , 因 “ 作 者 得 出 他 的 方程 的 方法 并 没 
有 消除 困难 ,而 且 他 对 求 该 方程 的 积分 的 分 析 在 一 般 性 及 严密 
性 方面 还 有 不 足 之 处 "而 没 能 马上 发 表 , 直 到 他 成 为 科学 院 终身 
秘书 之 后 , 才 把 它们 印 出 来 (1819 一 1820, 1824 年 出 版 ; 1821 一 
1822, 1826 年 出 版 ) ,他 对 热传导 问题 继续 进行 研究 ,于 1822 年 
出 版 ( 热 的 解析 理论 》( Théorie analytigue de la chaleur), 其 中 把 
1811 年 论文 的 第 一 部 分 原封 不 动 地 编 进去 . 

他 在 书 中 首先 提出 求解 热传导 方程 的 特殊 情形 , 即 一 根 均 
匀 的 各 向 同性 的 杆 中 ,温度 7 的 分 布 随时 间 上 和 地 点 x 如 何 变 
化 .他 第 一 次 根据 物理 定律 得 出 偏 微分 方程 

327_ ,2 O07 
Bx At!’ 

这 是 第 一 个 不 是 从 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 ?中 得 出 的 方 
程 ,他 同 牛 顿 一 样 ,直接 从 对 自然 规律 的 探求 中 得 到 数学 方程 . 
为 了 使 解 有 物理 意义 ,他 还 给 出 边 条 件 和 初始 条 件 . 边 条 件 表示 
在 传导 杆 两 端的 温度 都 保持 恒定 ,而 初始 条 件 表示 开始 时 , 杆 上 
各 点 的 温度 是 如 何不 均匀 地 分 布 的 ,而 这 个 方程 则 反映 温度 的 


264 近代 数学 史 


分 布 随时 间 的 变化 而 趋 于 平衡 的 过 程 .牛顿 发 明了 数学 工具 微 
积分 去 解决 他 的 问题 ,傅立叶 也 发 明了 自己 的 数学 工具 来 解决 
自己 的 问题 ,这 就 是 傅立叶 分 析 . 他 想像 村 上 热 的 地 方 相 当 于 正 
弦 曲 线 的 波峰 , 冷 的 地 方 相当 于 正弦 曲线 的 波 谷 , 由 于 温度 分 布 
不 完全 像 正 弦 曲 线 那 样 均匀 ,实际 上 每 点 都 是 多 个 正弦 曲线 帮 
加 的 结果 ,而 且 每 条 正弦 曲线 随 着 时 间 的 推移 振幅 逐步 减少 ,这 
就 使 他 产生 把 解析 函数 展 成 三 角 级 数 的 想法 , 即 
f(x)= Shsinm,0< X <XA, 
而 最 困难 的 问题 在 于 决定 傅立叶 系数 .他 采用 以 前 通用 的 短 
级 数 展开 法 ,用 不 严格 的 论证 经 过 繁琐 的 求解 ,勉强 得 出 正确 的 
公 于 
b,= 之 | jsinnds. 


其 实 克 菜 洛 和 欧 拉 已 经 把 某 些 函数 展开 为 傅立叶 级 数 ,并 得 到 
系数 的 积分 公式 ,而且 欧 拉 得 到 系数 的 方法 更 为 简单 ,但 是 , 传 
立 叶 断言 ,每 个 函数 都 可 表 为 三 角 级 数 ,其 至 函数 不 一 定 连续 ， 
具有 间断 点 也 行 .而 且 他 还 认为 ,不 管 /(%) 是 否 有 解析 表达 式 ， 
是 否 服从 什么 法 则 , 它 的 级 数 总 是 收敛 的 . 这 些 他 都 没有 给 出 证 
明 ,他 认为 由 几何 图 形 的 直观 就 可 以 看 出 这 是 真 的 .尽管 如 此 ， 
傅立叶 级 数 的 出 现 对 物理 学 及 数学 都 是 极 大 的 促进 .英国 物理 
学 家 汤姆 逊 在 1867 年 写 道 ,傅立叶 定理 不 仅 是 近代 分 析 最 漂 
亮 的 结果 之 一 ,而 且 可 以 说 , 它 为 讨论 近代 物理 学 中 几乎 每 一 个 
深奥 难 解 的 问题 提供 了 一 个 不 可 缺少 的 工具 . "这 正 符合 傅立叶 
的 思想 :“ 对 自然 界 的 深刻 研究 是 数学 最 富 侯 的 源泉 .” 
傅立叶 级 数 立 即 得 到 许多 应 用 ,特别 是 法 国 数学 家 波 瓦 松 
利用 三 角 级 数 解决 许多 热传导 问题 ,他 的 许多 工作 总 结 在 1835 
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年 出 版 的 《 热 的 数学 理论 》( Théorie matshématigue de la chaleur ) 一 
书 中 ,而 且 傅 立 叶 本 人 在 研究 半 无 界 杆 的 热传导 问题 中 得 出 傅 
立 叶 积 分 的 概念 . 

(3) 傅 立 叶 级 数理 论 . 

数学 家 更 关心 的 是 对 傅立叶 级 数理 论 打 下 严密 的 基础 . 傅 
立 叶 的 论文 所 涉及 的 概念 远 远 超出 当时 通常 使 用 的 (往往 也 没 
有 得 到 严密 处 理 的 ) 理 论 ,例如 他 已 考虑 不 连续 函数 ,甚至 后 来 
的 6 函数 的 积分 问题 , 它 涉及 定 积分 问题 ,而 在 以 前 积分 只 不 
过 是 反 导 数 ,在 当时 收敛 还 没有 严密 定义 时 ,他 已 谈 到 函数 级 数 
的 收敛 问题 .这 样 一 来 ,傅立叶 级 数 在 函数 概念 .积分 概念 、 三 角 
级 数 的 展开 及 收敛 性 等 方面 都 大 大 扩展 了 以 前 的 分 析 领 域 ,最 
后 推动 集合 论 ,测度 论 和 积分 论 乃 至 泛 函 分 析 的 发 展 ， 

为 傅立叶 级 数论 黄 定 严格 数学 基础 的 是 狄 利 克 雷 . 1822 一 
1825 年 狄 利克 雷 在 巴黎 学 习 , 曾 会 见 傅立叶 , 深 受 健 立 叶 的 影 
响 ,对 傅立叶 级 数 产生 兴趣 . 他 在 1829 年 发 表 的 一 篇 重要 论文 
《 论 三 角 级 数 的 收敛 性 》 中 ,第 一 次 给 出 了 表示 给 定 的 函数 f(x%) 
的 傅立叶 级 数 收敛 而 且 收敛 到 (x) 本 身 的 充分 条 件 .这 组 所 请 
狄 利克 雷 条 件 是 : 

Q(zx) 是 单 值 有 界 的 ; 

@f(x%x) 是 分 段 连续 的 ; 

f(x) 是 分 段 单调 的 ， 

这 为 傅立叶 级 数 的 存在 性 打下 了 基础 , 现在 函数 f(x) 的 伟 立 叶 
级 数 表 示 的 标准 写法 是 


20 


2 


+ 2 (ancosnx + bsinnx )， 
n=1 


其 中 
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am = 过 | f(x)cosnxdx, 


b, = 过 | f(x)sinnxdx. 


不 过 狄 利克 雷 条 件 并 不 是 充分 必要 条 件 , 于 是 , 狄 利克 雷 的 学 生 
黎 曼 致力 于 研究 这 个 问题 ,为 此 ,他 考虑 更 一 般 的 函数 以 及 它们 
的 可 积 性 问题 . 黎 曼 在 1853 年 为 取得 讲师 资格 而 写 的 论文 《 关 
于 用 三 角 级 数 表 示 项 数 的 可 能 性 》 中 ,给 出 更 一 般 的 积分 概念 
一 一 歼 曼 积分 ,这 样 他 把 积分 概念 扩大 到 更 大 的 函数 类 中 .他 进 
而 证 明 : 如 果 f(x) 在 [0,n] 上 有 界 且 可 积 , 则 当 n 趋 于 w 时 ,其 
傅立叶 系数 a ,b, 趋 向 于 0., 黎 曼 还 指出 ,有 界 可 积 函数 了 的 傅 
立 叶 级 数 在 一 点 处 的 收敛 性 仅 依赖 于 FAx ) 在 该 点 邻 域 中 的 性 
质 ,这 就 是 所 谓 局 部 性 原理 . 黎 曼 利用 辅助 函数 证 明了 三 个 重要 
定理 ,前 两 个 给 出 三 角 级 数 表示 存在 的 充分 必要 条 件 ,第 三 个 给 
出 三 角 级 数 在 一 个 特殊 点 收敛 的 充分 必要 条 件 . 获 曼 的 论文 在 
1867 年 才 发 表 , 不 过 在 此 之 前 的 所 有 考虑 都 还 有 一 些 缺 陷 : 

名 级 数 收敛 最 多 只 考虑 条 件 收敛 而 没有 考虑 一 致 收 伍 ,这 
样 问 题 就 只 涉及 函数 在 一 点 处 的 值 而 非 一 个 区 间 上 的 问题 ,这 
一 点 由 海 涅 在 1870 年 首先 指出 ， 

名 虽然 已 考虑 不 连续 函数 ,但 还 没 办 法 考虑 有 无 穷 个 不 连 
续 点 或 无 穷 次 振荡 的 随 数 .这 一 点 由 汉 克 尔 (Henmann Hankel， 
1839 一 1873) 在 1870 年 首次 考虑 . 

一 般 的 惟一 性 问题 首先 由 海 涅 在 1870 年 提出 .他 证 明 ， 
如 果 一 个 函数 f(%) 除 有 限 多 点 之 外 连续 , 且 表 示 它 的 三 角 级 数 
一 致 收敛 , 则 表示 惟一 . 他 鼓励 G: 康 托 尔 研 究 更 一 般 的 情形 ,这 
导致 G: 康 托 尔 创立 点 集 论 乃 至 一 般 集合 论 . 
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三 角 级 数 的 研究 从 19 世纪 起 至 今 仍 相当 活跃 ,对 整个 数学 
的 发 展 产 生 巨大 影响 .三 角 级 数 作为 连续 画 数 的 表示 所 遗留 下 
的 一 些 基本 问题 , 直到 20 世纪 才 解 决 .其 中 一 个 基本 问题 是 连 
续 函 数 的 傅立叶 级 数 是 否 一 定 处 处 收敛 .很 长 时 期 ,大 家 认为 这 
不 成 问题 ,到 1873 年 杜 布 瓦 - 瑞 蒙 首先 给 出 一 个 反例 ,一 个 连 
续 函 数 的 傅立叶 级 数 在 某 一 点 上 不 收敛 .后 来 ,又 发 现 有 的 连续 
函数 ,其 傅立叶 级 数 在 无 穷 多 点 ,甚至 所 有 有 理 点 上 发 散 . 1913 
年 鲁 金 猜想 在 [ - r,x] 上 平方 可 积 的 函数 的 傅立叶 级 数 在 
[ -xx] 上 几乎 处 处 收敛 ,但 1923 年 柯 尔 莫 哥 洛 夫 却 举 出 一 个 
可 积 函 数 ,其 傅立叶 级 数 几乎 处 处 发 散 .直到 1966 年 , 鲁 金 猜想 
才 由 瑞典 数学 家 卡尔 松 (Lennard Carleson,1928 一 ”) 用 极为 精巧 
的 方法 证 明 出 来 .这 时 积分 的 概念 也 有 所 发 展 , 由 黎 曼 积 分 过 湾 
到 勒 贝 格 积分 . 


3 数学 分 析 的 严密 化 


3.1 柯 西 


柯 西 ,1789 年 8 月 21 日 生 于 巴黎 .当时 ,法 国 大 革命 已 经 开 
始 .他 的 家 庭 属 中 产 阶级 ,在 雅克 宾 党 专政 时 期 ,他 家 逃亡 到 小 
镇 阿 居 埃 ,同一 些 著名 的 科学 家 为 邻 .因此 , 柯 西 在 小 时 候 就 见 
过 当时 的 一 些 大 数学 家 . 拉 格 朗 日 曾 预见 到 柯 西 的 天 才 ,告诫 他 
的 父亲 不 要 让 柯 西 看 到 数学 书 , 以 使 他 集中 精力 学 好 古典 语文 . 
柯 西 最 初 的 启蒙 老师 是 他 的 父亲 ,后 来 又 到 著名 的 学 校 攻读 . 
1805 年 , 柯 西 进入 巴黎 综合 工科 学 校 , 这 时 他 开始 接触 到 数学 . 
1807 年 ,他 进入 道路 桥梁 工程 学 校 , 两 年 后 成 为 一 名 工程 师 . 
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1810 年 到 训 堡 任 工 程 师 助理 ,参加 港口 的 建设 .他 在 这 个 阶段 
的 工作 中 ,一 直 带 着 出 版 不 久 的 拉 普 拉 斯 的 《天 体力 学 》 和 拉 格 
朗 日 的 《解析 函数 论 ) 勤 奋 攻读 ,并 于 1811 年 开始 他 的 数学 研究 
工作 .1812 年 底 , 柯 西 回 到 巴黎 ,1813 年 3 月 任 乌 尔 克 运 河 工程 
师 ,1814 一 1815 年 由 于 拿破仑 失败 ,这 项 工程 停顿 ,他 开始 专门 
研究 数学 ,并 担任 巴黎 综合 工科 学 校 的 教师 . 1815 年 波 旁 王朝 
复辟 ,同年 12 月 , 柯 西 成 为 巴黎 综合 工科 学 校 代课 教授 ,第 二 年 
升任 分 析 及 力学 正教 授 . 这 时 ,由 于 拥护 拿破仑 的 蒙 日 等 人 被 驱 
逐 出 科学 院 ,使 得 柯 西 不 经 选举 就 被 任命 为 力学 学 部 院士 . 柯 西 
是 虔诚 的 天 主教 徒 , 波 旁 王朝 的 忠实 支持 者 ,在 波 旁 王朝 复辟 时 
期 ,他 飞黄腾达 ,在 科学 上 也 取得 了 非常 卓越 的 成 就 .这 个 时 期 ， 
他 还 成 为 巴黎 大 学 理学 院 的 教授 和 法 兰 西学 院 的 教授 .1830 年 
7 月 , 波 旁 王朝 国王 查理 十 世 被 路 易 . 菲 利 浦 所 推翻 .由 于 路 易 ， 
菲 利 浦 是 波 旁 家 族 的 旁 支 ,代表 大 资产 阶级 的 利益 ,所 以 , 柯 西 
拒绝 宣 拆 效忠 新 国王 ,从 而 失掉 了 教授 的 职位 .不 仅 如 此 , 柯 西 
还 离开 家 庭 ,追随 王族 流亡 到 国外 .他 首先 到 达 瑞 士 弗 瑞 堡 ,被 
推荐 给 撒 丁 国王 ,国王 为 他 提供 了 都 灵 大 学 的 一 个 教授 职位 , 柯 
西 接受 了 , 1831 年 夏 柯 西 移居 都 灵 , 主要 从 事 教 学 工作 . 1833 
年 ,定居 在 布拉格 的 查理 十 世 把 柯 西 召 到 布拉格 ,做 其 孙 波 尔 多 
公 细 的 家 庭 教师 , 柯 西 接受 了 这 个 职务 ,这 位 前 国王 封 柯 西 为 男 
甸 .1834 年 , 柯 西 的 夫人 到 布拉格 和 他 团聚 , 柯 西 在 布拉格 一 直 
果 到 1838 年 .这 段 流亡 生活 使 得 他 的 研究 工作 的 速度 放 慢 了 一 
些 ,但 1838 年 回 到 巴黎 之 后 ,他 重新 参加 科学 院 的 活动 ,出 席 每 
星期 一 的 例会 ,每 周至 少 为 1835 年 创刊 的 《科学 院 周报 》 提 交 一 
篇 稿件 .由 于 他 的 稿件 又 多 又 长 ,科学 院 很 快 就 作出 决定 ,对 所 
发 表 文 章 的 篇 幅 要 求 大 大 压缩 .即使 这 样 ,在 不 到 20 年 的 时 间 


第 8 章 实 分 析 269 


里 , 柯 西 发 表 了 近 600 篇 文章 ,还 不 算 他 送 交 给 科学 院 而 没有 发 
表 的 文章 .不 过 ,这 时 柯 西 由 于 没有 效忠 宣誓, 七 月 王朝 仍然 没 
有 给 他 应 有 的 职位 . 

1848 年 ,二 月 革命 推翻 了 路 易 * 菲 利 浦 王朝 ,建立 了 第 二 共 
和 国 .新 政府 取消 了 宣 暂 效忠 的 法 令 , 柯 西 又 恢复 了 巴黎 大 学 理 
学 院 数学 天 文学 教授 的 职位 .1852 年 ,拿破仑 三 世 政 变 , 建立 第 
二 帝国 ,重新 颁布 了 效忠 法 令 ,不 过 他 慷慨 地 豁免 了 极端 保 王 派 
柯 西 的 效忠 宣 耕 ,使 得 柯 西 得 以 保留 了 他 的 职位 . 柯 西 仍 然 不 断 
地 发 表 论文 ,直到 1857 年 5 月 22 日 在 巴黎 附近 的 苏 镇 与 世 长 
辞 . 柯 西 信仰 虑 诚 ,热心 宗教 活动 ,还 经 常 进行 施舍 ,赈济 穷人 . 
他 还 用 法 文 和 拉丁 文 作 过 诗 , 不 过 这 些 活动 都 没有 影响 他 发 表 
大 量 的 论文 .他 至 少 著 有 7 本 书 和 800 多 篇 论文 ,在 全 集 的 数量 
上 可 能 仅 次 于 网 拉 . 柯 西 的 论文 不 仅 数量 多 ,而 且 涉 及 的 领域 
非常 广泛 ,其 中 最 突出 的 有 分 析 基 础 . 复 变 函 数论 ,行列 式 、 置 换 
群 理论 ,微分 方程 等 .他 在 弹性 理论 、 流 体力 学 、 光 学 以 及 天 文 
学 数学 物理 学 等 方面 也 有 突出 贡献 . 

从 历史 的 观点 来 看 , 柯 西 是 一 个 技术 家 ,他 大 量 的 著作 基本 
上 在 生前 发 表 ,从 他 的 遗 稿 或 书信 中 很 难 发 现 新 的 东西 .他 不 仅 
在 分 析 方法 上 超过 前 人 ,而 且 在 分 析 基 础 上 超过 同时 代 人 .正如 
阿 贝尔 所 说 , 杜 西 知道 如 何 讨论 数 学 .他 开始 使 分 析 严 密 化 ,万 
其 重要 的 是 对 微分 方程 存在 性 定理 的 重视 ,在 这 个 方面 他 领先 
于 同时 代 的 人 .但 是 在 理论 思维 上 ,他 还 是 赶不上 高 斯 .高 斯 生 
前 发 表 的 成 果 不 多 ,但 思想 深刻 得 多 ,在 数论 , 非 欧 几何 、 微 分 几 
何 . 椭 圆 函 数 等 方面 ,高 斯 都 以 其 战略 家 的 眼光 得 出 漂亮 的 结 
果 , 而 这 往往 决定 学 科 未 来 的 发 展 方向 . 

柯 西 的 著作 主要 发 表 在 科学 院 的 期 刊 . 几 种 科学 期 刊 以 及 
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他 个 人 发 行 的 杂志 上 .他 个 人 的 杂志 都 是 他 自己 写 的 论文 ,其 中 
包括 : 
《数学 练习 》( Exercices de mathematiques )5 卷 ,1826 一 1830; 
《新 数学 练习 》( Nowwveaux Exercices de mathematiques ) ,1835; 
《分 析 及 数学 物理 学 练习 》( Exercices d’analyse et de physique 
mathematique )4 卷 ,1840 一 1847. 
柯 西 的 授课 讲义 及 教程 有 : 
《分 析 教 程 》( Cours d’analyse ) 第 一 部 分 :代数 分 析 (1821) ; 
《无 穷 小 分 析 讲 义 概要 》(1823); 
《微分 法 讲义 》(1829). 
他 的 《分 析 教 程 } 第 二 部 分 长 期 以 来 人 们 不 知 其 内 容 , 直 到 1981 
年 才 整 理 出 版 .他 的 其 他 著作 经 巴黎 科学 院 编辑 于 1882 一 1974 
年 出 版 , 共 2 辑 ,27 卷 . 


3.2 数学 分 析 的 严密 化 


1800 年 左右 ,几何 学 的 严格 性 开始 受到 怀疑 .思想 大 大 领 
先 于 时 代 的 高 斯 , 早 在 1799 年 就 已 经 怀疑 欧 氏 几何 的 真理 性 ， 
1817 年 他 认定 真理 只 存在 于 算术 之 中 .从 几何 方法 开始 的 微 积 
分 ,经 过 欧 拉 和 拉 格 朗 日 所 发 展 的 分 析 方 法 ,已 经 显示 出 把 微 积 
分 建立 在 几何 基础 上 的 巨大 困难 .这 两 种 潮流 自然 结合 成 19 世 
纪 数 学 分 析 严 格 化 的 主流 一 一 分 析 的 算术 化 .这 种 严格 化 从 波 
尔 查 诺 , 柯 西 , 阿 贝尔 . 狄 利克 雷 的 工作 开始 ,经历 了 半 个 多 世纪 
的 努力 ,直到 外 尔 斯 特 拉 斯 的 分 析 才 告终 ,使 得 微 积分 乃至 数学 
分 析 最 终 定型 .从 历史 顺序 来 看 , 波 希 米 亚 哲学 家 波 尔 查 诺 最 早 
提出 了 比较 合适 的 分 析 基 础 ,但 他 在 当时 的 数学 界 影响 并 不 大 . 
这 里 我 们 只 介绍 柯 西 的 工作 . 
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柯 西 关于 微 积分 基础 的 思想 ,主要 体现 在 下 面 几 本 著作 中 : 

《王家 综合 工科 学 校 分 析 教 程 } 第 一 部 分 :代数 分 析 (1821) 

《王家 综合 工科 学 校 无 穷 小 分 析 讲 义 概要 》 卷 一 (1823); 

《无 穷 小 演算 在 几何 学 上 的 应 用 讲义 》(1826 一 1829) ; 

《微分 法 讲义 》(1829). 

这 刀 本 书 一 开始 都 首先 给 出 “极限 ”的 定义 ,而 且 几 本 书 中 
的 定义 都 是 一 样 的:“ 当 一 个 变量 逐次 所 取 的 值 无 限 趋 近 于 一 个 
定 值 ,最 终 使 变量 的 值 和 该 定 值 之 差 要 多 小 就 多 小 ,这 个 定 值 就 
称 为 所 有 其 他 值 的 极限 .” 这 个 概念 ,把 它 翻译 成 不 等 式 的 代数 
形式 ,就 是 柯 西 惟一 在 微 积分 中 所 需要 的 . 柯 西 的 定义 摆脱 了 运 
动 观念 ,不 依赖 于 几何 ,也 没有 以 前 的 变量 永远 不 能 超越 其 极限 
这 类 限制 ,因此 柯 西 的 极限 概念 真正 可 以 构成 微 积分 的 基础 , 它 
大 大 优越 于 以 前 的 尝试 ,如 拉克 和 鲁 瓦 等 人 的 工作 .其 次 , 柯 西 定 
义 “ 无 穷 小 量 " 时 ,干脆 把 它 说 成 是 “以 零 为 极限 的 一 种 变量 ”. 而 
且 , 他 还 定义 了 无 穷 小 量 的 阶 .给 定 一 个 无 穷 小 量 a ,他 定义 a， 
a2,a3,… 分 别 为 一 阶 , 二 阶 , 三 阶 ,… 无 穷 小 量 . 这 样 , 他 可 以 定 
义 任何 无 穷 小 量 的 阶 .对 于 任何 变量 8, 如 果 B:a 的 比 当 a 减 小 
时 具有 一 个 有 限 的 极限 , 则 称 8 为 一 阶 无 穷 小 量 . 同样 ,对 于 
B:a?,B:a3,…, 当 a 减 小 时 ,如 果 具 有 有 限 的 极限 ,就 分 别称 B 
为 二 阶 , 三 阶 ,… 无 穷 小 量 . 牛 顿 . 莱 布 尼 茨 和 他 们 的 追随 者 都 没 
能 这 样 造 出 各 阶 无 穷 小 量 来 .然后 , 柯 西 给 出 关于 无 穷 小 量 的 各 
种 例子 和 定理 .而 函数 的 连续 性 .导数 等 都 是 从 “无 穷 小 量 " 出 发 
来 定义 的 .除了 借用 “无 穷 小 量 "这 个 词 之 外 ,他 的 定义 都 和 现在 
的 定义 没有 什么 两 样 . 

柯 西 接着 对 连续 性 给 出 定义 :“ 设 f(x) 是 变量 x 的 函数 , 且 
对 两 个 限 之 间 的 x 值 ,函数 总 取 一 个 有 限 且 惟一 的 值 …… 如 果 
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在 这 两 个 限 之 间 ,变量 的 一 个 无 穷 小 增 量 总 产生 函数 本 身 的 一 
个 无 穷 小 增 量 , 则 ( 称 ) 函 数 f(x) 在 给 定 限 之 间 对 x 连续 .” 

《分 析 教 程 》 中 并 没有 微分 法 ,所 以 柯 西关 于 导数 的 定义 首 
先 出 现在 1823 年 出 版 的 《无 穷 小 分 析 讲 义 概要 》 中 .他 把 f(x) 
在 其 连续 区 间 上 的 导数 ,定义 为 差 的 比 [f(x+ 让 -f(x)]/i 的 
极限 ,他 的 导数 概念 正如 18 世纪 的 前 人 一 样 ,作为 差 商 之 比 的 
极限 ,但 是 他 的 定义 建立 在 更 明确 的 极限 基础 上 ,而 且 如 同 他 的 
将 全 那样 ,他 也 认识 到 虽然 比 [f(x + 让 -了 (x)]/i 的 分 子 、 分 母 
都 趋向 于 0,“ 比 本 身 可 收敛 于 另外 一 个 或 正 或 负 的 极限 ”, 而且 
他 比 他 的 前 辈 高 明之 处 在 于 他 加 了 一 名 话 “ 这 个 极限 ,如 果 它 
存在 的 话 ,对 于 每 个 特定 的 x 值 有 一 个 确定 的 值 ,但 这 值 随 x 
而 变 …… 它 是 变量 x 的 一 个 新 函数 ” ,他称 之 为 导 函 数 . 这 个 
“存在 "的 概念 正 是 柯 西 的 严格 之 处 . 

柯 西 的 导数 定义 ,除了 一 个 缺点 之 外 ,实际 上 和 现在 的 一 
样 ,这 就 是 他 没有 考虑 到 左 极限 与 右 极限 可 能 不 同 . 除 此 之 外 ， 
他 的 定义 与 现在 的 没有 什么 不 同 . 

值得 一 提 的 是 , 柯 西 在 证 明 关 于 导数 的 定理 时 ,利用 的 就 是 
e-6 的 论证 方法 .在 这 方面 , 拉 格 朗 日 和 安培 的 技术 已 经 被 柯 西 
提炼 成 为 导数 的 定义 . 拉 格 朗 日 和 安培 都 认为 连续 函数 一 定 处 
处 有 导数 ,但 柯 西 没有 明确 提 到 这 一 点 . 

柯 西关 于 微 积分 基础 的 另 一 个 主要 概念 是 定 积分 .在 18 世 
纪 , 人 们 对 积分 的 看 法 有 着 很 大 分 歧 ,当时 积分 甚至 没有 独立 的 
定义 ,积分 只 不 过 是 微分 的 逆 运 算 . 不定 积分 比 定 积分 更 为 基 
本 ,而 定 积分 只 不 过 是 不 定 积 分 在 上 限 和 下 限 取 值 之 差 而 已 .从 
牛顿 起 , 伯 努 利家 族 大 部 分 人 以 及 欧 拉 、 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 等 
人 都 是 这 么 想 的 ,也 是 这 么 干 的 . 因为 这 样 定义 不 只 严格 ,而 且 
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可 以 利用 有 关 代 数 表 达 式 的 许多 函数 ,也 可 以 有 可 靠 的 基础 计 
算出 来 .这 样 一 来 ,原来 全 布 尼 茨 把 积分 定义 为 无 穷 小 量 的 无 穷 
和 的 想法 就 为 大 多 数 数学 家 所 抛弃 ,因为 首先 他 们 得 对 付 两 个 
成 问题 的 概念 ,一 个 是 无 穷 大 , 男 一 个 是 无 穷 小 量 , 况 且 还 有 许 
多 计算 上 的 麻烦 ,如 果 从 这 方面 来 研究 定 积分 ,似乎 就 没有 什么 
前 途 了 .那么 ,为 什么 柯 西 在 为 定 积分 更 定 严格 基础 时 ,重新 采 
用 和 的 极限 的 观念 呢 ? 一 个 关键 就 是 用 反 导 数 的 数学 家 并 不 能 
保证 每 个 函数 都 有 反 导 数 .事实 上 , 想 要 证 明 连 续 函 数 一 定 存在 
定 积分 ,必须 诉 诸 定 积分 是 和 的 概念 .其 实 ,甚至 在 柯 西 之 前 ,人 


们 就 已 经 知道 | (x)dx = g(5) -g(a) 的 反例 . 勒 让 德 已 处 理 
过 函数 在 被 积 区 间 上 存在 不 连续 点 以 及 成 为 无 穷 大 的 情形 . 柯 
西 本 人 在 1814 年 关于 积分 的 论文 中 也 处 理 过 具有 不 连续 点 的 
情形 ,特别 还 引进 柯 西 主 值 的 观念 ,这 些 都 不 是 反 导 数 所 能 解决 
的 .另外 , 柯 西 为 建立 复 变 函数 论 , 有关 复 积分 的 工作 也 要 求 不 
能 把 积分 看 成 反 导 数 . 

柯 西 在 他 的 《无 穷 小 分 析 讲 义 概要 》 中 ,对 定 积分 作为 和 的 
极限 给 出 了 明确 的 定义 : | 

如 果 ALx*) 是 在 [xo,x] 上 定义 的 连续 函数 , 取 区 间 内 的 一 些 
分 点 xo < xi < x2 <… < xs_1< x%n =%, 则 积分 等 于 


lim Sw- 1) — Xi-_1). 
取 极 限时 ,要求 最 大 子 区 间 的 长 度 趋 于 零 .但 由 于 他 没有 一 致 连 
续 性 概念 ,所 给 出 的 证 明 不 算 太 严密 . 然后 , 柯 西 定 义 


Fl)= | fax. 


设 P(x) 连续 , 令 
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Fst- Es, 2; | flx)dx, 


他 利用 积分 中 值 定理 证 明 

F(x)=f(x). 
此 即 微 积分 基本 定理 .在 证 明 给 定 函 数 的 全 体 原 函数 彼此 只 差 
一 个 常数 之 后 ,再 定义 不 定 积分 为 


| jes)ax= J ye)as + C， 
并 指出 车 1 (x) 连续 , 则 
Jp a =f(b) -f(a). 


柯 西 的 思想 由 四 部 分 构成 : 

用 求 和 来 逼近 积分 ; 

@ 仔 细 讨 论 允 近 和 与 积分 值 的 差 ; 

@ 断 定 在 充分 小 的 细 分 之 下 ,不管 如 何 分 法 ,逼近 和 可 任意 
趋 近 积分 ; 

久 证 明 对 于 逐次 的 允 近 和 存在 公共 的 极限 ， 

前 三 部 分 的 思想 在 网 拉 , 拉 克 和 鲁 瓦 及 波 瓦 松 的 工作 中 ,已 有 
一 些 考虑 ,而 最 关键 的 第 四 点 则 是 柯 西 的 独创 . 

欧 拉 等 人 在 研究 实际 问题 时 曾 考虑 过 用 求 和 来 逼近 积分 ， 
他 在 《积分 法 导 引 》(1768 一 1770) 中 考虑 到 把 区 间 划 分 得 更 小 ， 
并 且 认 为 区 间 划 分 得 越 小 则 逼近 越 好 .但 直到 柯 西 才 真正 考虑 
积分 存在 的 问题 .拉克 鲁 瓦 在 1797 年 出 版 的 《 微 积分 通论 》 中 ， 
已 经 用 到 积分 是 和 的 极限 的 概念 ,而 且 还 对 单调 函数 的 积分 求 
出 其 土 限 和 下 限 来 .但 是 他 们 都 没有 给 出 逼近 的 误差 估计 . 波 瓦 
松 在 1820 年 的 论文 中 证 明 : 如 果 被 积 函 数 在 一 个 区 间 上 有 限 ， 
则 积分 作为 求 和 等 于 反 导 数 的 差 . 他 称 之 为 “ 定 积 分 的 基本 定 
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理 ”, 但 这 并 不 是 微 积分 基本 定理 ,因为 它 假 定 既 存在 定 积分 , 义 
存在 不 定 积分 , 它 只 在 等 分 区 闻 的 情况 下 成 立 . 

柯 西 的 积分 定义 为 黎 曼 所 发 展 , 黎 曼 的 理论 与 柯 西 的 不 同 
之 处 在 于 : 

(1) 柯 西 把 /的 值 取 为 /在 子 区 间 左 端点 处 的 值 . 黎 曼 取 为 
三 在 子 区 间 内 任意 点 的 值 ， 

(2) 柯 西 明确 要 求 /连续 ,并 降 含 假定 /一 致 连续 . 黎 曼 既 
不 假定 了 连续 ,也 不 假定 它 一 致 连续 , 他 还 举 出 一 个 例子 ,7 在 
任意 小 区 间 上 有 无 穷 多 不 连续 点 .不 过 黎 曼 提 到 ,如 果 黎 曼 和 的 


极限 存在 , 它 就 是 定 积分 ;如 果 不 存 在 , 则 | ys)as 没 有 意义 
因此 , 黎 曼 把 积分 扩充 到 更 广 的 一 类 函数 上 ,当然 ,对 于 连续 函 
数 , 柯 西 积分 与 黎 曼 积分 取 同 值 .实际 上 , 柯 西 在 1814 年 已 把 他 
的 积分 概念 扩张 到 包括 有 限 多 不 连续 点 的 瑕 积分 上 .尽管 如 此 ， 
黎 曼 积分 理论 是 柯 西 关于 连续 性 、 收 敛 及 导数 理论 的 自然 发 
展 . 

虽然 说 柯 西 的 分 析 基 础 有 这 样 那样 的 缺点 甚至 错误 ,例如 
极限 定义 仍然 有 毛病 , 它 是 用 语言 讲 的 ,而 不 是 用 数学 符号 表示 
的 , 它 是 直观 的 ,而 不 是 分 析 的 ;他 举 出 了 如 何 用 算术 实现 这 个 
过 程 的 例子 , 却 没有 给 出 明确 的 解析 步骤 ,在 一 些 地 方 又 回 到 几 
何方 法 (穷竭 法 ) 上 ;他 的 多 元 函数 连续 性 的 定义 不 正确 ,他 分 不 
清 连续 和 一 致 连续 ,收敛 和 一 致 收敛 ,连续 性 和 可 微 性 的 差别 . 
但 是 ,他 仍然 为 微 积分 提供 了 比 前 人 远 为 严密 的 基础 ,后 人 只 需 
在 他 的 框架 之 内 进行 修补 ,彻底 扬弃 掉 没 有 用 的 无 穷 小 ,并 把 它 
完全 算术 化 ,这 个 工作 是 外 和 尔 斯 特 拉 斯 完成 的 . 外 尔 斯 特 拉 斯 为 
分 析 黄 定 了 严格 的 基础 ,他 在 1841 一 1856 年 做 中 学 教师 时 也 许 
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已 经 有 所 考虑 . 1856 年 起 他 开始 在 柏林 大 学 授课 ,由 于 讲课 中 
的 需要 ,他 越 来 越 感到 有 必要 对 分 析 的 基础 加 以 系统 的 研究 . 据 
外 和 尔 斯 特 拉 斯 自己 后 来 讲 ,最初 的 研究 始 于 1857 一 1858 年 冬 准 
备 “ 三 角 级 数 及 定 积分 的 理论 及 应 用 ”的 课 . 他 党 得 当时 许多 被 
普遍 承认 的 定理 有 问题 ,如 连续 函数 的 傅立叶 级 数 不 一 定 收 敛 
到 它 自 身 , 柯 西关 于 函数 级 数 可 逐 项 积分 的 定理 并 不 成 立 ,除非 
它 一 致 收敛 ,等 等 .于 是 ,他 从 1858 年 夏季 学 期 “积分 论 选 讲 ” 的 
课 中 ,开始 对 数学 的 一 些 基 础 问题 加 以 阐述 ,特别 是 对 黎 曼 积分 
的 研究 .他 在 1859 一 1860 年 冬 开 始 讲授 “分 析 引 论 ”, 1861 年 夏 
在 职业 学 院 讲 “ 微 分 学 ” ,为 微分 学 打下 了 基础 .在 讲课 中 ,他 第 
一 次 证 明了 “ 若 一 连续 函数 在 定义 区 间 上 的 一 阶 导数 处 处 为 零 ， 
则 它 等 于 常数 ”. 他 第 一 次 完全 去 掉 无 穷 小 量 , 采 用 e-6 技术 ,使 
微分 定义 算术 化 .他 还 考虑 多 元 函数 及 函数 级 数 的 微分 问题 , 特 
别 是 他 已 经 认识 到 由 函数 的 连续 性 不 必然 推出 可 微 性 . 早 在 
1854 年 , 黎 曼 就 在 他 为 取得 讲师 资格 而 作 的 论文 中 定义 了 一 个 
连续 函数 , 它 在 任意 小 区 间 内 的 无 穷 多 点 处 没有 导数 . 1860 年 
他 还 引进 一 个 连续 且 处 处 不 可 导 的 函数 ,长 期 以 来 ,人 们 认为 这 
没有 什么 问题 ,直到 100 多 年 后 , 才 发 现 它 在 许多 点 处 可 导 . 因 
此 ,真正 处 处 不 可 导 的 连续 函数 是 外 尔 斯 特 拉 斯 在 1872 年 的 讲 
课 中 首先 宣布 的 ,此 即 


f(x)= > br cos( aaTX ) ， 


其 中 a 为 奇数 ,0<6 < lob > 1+ 洒 

对 积分 的 研究 要 复杂 得 多 , 柯 西 证 明了 连续 函数 的 可 积 性 ， 
并 稍 加 推广 . 而 通常 使 用 的 积分 是 黎 曼 于 1853 年 给 出 的 , 黎 曼 
还 给 出 黎 曼 可 积 的 充分 且 必 要 条 件 . 1875 年 达尔 布 给 出 有 界 函 


第 8 章 实 分 析 277 


数 在 fa ,5]j 上 可 积 的 充分 且 必 要 条 件 ,而 且 证 明 可 积 函 数 的 微 
积分 基本 定理 .同年 ,斯 密 司 给 出 黎 曼 不 可 积 函 数 的 第 一 个 例 
子 .至 此 ,通常 的 分 析 基 础 可 以 说 已 经 建立 起 来 . 
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无 论 从 实用 角度 ,还 是 从 直观 性 来 看 ,数学 分 析 所 处 理 的 基 
本 对 象 应 该 是 实 变量 的 实 函 数 .但 是 ,只 局 限于 实 分 析 , 不 但 许 
多 问题 不 能 解决 ,而且 数学 将 会 失去 极其 重要 的 漂亮 理论 ,如 代 
数 函 数论 . 复 分 析 的 葛 基 者 是 柯 西 、 黎 曼 、 外 尔 斯 特 拉 斯 ,他 们 为 
数学 带 来 强 有 力 的 技术 ,如 留 数 方法 .解析 开拓 、 保 角 映 射 等 ,而 
且 开拓 了 一 系列 新 领域 ,如 黎 曼 面 理论 、 微 分 方程 解析 理论 . 解 
析 数 论 等 .如 果 没 有 从 实 到 复 的 过 渡 ,数学 分 析 就 远 不 是 完整 
的 ， 


1 通 向 复 分 析 的 四 条 途径 


从 16 世纪 虚数 初次 问世 到 19 世纪 初 复 分 析 逐 步 建立 ,时 
间 跨 越 了 3 个 世纪 ,其 间 数 学 家 对 于 虚数 的 实在 性 及 可 用 性 多 
次 产生 争论 ,通常 复 变 函数 论 教科 书 和 函数 论 史 多 把 复数 及 其 
表示 与 函数 观念 一般 解析 函数 论 力 至 拓扑 学 放 在 最 开头 ,而 实 
际 上 这 并 不 符合 历史 实际 ,正如 实 分 析 一 样 ,实数 及 分 析 基 础 的 
建立 是 19 世纪 后 期 的 事 , 一 开始 概念 并 不 清楚 , 复 分 析 也 一 样 . 
柯 西 在 《分 析 教 程 的 引言 中 说 ,从 收敛 级 数 过 渡 到 发 散 级 数 ,从 
实 量 过 渡 到 虚 表 示 , 不 能 认为 是 表述 真理 的 适当 办 法 . 也 就 是 
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说 ,他 把 复 分 析 看 成 一 种 技术 ,数学 家 们 实际 上 大 都 形式 地 看 待 
这 个 问题 .在 柯 西 之 前 ,已 有 四 条 途径 通 向 复 分 析 . 


1.1 代数 


虚数 ,更 准确 地 讲 是 虚 量 ,最 早出 现 于 实数 (有 理 数 ) 系 数 代 
数 方程 的 根 中 .不 过 长 期 以 来 ,数学 家 们 并 不 认为 它 是 合法 的 而 
加 以 排斥 .一 般 认为 ,当代 数 方程 的 解 不 能 归结 为 实 根 时 , 则 问 
题 就 没有 解 或 说 不 可 能 解 .只 有 极 少数 人 愿意 采用 虚 根 ,特别 是 
法 国 数学 家 吉 拉 尔 ,他 在 《代数 的 新 发 明 》(1629) 一 书 中 ,提出 代 
数 运算 的 “永恒 性 原则 ”, 也 就 是 把 对 实数 适用 的 运算 法 则 认为 
对 虚 量 也 适用 . 这 个 思想 是 非常 伟大 的 , 它 体现 了 符号 代数 的 精 
髓 .他 还 第 一 个 明确 提出 代数 学 基本 定理 , 即 n 次 方程 精确 及 
个 实 根 或 复 根 .实际 上 ,只 要 肯定 代数 的 普遍 性 , 虚 量 及 实 量 就 
应 该 平起平坐 ,没有 本 质 的 区 别 . 许 多 大 数学 家 也 正 是 在 这 个 原 
则 的 指导 下 考虑 问题 的 ,例如 拉 格 朗 日 就 把 级 数 当 成 代数 学 的 
对 象 ,形式 地 进行 处 理 .不 过 ,许多 数学 家 对 复 量 或 虚 量 的 认识 
仍然 不 同 ,例如 欧 拉 曾 得 出 

V -1vV -4=2， 
让 = 0.207 879 576 3 

等 错误 结论 .1747 年 达 兰 贝尔 明确 指出 复数 经 过 代数 运算 后 仍 
是 复数 ,但 在 计算 结果 时 却 遇 到 困难 . 以 代数 学 基本 定理 为 例 ， 
已 经 可 以 看 出 不 同 数学 家 的 不 同 认识 : 

(1) 完 全 否定 虚 量 ,即使 在 形式 上 . 

(2) 实 系数 的 代数 学 基本 定理 , 即 实 系数 代数 方程 可 以 分 解 
为 实 系数 线性 因子 及 二 次 因子 . 这 实际 上 完全 可 以 回避 虚数 ,但 
还 承认 代数 学 基本 定理 , 欧 拉 早 期 就 是 这 样 做 的 . 
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(3) 在 试图 证 明 上 述 狭 义 的 代数 学 基本 定理 时 ,也 承认 ac + 
bv -1 形式 的 根 , 18 世纪 中 期 , 欧 拉 (1746 一 1751)、 达 兰 贝尔 
(1752) . 拉 格 朗 日 (1772) 都 是 这 样 处 理 的 ,高 斯 的 前 三 个 证 明 也 
是 如 此 . 

《4) 提 出 并 证 明 复 系数 代数 方程 的 代数 学 基本 定理 ,这 是 高 
斯 在 1850 年 发 表 的 证 明 中 首先 给 出 的 . 

但 是 在 此 之 前 ,高 斯 已 在 1832 年 用 复数 一 词 表示 形 如 a+ 
b V -1(a,b 是 整数 ) 的 代数 整数 . 库 默 尔 也 用 复数 一 词 表示 更 
广 的 代数 整数 ,不 过 他 们 都 对 复数 进行 形式 的 加 \ 减 、 乘 、 除 ,从 
而 在 某 种 意义 上 赋予 它 合 法 的 地 位 . 1830 年 以 前 ,与 实 量 ( 实 
数 ) 对 应 的 是 虚 量 一 词 ,而 不 是 复数 或 复 量 . 


1.2 代数 分 析 


从 二 世纪 下 半 叶 起 ,在 代数 的 普遍 性 原理 得 到 普遍 承认 并 
过 渡 到 虚数 之 前 ,首先 从 有 穷 代数 运算 过 渡 到 无 穷 代数 运算 ,并 
产生 出 函数 的 观念 ,还 把 初等 函数 展 成 无 穷 级 数 . 1664 年 牛顿 


对 于 指数 为 分 数 的 情形 把 二 项 式 (1 + x)? 展 成 二 项 级 数 ,1665 
年 和 1668 年 莫 卡 托 独 立地 展开 log(1+ x), 牛 顿 在 1669 年 . 莱 布 
尼 茨 在 1673 年 独立 地 展开 sinx ,cosx ,arcsinx ,ex 等 ,其 后 1712 
年 泰勒 得 出 一 般 的 泰勒 级 数 .处 理 函数 的 展开 问题 ,成 为 代数 分 
析 的 内 容 . 根 据 形式 永恒 性 原则 ,从 实 变 元 过 渡 到 复 变 元 一 般 不 
成 问题 ,最 直接 的 过 渡 是 指数 函数 和 三 角 函 数 ,牛顿 的 学 生 科 兹 
首先 在 1714 年 得 出 著名 公式 
es+ir = e*(cosy + i siny), 

由 于 欧 拉 在 他 的 《无 穷 分 析 引 论 》(1748) 中 证 明了 这 个 公式 , 因 
此 , 它 常 被 称 为 欧 拉 公式 . 
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18 世纪 和 争论 最 多 的 实际 上 是 对 数 函 数 . 早 在 考虑 虚 变 元 之 
前 ,对 于 对 数 函 数 在 负数 变 元 的 取 值 问题 上 已 有 极 多 的 争论 , 例 
如 莱 布 尼 芯 把 = -2 代入 
2 3 


二 
log(1+x%) = 本 十 全 


这 个 级 数 是 发 散 的 ,和 不 是 实数 ,因此 他 认为 和 是 虚数 .更 有 其 
者 ,到 18 世纪 初 (1700 一 1716) , 莱 布 尼 蒋 与 约翰 ' 伯 努 利 关于 负 
对 数 及 虚 对 数 的 值 有 许多 争论 , 当 把 有 理 函 数 的 部 分 分 式 进行 
分 解 时 ,他 们 得 出 “ 虚 对 数 的 微分 ” 


dx 
xt+at+bi 


例如 1702 年 ,约翰 : 伯 努 利 在 一 封 信 中 ,把 圆 的 求 积 问题 化 成 虚 
对 数 


dz _1 dz + dz 
1+22 2 1+iz 2 1-iz’ 


令 
_.£-1l 
“t+1 
得 出 
dz _id 
l+z2 21 
从 而 推出 
logi = Ln 
og = Fm. 


约翰 : 伯 努 利 还 认为 log( -x) = logx, 从 而 log( - 1) =0. 而 莱 布 
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尼 茨 则 认为 负 对 数 是 虚数 . 他 们 的 争论 在 18 世纪 中 一 直 继 续 
着 ,而 欧 拉 则 第 一 个 认识 到 对 数 函数 是 多 值 函 数 ,从 而 把 问题 引 
向 正确 道路 . 


1.3 ” 定 积 分 


复 分 析 ,特别 是 柯 西 的 复 分 析 的 真正 来 源 是 定 积分 ,这 些 定 
积分 是 实 变 函数 的 实 积分 上 下限 的 积分 ,但 是 用 通常 方法 不 能 
求 出 来 .从 欧 拉 起 , 达 兰 贝尔 , 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 以 及 
后 来 的 波 瓦 松 等 都 遇 到 过 这 种 问题 ,他 们 都 曾经 运用 由 实 到 复 
的 过 渡 来 解决 问题 . 莱 布 尼 茨 及 约翰 . 伯 努 利 都 曾 应 用 “ 虚 变 换 ” 
来 解 积分 问题 , 但 系统 地 应 用 这 种 方法 的 是 欧 拉 . 欧 拉 在 
1776 一 1777 年 及 1781 年 曾 向 彼得 堡 科 学 院 宣读 过 9 篇 论文 ,这 
些 论文 于 他 去 世 后 在 1788 一 1805 年 发 表 . 他 的 方法 是 把 积分 

| Z(z)dz= Az 
(4z 表示 z 的 函数 ) 中 的 实 变 元 换 成 复 变 元 ,z = x+yv -1, 则 
Z=M+NV -1, 于 是 积分 化 为 
(dx+dyv -1 )(M+NV -1) 
= (Mdx — Ndy) + (Ndx + Mdy)V -1, 
于 是 积分 化 为 
P= | (Mdx - Ndy), 


0 = | (Ndx + Mdy). 


为 了 可 积 , M,N 满足 
aiM 9N 
9y 本 
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aN _9oM 
dy ax 
此 即 柯 西 一 黎 曼 方程 . 达 兰 贝尔 在 1752 年 也 得 出 过 这 个 公式 ， 
而 且 用 复 函 数 的 实 部 和 虚 部 来 解释 .但 是 欧 拉 的 确 用 这 种 方法 
求 出 一 系列 积分 ,如 


[qs | dz | dz 
1+22 1+z3” 


这 些 不 算 难 ,他 还 求 出 


| ide, 
(a + peid 
他 还 用 极 坐 标的 变换 求 出 一 些 定 积分 的 值 ,如 


| 党 mw- 
[snpo -到 


它们 后 来 被 称 为 费 涅 尔 (Augustin Jean Fresnel,1788 一 1827) 积 分 . 
更 一 般 地 , 欧 拉 得 出 


| qx = 了， 


0 TX 


” 1 Acosnv 
Xe Pecosqxdx = 


0 ff" ” 


pr As 
| x" le Prsingxdx = 


0 f" ’ 
其 中 A=(n-1)!,f= p+ ,anv = 
拉 普 拉 斯 在 1782 一 1812 年 也 通过 虚 变 换 来 计算 积分 ,正如 
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他 自己 所 说 ,这 只 是 一 种 启发 式 的 方法 .实际 上 ,他 没有 把 *+y 
V =- 1 看 成 一 个 实体 ,也 就 是 通过 虚实 分 离 形式 进行 运算 . 
真正 同 复 分 析 迈 出 的 重大 一 步 是 考虑 积分 路 径 通过 复 平 面 
以 及 积分 限 为 虚数 .这 种 见识 首先 见于 高 斯 在 1811 年 给 贝 塞 尔 
的 信 中 , 信 中 涉及 积分 
|s 


高 斯 指出 ,积分 限 可 取 复 数 ,这 样 积 分 路 径 可 有 许多 条 ,于 是 他 
立即 接触 到 问题 的 本 质 : 通 过 不 同 积分 路 径 的 积分 值 是 否 相 同 ? 
他 指出 :“ 通 过 不 同 路 径 ,积分 | (x)dx 只 有 一 个 值 ,只 要 在 两 
条 路 径 围 绕 的 空间 内 ,B(x) 单 值 且 不 变 为 无 穷 . "他 说 这 是 一 个 
漂亮 的 定理 ,证 明 并 不 难 ,不 过 他 始终 没有 证 明 这 个 柯 西 积分 定 
理 .他 还 知道 ,如 果 B(x) 变 为 无 穷 , 则 积分 为 多 值 .这 的 确 反 映 


了 这 位 大 数学 家 深刻 的 先 见 . 
1815 年 , 柯 西 及 波 瓦 松 都 考虑 过 积分 
站 


波 瓦 松 第 一 个 考虑 作 变 元 代 换 x = e ,并 真正 在 复 平 面 路 径 上 
积分 .而 且 他 举例 表明 , 沿 着 虚 路 径 与 实 路 径 所 得 到 的 积分 值 不 
同 .他 考虑 积分 


” cosax 
4= | 12 2dx， 
-oo 六 十 区 


其 中 ,ab>0. 今 Y=1+ 过 >0, 当 大 > 时 ， 


_xr(e- 多 一 e%) 
一 » 


4 2 


当天 < 时 ， 
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A=xe-“, 


而 当 =0 时 ， 

4= re- 史 . 
从 而 沿 虚 路 径 和 实 路 径 的 积分 结果 不 同 .不 过 ,他 并 没有 作 进 一 
步 深入 的 研究 . 


1.4 几何 表示 及 保 角 映射 


建立 复 分 析 的 重要 一 步 是 复数 的 几何 表示 . 它 一 方面 把 复 
数 整 个 作为 一 个 实体 来 考虑 , 而 且 同 平面 上 点 的 对 应 也 显示 其 
实在 性 ; 另 一 方面 对 复数 的 代数 运算 给 出 几何 解释 ,特别 对 于 一 
些 复 杂 的 运算 ,如 开 方 ,很 容易 得 到 直观 的 ,形象 的 结果 .由 于 复 
平面 的 出 现 ,可 以 把 复数 放 在 整体 中 进行 考虑 ,对 于 积分 等 运算 
才能 有 明确 的 认识 .在 历史 上 ,许多 数学 家 ,如 科 兹 、 棣 莫 弗 、 欧 
拉 , 范 德 孟 等 人 都 使 用 过 几何 表示 ,但 没有 完全 表示 其 运算 .一 
般 认 为 ,丹麦 测量 员 威 塞 尔 (Caspar Wessel, 1745 一 1818) 在 1797 
年 最 早 提 出 几何 表示 ,瑞士 数学 家 阿尔 内 (Jean Robert Argand， 
1768 一 1822) 在 1806 年 更 明确 地 提出 虚数 的 几何 表示 .不 过 ,他 
们 的 工作 在 当时 影响 并 不 大 .阿尔 冈 的 文章 在 1813 一 1814 年 还 
引起 争论 .复数 表示 的 思想 主要 还 是 靠 高 斯 的 一 系列 文章 进行 
传播 的 .他 在 1831 年 的 一 篇 论文 中 首次 明确 地 把 a + 5i 表示 为 
复 平面 上 的 一 点 ,而 不 像 威 塞 尔 和 阿尔 站 那样 表示 为 有 向 线段 . 

有 了 复数 的 观念 及 其 几何 表示 ,下 一 步 是 建立 复 函 数 的 几 
何 表示 , 即 把 它 看 成 两 复 平 面 之 间 的 对 应 ,而 且 解析 函数 是 两 平 
面 之 间 的 保 角 对 应 . 早 在 16 世纪 ,地 图 绘制 者 就 已 提出 这 种 要 
求 ,但 没有 同 复数 联系 在 一 起 . 1777 年 欧 拉 在 《 论 球面 的 几何 投 
影 > 一 文中 , 曾 写 下 了 形 如 


286 近代 数学 史 


+ 全 二 (z 是 复数 ) 


的 保 角 映射 ,不 过 他 只 是 形式 地 看 问题 . 高 斯 在 1825 年 已 经 意 
识 到 解析 函数 及 保 角 映射 的 关系 , 即 保 角 映 射 都 是 由 解析 肾 数 
生成 的 ,但 对 此 进行 深入 研究 则 是 黎 曼 以 后 的 事 . 

尽管 形式 地 表示 与 运用 虚 量 或 复 量 已 经 大 规模 地 进行 , 正 
如 高 斯 在 1825 年 所 说 的 ,“w - 1 的 真正 的 形而上学 "还 在 未 定 
之 天 ,他 力求 像 欧 几 里 得 那样 ,由 定义 及 公理 ,从 通常 的 算术 导 
出 复 量 的 性 质 .1831 年 ,他 真正 得 出 了 “真正 的 形而上学 ” , 即 完 
全 把 几何 直观 从 定义 中 驱赶 出 去 .他 把 a + bi(a,b 是 实数 ) 定 
义 为 数 偶 (a ,5b) ,然后 定义 

(a,b)= (c,d)esoa=c,b=d; 
(a,b)+(c,d)=(atc,b+d); 
(a,b) x (c,d)= (ac- bd,od+ be). 

这 样 一 来 ,在 其 中 没有 -1 的 地 位 了 .他 照例 没有 发 表 这 个 结 
果 ,1837 年 哈密 尔 顿 发 表 了 同样 的 结果 , 这 也 是 现代 复数 的 定 
义 . 


2 柯 西 的 复 分 析 


柯 西 对 复 分 析 的 研究 从 1814 年 起 经 历 40 多 年 ,先后 发 表 
200 多 篇 论文 ,大 约 占 他 工作 总 量 的 四 分 之 一 .概括 来 讲 , 柯 西 
的 重大 贡献 主要 有 :提出 柯 西 一 黎 曼 方程 ,首次 证 明 柯 西 积分 定 
理 , 证 明 柯 西 积分 公式 ,首创 留 数 演算 ,证 明 留 数 公 式 并 应 用 于 
定 积分 的 计算 . 柯 西 把 泰勒 级 数 应 用 于 复 变数 情形 ,并 得 出 收敛 
性 的 判 据 以 及 优 函 数 法 .他 还 最 早 提 出 正则 或 全 纯 函 数 的 概念 . 
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不 过 , 柯 西 的 研究 缺乏 系统 性 ,观点 也 经 常 改变 ,没有 清晰 的 、 全 
面 的 观点 ,对 自己 的 一 些 工作 也 没有 深入 发 据 , 使 得 他 与 许多 重 
要 结果 失之交臂. 他 的 部 分 工作 有 些 不 必要 的 复杂 ,许多 概念 仍 
然 混乱 ,他 对 极点 及 支点 分 不 清 , 对 多 值 函 数 始终 处 理 不 好 ,而 
这 恰巧 由 黎 曼 很 好 地 完成 了 . 

柯 西 最 早 的 工作 是 1814 年 呈送 
科学 院 的 关于 定 积 分 的 论文 ,这 篇 
论文 于 1825 年 送 去 发 表 ,1827 年 出 
版 .他 研究 的 出 发 点 是 定 积分 ,他 的 
目的 是 要 使 从 欧 拉 到 拉 羡 拉 斯 的 从 
实 到 复 的 过 渡 严 密 化 ,实际 上 这 篇 
论文 是 前 人 工作 的 继续 ,而 且 一 开 图 6 
始 没有 涉及 复 函 数 . 他 考虑 的 是 在 
矩形 (如 图 6) 区 域内 部 及 边界 上 定义 的 连续 函数 f(x,y) 何 时 
二 重 积分 可 以 换 序 , 即 


| jsparar= | | eandr 


他 引进 两 个 函数 V(x,y) 及 S(x,y) 使 得 


(1) 


如 果 用 上 述 等 式 中 任何 一 个 表示 f(x%,y), 则 换 序 不 成 问题 .他 
认为 这 组 方程 实际 上 包含 了 从 实 到 虚 的 过 渡 的 全 部 理论 ,如 果 
把 欧 拉 等 人 使 用 的 复 函 数 解释 为 满足 上 面 方程 的 一 对 实 函数 ， 
就 可 以 不 必 使 用 复方 法 . 当时 科学 院 院士 勒 让 德 对 他 的 论文 报 
告 加 以 批评 , 柯 西 于 是 在 发 表 时 加 上 上 脚注 ,使 用 复 函 数 ,也 就 是 
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上 述 等 式 对 
| maoaz 
也 成 立 , 其 中 z 为 "一 部 分 实 ,一 部 分 虚 " , 即 
zz= MT+iN， 
其 中 M 及 N 是 x,y 的 实 图 数 ， 
f(z)=P' +iP. 
这 样 方程 组 (1) 成 为 
9$ _9U 
ay = 5x， 
” (2) 
a7 ay 
9y 一 x 
其 中 
S=PM -pe, 
,9M oN 
U= P ay 一 P Oz » 
V=PA+ PY, 
T= PN+ PM 
不 过 顺手 可 得 的 真正 的 柯 西 一 黎 曼 方程 
3aP，3P 
dx 97y ? (3) 
aP apP 
9y Tox? 
他 却 没有 写 出 来 . 


对 方程 组 (2) 积 分 ,可 得 
| (8 -S')dx = | (Ur U')dy, 
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| or -ras= | or vay. 


由 此 可 推出 矩形 边界 的 柯 西 积分 定理 ,这 公式 可 用 来 计算 定 积 
分 ,他 在 文中 用 这 种 方法 得 出 


| e- = cos(2xy )dx = re- 7 ， 
0 


| ee “sin(2xy)dx =e-7 | Ler dy 
这 两 个 积分 , 拉 普 拉 斯 已 经 算出 ,更 重要 的 是 柯 西 能 计算 出 瑕 积 
分 ,而 这 是 当时 许多 数学 家 注意 的 焦点 . 
在 1821 年 的 《分 析 教 程 ) 第 一 卷 中 , 柯 西 花 了 许多 篇 幅 论 述 
“ 虚 表 示 式 "以 及 它 的 运算 和 性 质 ,这 些 大 都 是 对 实数 情形 的 平 
行 推广 ,例如 无 穷 小 量 及 函数 的 连续 性 ,其 中 重要 的 是 他 考虑 复 


级 数 的 收敛 性 ,特别 是 证 明 震 级 数 习 on" 在 圆 1z1 < 才 内 收 生 ， 
其 中 
A = lim sup| an ln. 

在 《分 析 教 程 ) 第 10 章 中 ,他 证 明了 代数 学 基本 定理 ,这 个 证 明 
他 在 1817 年 已 经 得 到 ,而 且 他 第 一 次 提 到 代数 方程 的 系数 是 实 
数 或 虚数 ,总 存在 实 根 或 虚 根 .不 过 ,他 在 《分 析 教 程 ) 中 没有 把 
虚 表示 式 作为 一 个 整体 来 考虑 ,也 没有 考虑 复 微分 和 复 积分 ,他 
只 是 建立 了 复 代数 分 析 . 在 1823 年 的 《总 结 》 中 ,他 定义 了 柯 西 
积分 的 概念 ,不 过 没有 涉及 复 积分 ,直到 这 时 ,他 只 考虑 积分 限 
为 实数 (也 可 以 是 m ) ,而 不 考虑 在 复 平面 内 的 积分 路 径 .第 一 次 
打破 这 个 限制 的 是 他 在 1825 年 写 的 长 篇 论文 (积分 限 为 虚数 的 
定 积分 》, 这 可 以 说 是 复 分 析 的 具有 开创 性 的 大 作 , 不 过 他 自己 
却 认识 不 到 其 重要 性 ,生前 没有 发 表 , 直到 1874 一 1875 年 才 被 
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公 之 于 世 .他 首先 把 定 积分 的 上 、 下 限 推广 到 复数 ,然后 把 积分 
路 径 也 推广 到 平面 上 的 曲线 x = pg(1),y =f(i) ,他 依照 实数 情 
形 定义 复 积 分 为 和 的 极限 .他 证 明 , 如 果 复 变 函 数 f(x + iy) 当 
x0o 志 xX 过半 ,yo 志 Y 忆 了 时 有 界 且 连续 , 则 积分 


J A +iy)d(x +iy) 


的 值 不 依赖 于 积分 路 径 ， 这 就 是 柯 西 积分 定理 . 他 是 用 变 分 方法 
证 明 的 ,不 过 ,他 没有 考虑 闭 曲 线 .可 以 说 ,他 在 很 长 时 间 内 对 于 
复 平 面 上 的 复 路 径 仍 不 甚 了 然 , 他 经 常 使 用 的 积分 路 径 是 矩形 
及 圆周 .奇怪 的 是 ,他 却 考虑 积分 路 径 上 出 现 奇 点 的 情形 ,而 且 
能 运用 他 对 瑕 积分 的 技术 对 付 它 . 他 通过 这 种 特殊 的 方法 得 到 
“ 留 数 " 这 个 了 不 起 的 观念 . 

从 柯 西 论文 的 出 版 顺序 来 看 ,出 现 留 数 的 论文 是 他 在 1826 
年 发 表 的 复 分 析 论文 的 第 一 篇 ,而 去 世 前 在 1857 年 发 表 的 《 留 
数 新 理论 》 是 最 后 一 篇 . 留 数 演算 (caleul des residus) 一 直 贯 穿 他 
的 复 分 析 研究 的 始终 ,而 且 是 他 最 重大 的 贡献 .他 自己 对 留 数 演 
算 也 估计 很 高 , 1826 年 第 一 篇 论文 的 题目 就 是 4 类似 于 无 穷 小 
演算 的 新 演算 》. 留 数 演算 有 着 多 方面 的 应 用 ,“ 从 留 数 演算 可 以 
立即 得 出 拉 格 朗 日 插值 公式 、 等 根 或 不 等 根 情形 下 有 理 函 数 的 
(部 分 分 式 ) 分 解 , 适 于 定 出 定 积分 的 值 的 一 般 公式 .大 量 级 数 特 
别 是 周期 级 数 的 求 和 、 齐 次 或 非 齐 次 常 系数 微分 方程 和 差分 方 
程 的 积分 . 拉 格 朗 日 级 数 以 及 其 他 类 似 的 级 数 , 求 解 代数 方程 和 
超越 方程 等 ”. 

他 给 定 求 函数 f(z) 的 留 数 方 法 . 设 zi 为 使 了 为 无 穷 的 点 ， 
即 


7 =0 (4) 
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的 根 , 则 函数 fz) 在 zi 点 的 留 数 为 g(z1), 其 中 

8g(z)=(z— 2z1)f(z) 
或 limef(z + €). 
并 用 e((f(z))) 表 示 全 留 数 , 即 f(z) 在 (4) 的 不 同根 上 的 留 数 之 
和 ,同时 他 还 给 出 m 阶 极点 处 的 留 数 .然后 ,他 给 出 其 一 系列 应 
用 ,其 中 特别 是 证 明 留 数 定理 


| fa) =2rie( (f(a))), 


这 成 为 以 后 定 积 分 计算 的 基础 .由 于 他 故意 回避 复 积分 路 径 以 
及 需 级 数 展开 ,他 往往 要 在 证 明 许多 特殊 的 结果 之 后 ,才能 得 出 
一 般 的 定理 . 例如 , 圆 的 柯 西 积分 公式 在 1831 年 就 有 了 ,但 到 
1840 年 才 证 明 一 般 积 分 定理 ,并 由 积分 定理 推出 积分 公式 
fs)- A), = 0. 
3 一 5 


他 还 由 此 得 出 寡 级 数 展开 及 余 项 的 积分 表达 式 , 这 成 为 优 函 数 
法 的 基础 .利用 留 数 演算 ,他 把 刘 维 尔 在 1844 年 证 明 的 有 界 双 
周期 函数 为 常数 的 定理 推广 到 一 般 情 形 . 1855 年 ,他 证 明 


工 | 和 
5 dz Pp, 


其 中 Z 是 在 区 域 $ 内 只 有 孤立 极点 的 函数 , N,P 为 Z(z) 在 S 
内 的 零点 及 极点 的 数目 ,98 表示 $ 的 边界 ,由 此 他 再 次 证 明代 
数学 基本 定理 和 刘 维 尔 定理 ， 

作为 一 个 追求 严密 基础 的 数学 家 , 柯 西 直到 1847 年 才 艰 难 
地 走 上 正轨 .在 各 方面 的 影响 下 ,他 给 复数 一 个 与 代数 等 价 的 定 
义 .在 1847 年 发 表 的 《分 析 及 数学 物理 学 练习 ?中 ,他 把 x + iy 
看 成 一 个 实体 , 称 之 为 “几何 量 " ,用 它 来 代替 以 前 一 直 使 用 的 虚 
表示 式 ,而 以 前 的 虚 变量 无 非 就 是 几何 变量 ,然后 他 "仿照 代数 
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量 函 数 的 方法 来 定义 几何 量 的 函数 ”, 至 此 他 才 摆 脱 掉 实 变量 实 
函数 的 阴影 .然后 他 定义 连续 性 及 导数 . 1851 年 他 引进 函数 的 
单 生 性 (monogene) ， 即 满足 柯 西 一 黎 曼 方程 ， 然后 他 定义 单 值 性 
(monodrome) ,最 后 得 到 平面 一 部 分 $ 上 的 全 纯 (synectique) 函 
数 ,后 来 又 使 用 全 纯 (holomorphie) 函数 的 概念 ， 即 有 限 、 单 生 、 单 
值 连续 函数 ,至 此 他 才 认 识 到 在 推导 柯 西 定理 及 展开 成 寡 级 数 
时 ,可 导 性 的 必要 .有 了 新 的 概念 基础 ,他 对 多 值 函 数 以 及 代数 
函数 的 积分 也 进行 了 一 些 研 究 ,不 过 ,他 的 研究 很 快 就 被 黎 曼 的 
结果 大 大 超过 了 . 

柯 西 长 达 40 多 年 的 工作 开创 了 复 分 析 这 一 筋 新 的 领域 ,为 
分 析 提 供 了 先进 工具 .他 虽然 也 受到 他 人 的 影响 ,但 主要 是 在 较 
为 孤立 的 情况 下 进行 研究 的 .在 他 的 晚年 ,法 国 数学 已 不 再 像 
1840 年 以 前 那样 处 于 领先 的 地 位 . 当时 ,法 国 数学 的 领袖 人 物 
刘 维 尔 及 埃 尔 米 特 主 要 研究 椭圆 函数 及 其 推广 ,他 们 更 多 地 受 
德国 数学 家 的 影响 . 柯 西 的 一 般 的 、 严 密 的 观点 实际 上 影响 不 太 
大 .1850 一 1951 年 刘 维 尔 在 法 兰 西学 院 讲授 双 周 期 函数 ,这 直接 
导致 布 瑞 奥 与 布 盖 1856 年 的 “函数 论 研究 ”, 并 没有 改动 地 在 
1859 年 以 ( 双 周 期 函数 论 ? 出 版 ,这 本 书 的 前 半 部 分 首次 对 柯 西 
的 复 函 数论 进行 了 系统 的 论述 ,尽管 很 不 完全 ,也 不 严谨 ,但 还 
是 对 “法 国学 派 " 的 工作 的 传播 起 到 了 极为 重要 的 作用 (《 双 周期 
函数 论 》1862 年 被 译 成 德 文 ,1875 年 重印 ,长 期 以 来 成 为 标准 著 
作 ). 

真正 沿 着 柯 西 的 道路 研究 复 分 析 的 ,实际 上 只 有 两 位 法 国 
人 .一 位 是 罗 朗 (Pierre-Alphonse Laurent,1813 一 18$9) , 他 在 1843 
年 发 表 了 罗 朗 展开 式 , 即 一 个 函数 在 一 个 孤立 奇 点 a 周围 ,在 
圆 环 Ri < 1zl < R2, 对 R1< po1<1z1< p< R2, 则 有 
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/2) = | A | |] 
按照 柯 西 的 办 法 把 被 积 函 数 展 成 级 数 ,然后 逐 项 积分 , 则 f(z) 
可 用 升 寡 或 降 宕 展开 式 来 代替 泰勒 展开 式 , 即 
f(z) = Sa(z- a)". 
该 论文 全 文 在 1863 年 发 表 . 

另 一 位 是 普 伊 索 (Victor Alexandre Puiseux, 1820 一 1883 ) , 他 
继承 柯 西 在 1846 年 关于 多 值 函 数 的 工作 , 1850 年 发 表 重要 论 
文 ,其 中 他 研究 由 多 项 式 

fA u,z)=0 
定义 的 复 代数 函数 ,他 首次 搞 清 楚 极 点 与 支点 的 区 别 , 并 引进 本 
性 奇 点 的 概念 .他 证 明 :v 沿 着 不 同 路 径 到 达 某 一 点 的 值 ,只 要 
路 径 所 包围 的 区 域 不 含 极点 及 支点 , 则 其 值 相等 ,与 路 径 无 关 . 
他 还 提出 ,在 支点 a 的 附近 ,函数 w 的 寡 级 数 展开 中 必定 含有 
(z- ao) 的 分 数 次 桔 , 这 种 展开 后 来 被 称 为 普 伊 索 展 开 . 柯 西 在 
科学 院 报告 了 普 伊 索 的 工作 ,并 且 继 续 他 的 研究 . 

柯 西 及 其 同事 的 工作 的 确 受到 黎 夯 及 外 尔 斯 特 拉 斯 的 重 
视 . 歼 曼 及 外 尔 斯 特 拉 斯 的 研究 很 快 在 深度 及 系统 性 方面 远 远 
超过 法 国学 派 . 特别 是 外 尔 斯 特 拉 斯 的 严密 结果 从 19 世纪 60 
年 代 起 成 为 复 变 函数 论 的 典范 ,他 本 人 也 成 为 无 可 争议 的 绝对 
权威 . 直到 1900 年 ,由 于 法 国 数学 家 古 尔 萨 ( Edouard Goursat， 
1858 一 1936) 证 明 f(z) 的 连续 与 导数 存在 已 能 够 刻画 解析 性 ,从 
而 不 一 定 要 从 短 级 数 出 发 研究 函数 论 , 这 时 三 股 潮流 才 汇 合 在 
一 起 ,成 为 当代 的 复 分 析 及 复 函 数论 . 
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3 黎 曼 的 几何 函数 论 


黎 曼 对 复 分 析 的 贡献 实际 上 主要 包括 在 他 的 博士 论文 中 ， 
正如 阿尔 福 斯 (Lars Valerian Ahlfors, 1907 一 1996) 在 100 年 后 所 
说 的 : “ 极 少 数学 论文 对 未 来 数学 发 展 的 影响 能 与 黎 曼 的 博士 论 
文 所 带 来 的 冲击 相 比 .”“ 其 中 包括 大 部 分 现代 解析 沙 数 的 萌芽 ， 
它 开 创 了 拓扑 学 的 系统 研究 ,使 代数 几何 学 革命 化 ,也 给 黎 曼 自 
己 的 微分 几何 研究 方向 铺 平 道路 .” 

黎 曼 的 动机 用 他 自己 的 话说 , 即 :“ 我 现在 特别 从 事 的 工作 
是 : 

(1) 把 虚 量 引进 到 其 他 超越 郴 数 当 中 ,正如 已 被 引进 代数 项 
数 、 指 数 函 数 与 三 角 函 数 、 椭 圆滑 数 及 阿 贝 尔 贤 数 中 并 产生 如 此 
重要 的 结果 .我 在 我 的 博士 论文 中 已 经 开始 这 最 重要 的 ,一般 的 
基础 工作 . 

(2) 与 此 相 联 系 的 是 积分 偏 微分 方程 的 新 方法 ,我 已 应 用 它 
研究 许多 物理 问题 . 

(3) 我 的 主要 任务 是 对 已 知 自然 定律 给 出 一 个 新 解释 一 一 
它 的 表示 需要 其 他 基本 概念 的 帮助 一 一 通过 它 利 用 热 . 光 、 磁 、 
电 之 间 相 互 作用 的 实验 数据 就 可 能 研究 它们 之 间 的 相互 关系 ， 
引导 我 走 到 这 条 路 上 的 主要 是 通过 对 牛顿 、 欧 拉 还 有 赫 尔 巴 特 
(Johann Friedrich Herbart,1776 一 1841) 著 作 的 钻研 .” 

许多 数学 家 ,从 克 莱 因 到 阿尔 福 斯 ,对 黎 曼 的 工作 作 了 各 方 
面 的 评价 ,尽管 可 能 同 真正 的 历史 有 出 人 ,这 里 还 是 引用 了 一 
些 , 仅 供 参考 . 克 莱 因 说 , 黎 曼 “ 总 是 寻求 对 那些 作为 所 有 自然 现 
象 的 基本 规律 的 认识 以 一 种 统一 的 数学 进行 表述 ”, 例 如 黎 曼 的 
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复 函 数 思想 很 可 能 来 自 对 平面 电流 流动 的 研究 .这 种 说 法 有 一 
定 道理 ,因为 位 势 理 论 是 引力 热电 、 磁 诸 理论 都 要 用 到 的 ,而 
且 获 曼 的 数学 工具 狄 利克 雷 原理 也 来 自 位 势 理论 . 

从 方法 论 的 角度 来 看 , 黎 曼 自由 地 运用 几何 直观 及 物理 论 
证 ,之 所 以 说 他 开辟 了 复 分 析 的 几何 方向 ,不仅 由 于 他 的 观念 是 
几何 的 ,而且 其 结论 也 是 几何 的 . 黎 曼 曲面 商定 了 研究 多 值 函数 
的 几何 基础 ,直接 开辟 了 代数 函数 论 及 代数 几何 学 的 新 方向 ,而 
且 直 接 导向 后 来 拓扑 学 的 研究 . 另 一 方面 , 黎 曼 映射 定理 也 开辟 
了 几何 函数 论 的 新 方向 . 同 柯 西 和 外 尔 斯 特 拉 斯 相 比 ,这 两 个 方 
向 完全 是 他 独特 的 贡献 

现 对 黎 曼 的 研究 成 果 分 述 如 下 : 

(1) 通 过 对 复 变 函数 的 导数 的 定义 ,建立 复 变 函数 论 的 基 
础 .他 先 给 实 变 函 数 概念 下 定义 ,但 过 渡 到 复 变 元 z 的 复 值 函数 
w 时 ,他 发 现 导数 


dw gut iw 
dz dx+idy 


必须 不 依赖 于 微分 dz = dx + idy. 这样, 黎 曼 给 单 值 解析 函数 下 
了 一 个 严格 的 定义 ,他 定义 w = f(z) = w+iy 在 一 点 及 其 邻 域 
内 解析 ,如 果 u,v 连续 可 微 并 满足 

eu Da 3 味 


a 3， WY Ax: 
这 就 是 后 来 所 说 的 柯 西 一 黎 曼 方 程 .这 个 方程 以 前 也 出 现 过 ,但 
黎 曼 是 第 一 个 要 求 函 数 w 的 导数 尘 的 存在 性 是 指 他 的 极限 必 
须 对 于 z+ Az 趋向 于 z 的 每 条 路 各 都 相同 的 人 这 样 一 来 ,他 
简单 而 直接 地 建立 起 复 变 函 数论 基础 ,而 且 不 难 把 函数 w(z) 解 
释 为 :平面 到 w 平 面 的 保 形 映射 ,这 一 下 子 打开 了 通 往 几 何 函 
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数论 的 大 门 ， 

(2) 对 多 值 范 数 定义 黎 曼 曲面 ,这 是 他 最 重要 的 创造 之 一 . 
歼 曼 曲面 形象 地 反映 出 多 值 映 射 的 概念 . 对 于 复 平 面 的 区 域 ,他 
定义 分 歧 覆 盖 曲 面 ,使 得 对 于 多 值 昌 数 f(z,w) = 0,z 的 每 一 个 
值 ,如 果 有 个 w 值 同 它 对 应 的 话 ,就 引进 z 平面 上 nn 叶 和 覆盖 
曲面 ,每 一 叶 对 应 w 值 的 一 个 分 支 ,而 且 在 每 一 叶 上 都 引进 一 
个 点 对 应 z= om .但 是 这 时 覆盖 曲面 并 非 彼 此 无 关 地 重 赤 在 x 
平面 之 上 ,而 是 在 w 取 值 相同 的 点 z( 被 称 为 支点 ) 处 相 重 合成 
一 点 ,这 样 就 得 到 多 值 沙 数 f(z,w) =0 的 黎 坚 曲面 . 它 的 本 质 
在 于 ,如 果 z 在 函数 (z,w) =0 的 歼 曼 曲面 ( 即 在 某 些 点 相 重合 
的 ” 叶 覆 盖 曲 面 的 集合 ) 上 变动 时 , w 成 为 z 的 单 值 函数 .说 到 
底 , 黎 曼 曲 面 即 多 值 函数 的 单 值 化 曲面 .为 了 更 好 地 描述 函数 值 
的 变动 情况 , 黎 曼 引进 分 支 截 线 的 概念 . 分支 截 线 是 连接 两 个 支 
点 的 连 线 . 当 z 穿 过 某 一 个 分 支 截 线 时 , mw 值 就 从 一 个 分 支 变 到 
另 一 个 分 支 ,这 样 黎 曼 曲面 的 各 叶 便 通过 分 支 截 线 相 互 连 接 在 
一 起 .有 了 黎 曼 曲面 , 单 值 消 数 的 某 些 定理 就 可 以 推广 到 多 值 孙 
数 上 . 黎 曼 就 这 样 推广 了 柯 西 积分 定理 ,不 过 他 假定 铺 数 的 解析 
区 域 在 黎 曼 曲面 上 是 单 连 通 的 . 

(3) 黎 曼 曲 面 的 拓扑 . 

黎 曼 的 覆盖 (einkleidung) 把 拓扑 的 覆盖 面 与 变 元 抽象 空间 
的 概念 巧妙 地 结合 在 一 起 ,后 者 通过 单 值 化 参数 来 定义 结构 ,这 
直接 预示 后 来 的 拓扑 空间 .覆盖 空间 .具有 结构 的 空间 之 类 的 现 
代数 学 的 基本 概念 ,而 且 黎 曼 还 第 一 个 研究 曲面 的 拓扑 .他 引进 
横 剖 线 的 方法 来 研究 曲面 的 连通 性 质 .虽然 由 代数 函数 即 不 可 
约 多 项 式 f(w,z) =0 定 义 的 黎 螺 曲 面 是 闭 曲 面 , 但 黎 曼 主要 研 
究 具 有 边界 的 曲面 .对 于 这 个 曲面 , 横 剖 线 是 两 端点 落 在 边界 上 
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的 不 自 交 曲线 (对 于 闭 曲面 情形 , 它 就 退化 为 一 条 简单 闭 曲 线 ) . 
对 于 平面 或 球面 ,任意 闭 曲 线 可 以 把 它 分 成 两 部 分 ,我 们 称 之 为 
单 连 通 曲面 .对 于 非 单 连通 曲面 ,我 们 需要 用 一 些 横 剖 线 把 它 分 
开 , 它 才能 成 为 单 连通 曲面 . 黎 曼 通过 定义 连通 数 来 刻画 连通 
性 ,他 称 之 为 基数 (grundzahl) . 如果 一 个 曲面 能 用 适当 的 N- 1 
条 模 剖 线 把 它 变 成 一 个 单 连 通 曲 面 , 则 称 之 为 N 连通 的 或 连通 
数 为 N. 黎 曼 建 立 了 黎 曼 曲面 的 支点 数目 与 连通 数 之 间 的 关系 : 
设 黎 曼 曲面 的 支点 为 r1,…, 7,, 在 ri 处 有 wi 叶 相 重合 ,整个 曲 
面 有 9 叶 , 则 连通 数 
N= 2 -2g+3. 

(4) 黎 曼 曲 面 上 的 几何 函数 论 . 

黎 曼 研究 的 基本 问题 是 黎 曼 曲面 上 的 函数 的 存在 性 及 惟一 
性 问题 .他 比 以 前 数学 家 先进 之 处 在 于 ,函数 的 存在 不 必 通 过 构 
造 出 解析 表达 式 来 证 明 ,函数 可 以 通过 其 奇 点 来 定义 .这 些 观点 
对 后 世 数 学 有 着 决定 性 的 影响 . 关于 黎 曼 曲面 上 的 函数 论 ,他 首 
先 对 单 连通 区 域 “ 证 明 " 两 个 基本 定理 : 

@ 如 果 一 个 函数 u(x,y) 在 区 域 2 内 是 调和 函数 , 即 满足 
拉 普 拉 斯 方程 

Ou Ou 

= + 2 =0， 
则 w 具有 所 有 阶 导数 且 是 一 个 解析 函数 扩 z) 的 实 部 ,而 且 f(z) 
除 差 一 个 纯 虚 数 常数 项 外 是 惟一 的 . 

@@ 黎 曼 映 射 定理 . 黎 曼 在 1851 年 的 论文 的 末尾 ,宣布 所 谓 
黎 曼 映射 定理 :两 个 给 定 的 单 连通 区 域 ( 包 括 黎 曼 曲面 上 的 单 连 
通 区 域 ) ,可 以 一 对 一 地 保 角 地 相互 映射 ,一 个 区 域 的 一 个 内 点 
和 一 个 边界 点 可 以 映射 到 另 一 个 区 域 任意 选取 的 一 个 内 点 和 一 


LU 
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个 边界 点 上 . 

黎 曼 给 出 其 证 明 在 于 有 效 地 表述 及 运用 狄 利克 雷 原理 ,这 
个 原理 是 他 从 狄 利克 雷 的 课程 中 学 来 的 .在 此 之 前 ,高 斯 、 格 林 
及 汤姆 适 也 用 过 ,其 中 断言 ， 六 


| |[( 这 oe) ]axay 


有 极 小 值 , 则 存在 一 个 函数 ea 但 外 尔 斯 
特 拉 斯 在 1869 一 1870 年 正式 对 此 原理 产生 过 怀疑 .对 此 , 克 莱 
因 有 如 下 的 评论 :“ 黎 曼 有 着 完全 不 同 的 意见 ,他 完全 认识 到 外 
尔 斯 特 拉 斯 批评 的 正确 性 及 合理 性 ,但 是 他 说 过 ,正如 有 一 次 曾 
告诉 外 尔 斯 特 拉 斯 的 那样 ,他 用 狄 利克 雷 原理 只 是 因为 它 是 手 
头 好 使 的 方便 的 工具 . ”他 还 说 ,他 的 这 一 “定理 仍 是 正确 的 ”， 
外 尔 斯 特 拉 斯 似乎 也 同意 这 种 意见 . 黎 曼 去 世 以 后 ,外 尔 斯 特 拉 
斯 在 1869 年 正式 对 此 原理 提出 批评 ,因而 使 黎 曼 的 证 明 归 于 无 
效 .在 外 尔 斯 特 拉 斯 的 影响 下 , 施 瓦 茨 . 诺 意 螺 以 及 庞 加 莱 先 后 
提出 过 不 用 狄 利克 雷 原理 的 其 他 方法 . 1900 年 , 希 尔 伯 特 在 一 
定 条 件 下 证 明 狄 利克 雷 原理 ,从 而 挽救 了 黎 曼 的 结果 .历史 的 确 
证 明了 黎 曼 伟大 的 数学 直观 天 才 是 多 么 惊人 . 

歼 曼 的 论文 发 表 之 后 ,几何 函数 论 得 到 很 大 发 展 ,并 有 许多 
应 用 .从 1867 年 到 1871 年 , 克 里 斯 托 菲 尔 和 施 瓦 茨 独立 得 出 把 
z 平面 的 上 半 平 面 映 到 多 边 形 内 部 的 保 角 映射 的 具体 函数 ,从 
而 引发 各 种 发 展 及 应 用 . 
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4 外 尔 斯 特 拉 斯 和 他 的 解析 函数 论 


4.1 外 尔 斯 特 拉 斯 


外 尔 斯 特 拉 斯 ,1815 年 10 月 31 日 出 生 在 德国 威 斯 特 发 里 
亚 州 奥 斯 顿 费 尔 特 , 家 庭 世 代 是 小 手工 业者 及 小 商贩 .他 的 父亲 
受过 一 些 教育 ,在 财税 机 关 做 小 职员 . 童年 时 他 经 常 随 父亲 的 工 
作 调 动 而 迁徙 ,小 学 也 总 在 换 , 直到 1829 年 才 到 帕 得 普 恩 上 天 
主教 中 学 .他 在 中 学 时 表现 不 错 , 得 过 许多 奖赏 .不 过 ,他 不 像 其 
他 数学 家 那样 有 音乐 才能 ,对 戏剧 ,绘画 和 雕塑 也 没有 兴趣 ,他 
对 艺术 的 兴趣 大 概 只 局 限于 抒情 诗 . 由 于 母亲 去 世 , 父 亲 再 亡 ， 
他 不 得 不 干 些 零 活 贴补 家 用 .他 曾经 做 过 书店 售货员 ,在 十 几 岁 
时 就 喜欢 看 当时 最 高 级 的 数学 杂志 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》, 而 
且 常 给 他 的 弟弟 讲 数学 . 

1834 年 中 学 毕业 之 后 ,外 尔 斯 特 拉 斯 按照 他 父亲 的 愿望 ， 
进入 波恩 大 学 学 习 财政 及 行政 管理 ,但 是 他 的 主要 兴趣 仍 在 数 
学 方面 .由 于 他 无 法 克服 兼顾 两 方面 的 矛盾 ,因此 他 逐步 不 去 听 
课 而 自修 数学 .他 读 的 第 一 本 专著 是 拉 普 拉 斯 的 《天 体力 学 》, 而 
且 受 到 教授 的 亲自 指点 ,不 过 他 所 学 的 数学 都 是 老式 的 . 

正好 在 这 时 ,他 看 到 发 表 在 《克莱尔 杂志 》(1830) 上 的 阿 贝 
尔 给 勒 让 德 的 信 , 于 是 他 给 自己 提出 一 个 问题 ,这 个 问题 很 快 就 
得 到 了 解决 ,这 使 他 产生 信心 ,决心 献身 数学 ,这 时 他 已 经 读 过 
雅 可 比 的 《椭圆 函数 论 新 基础 》(1829) 和 古 德 曼 (Christof 
Gudermanmn,1798 一 1852) 的 讲稿 ,在 椭圆 函数 论 方面 ,他 已 经 到 达 
前 沿 阵地 . 
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外 尔 斯 特 拉 斯 在 学 了 8 个 学 期 后 决定 改行 ,这 使 他 的 父亲 
很 失望 .在 一 位 朋友 的 劝说 下 ,他 的 父亲 把 他 送 到 明 斯 特 神学 哲 
学 院 , 以 便 取得 教师 资格 .在 这 里 ,他 是 惟一 听 过 古 德 曼 的 椭圆 
函数 课 的 学 生 . 1841 年 ,他 通过 了 考试 ,到 明 斯 特 中 学 做 教师 ， 
试用 一 年 . 1842 一 1848 年 他 到 西 普鲁士 德意志 克朗 中 学 教书 ， 
1848 一 1855 年 到 东 普 鲁 士 布 劳 恩 斯 堡 的 天 主教 中 学 教书 .他 除 
了 教 数学 和 物理 之 外 ,还 要 教 德语 .植物 学 、 地 理学 历史、 体育 
其 至 书法 ,在 这 些 岁 月 里 ,他 没有 人 可 以 交谈 数学 ,没有 数学 图 
书馆 可 以 利用 ,与 数学 家 通信 的 邮费 也 是 很 大 的 负担 无穷 的 
厌倦 ,无 限 的 烦恼 ”, 实 在 让 人 难以 忍受 ,他 只 有 靠 挤 出 每 一 点 闲 
暇 时 间 拼 命 工作 , 才 得 以 度 过 他 那 充 满 不 幸 的 青春 时 光 . 

早 在 1840 一 1842 年 间 , 他 已 经 写 出 四 篇 论文 ,奠定 了 他 研 
究 复 解析 函数 论 的 基础 .这 些 论文 直到 1894 年 才 发 表 , 而 在 当 
时 自然 无 人 注意 .1844 年 8 一 10 月 间 , 他 为 了 晋升 中 学 高 级 职称 
(被 称 为 教授 ) 到 了 柏林 , 其间 拜访 了 当时 的 分 析 大 师 狄 利克 雷 
及 几何 权威 史 坦 纳 , 并 同 他 们 建立 了 友好 的 私人 关系 . 史 坦 纳 对 
等 周 问题 的 研究 是 推动 外 尔 斯 特 拉 斯 研究 变 分 法 的 动力 ,虽然 
在 外 尔 斯 特 拉 斯 的 眼 里 , 史 坦 纳 的 综合 几何 方法 是 不 严格 的 . 当 
然 ,在 史 坦 纳 去 世 后 ,外 尔 斯 特 拉 斯 负责 编辑 史 坦 纳 全 集 也 与 他 
们 的 这 段 交往 有 关 . 

1848 年 秋 ,他 到 布 劳 恩 斯 堡 中 学 教书 ,学 校 图 书馆 的 条 件 
很 好 ,校长 对 他 也 很 友善 .这 样 , 他 的 工作 有 了 重大 突破 ,他 深入 
研究 椭圆 函数 的 推广 一 一 阿 贝 尔 函 数 .最 初 ,他 的 论文 发 表 在 中 
学 年 刊 上 ,当然 没有 受到 注意 ;接着 ,一 篇 题 为 《 阿 贝尔 函数 论 》 
的 论文 发 表 在 《克莱尔 杂志 》 上 ,这 引起 数学 界 的 巨大 兴趣 ,成 为 
他 一 生 中 具有 决定 性 的 转折 点 .1854 年 3 月 31 日 , 哥 尼 斯 堡 大 
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学 授予 他 荣誉 博士 称号 ,而 且 从 1855 年 秋天 起 ,学 校准 许 他 可 
以 一 年 不 教书 而 搞 他 的 研究 .不 过 他 下 决心 不 在 这 里 干 了 ,他 申 
请 接替 库 默 尔 在 布雷 斯 劳 大 学 的 教授 空缺 ,但 没有 成 功 .尽管 他 
经 常 因 头痛 头晕 而 无 法 工作 ,但 他 仍然 抓紧 时 间 奋 力 拼搏 .1856 
年 他 在 《克莱尔 杂志 》 上 发 表 了 几 百 页 的 大 文章 《 阿 贝尔 函数 
论 》, 完 全 解决 了 超 椭 圆 函 数 的 雅 可 比 反 演 问题 . 希 尔 伯 特 说 这 
是 分 析 上 最 伟大 的 成 就 之 一 .1856 年 ,年 过 40 岁 的 外 尔 斯 特 拉 
斯 接连 收 到 许多 大 学 的 聘书 ,后 来 他 接受 了 柏林 工业 学 院 的 教 
授 职 位 ,同时 兼任 柏林 大 学 的 副教授 .同年 11 月 他 当选 为 柏林 
科学 院 院 士 .1864 年 在 他 年 近 半 百 时 才 成 为 柏林 大 学 教授 ,从 
这 时 起 ,到 他 1892 年 退休 ,是 柏林 数学 的 黄金 时 代 , 当时 柏林 不 
仅 是 德国 数学 的 中 心 ,而 且 是 公认 的 世界 数学 中 心 .柏林 学 派 无 
非 就 是 外 尔 斯 特 拉 斯 学 派 , 外 尔 斯 特 拉 斯 是 公认 的 最 有 权威 的 
数学 家 .例如 ,1882 年 林 德 曼 (Can Louis Ferdinand Lindemann， 
1852 一 1939) 证 明 x 的 超越 性 ,只 有 在 他 拍板 后 才 获 得 大 家 承 
认 , 从 “外 尔 斯 特 拉 斯 的 严密 性 "一 词 也 反映 出 他 的 标准 就 是 数 
学 的 标准 .事实 上 ,他 的 分 析 基 础 ,如 e - 8 论述 法 ,一 直 是 后 来 
分 析 教 科 书 的 典型 论述 . 

外 和 尔 斯 特 拉 斯 的 后 半生 并 没有 一 篇 接 一 篇 地 发 表 论文 ,他 
的 大 部 分 工作 通过 他 的 讲课 传播 到 各 地 ,在 19 世纪 后 半 叶 的 欧 
洲 旋 至 全 世界 产生 深远 的 影响 . 从 1857 年 夏季 学 期 到 1887 年 
夏季 学 期 整整 30 年 间 ,他 反复 讲 一 套 分 析 教 程 :解析 函数 论 、 椭 
圆 函 数论 ,椭圆 函数 论 在 几何 及 力学 上 的 应 用 、 阿 贝尔 函数 论 . 
这 一 套 教程 形成 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 论 体系 ,从 而 函数 论 这 一 分 
支 正 式 产生 .在 研究 及 教学 中 ,他 建立 了 数学 分 析 的 严格 基础 ， 
时 至 今日 仍然 是 “标准 分 析 ”. 他 也 是 变 分 法 严密 理论 的 葛 基 者 ， 


302 近代 数学 史 


现在 许多 有 着 深远 影响 的 定理 及 技术 也 来 自 于 他 ,如 外 尔 斯 特 
拉 斯 预备 定理 以 及 线性 代数 的 初等 因子 理论 ,这 些 都 表明 他 的 
研究 具有 持久 的 生命 力 . 

但 是 ,从 历史 上 来 看 ,他 的 影响 在 当时 主要 来 自 他 培养 了 大 
批 年 轻 人 ,其 中 不 少 人 成 为 大 数学 家 ,他 们 都 自豪 地 声称 自己 属 
于 “柏林 学 派 ”. 经 他 指导 而 获得 博士 学 位 的 就 有 几 十 人 ,其 中 大 
部 分 又 分 别 担任 一 些 知 名 大 学 的 教授 .其 中 突出 的 有 施 瓦 芯 、 富 
克 斯 (Lazarus Fuchs, 1833 一 1902) 、. 弗 罗 宾 尼 乌 斯 . 肖 特 基 、G' 康 
托 尔 . 享 塞 尔 (Kurt Hensel, 1861 一 1941) 、 龙 格 ( Ca David Tolme 
Runge,1856 一 1927) 等 ,当然 也 不 能 忘记 由 他 私人 指点 而 获 盛 名 
的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姬 . 

由 于 他 对 数学 的 巨大 贡献 ,他 理所当然 地 荣获 许多 荣誉 ,他 
除了 是 柏林 科学 院 院 士 之 外 ,还 被 选 为 格 廷 根 科学 院 院士 
(1856) .巴伐利亚 科学 院 院 士 (1861)、 巴 黎 科 学 院 国外 院士 
(1868) .伦敦 皇家 学 会 国外 会 员 (1881) .他 还 是 功 助 奖章 的 获得 
者 ,在 他 之 前 ,只 有 高 斯 、 雅 可 比 及 狄 利克 雷 获 此 殊荣 .他 的 70 
大 寿 及 80 大 寿 都 被 隆重 地 庆贺 .1897 年 初 , 他 染 上 流感 ,后 转 为 
肺炎 ,于 1897 年 2 月 19 日 在 柏林 去 世 ， 

他 在 生前 就 已 开始 编辑 整理 自己 的 工作 ,他 的 《全 集 》 
(Mathematische Werke) 原 定 10 卷 ,至 今 尚未 完全 出 齐 , 已 出 版 的 
7 卷 中 ,前 3 卷 主要 是 论文 .后 4 卷 是 讲义 ,出 版 时 期 如 下 : 

第 工 着 (1894) :包括 10 篇 早期 的 论文 ; 

第 工 卷 (1895) ; 

第 焉 卷 (1903); 

第 卷 (1902):《 阿 贝尔 函数 论 讲义 》; 

第 V 卷 (1915):《 椭 圆 函 数论 讲义 》; 
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第 WI 卷 (1915):《 椭 圆 函 数 在 几何 及 力学 上 的 应 用 讲义 》; 
第 证 卷 (1927) :《 变 分 法 讲义 》. 


4.2 外 尔 斯 特 拉 斯 的 解析 函数 论 


外 尔 斯 特 拉 斯 的 解析 函数 论 是 建立 在 严格 的 .规范 的 罕 级 
数 展开 的 基础 上 的 .正如 克 菜 因 所 说 , 它 只 是 研究 阿 贝 尔 函 数 的 
一 个 副产品 .外 尔 斯 特 拉 斯 正如 他 的 许多 同时 代 人 一 样 ,并 不 像 
现代 数学 家 那样 热衷 于 一 般 性 及 抽象 性 ,他 一 生 的 主要 目标 是 
解决 雅 可 比 的 超 椭圆 积分 乃至 阿 贝尔 积分 的 反 演 问题 ,而 解析 
函数 论 , 正 如 他 多 轮 的 讲课 顺序 ,只 是 其 后 椭圆 函数 论 .椭圆 函 
数论 的 应 用 及 阿 贝 尔 函 数论 这 些 重 头 戏 的 小 小 的 导 引 .由 于 他 
在 方法 论 上 追求 严密 性 ,他 的 解析 函数 论 成 为 后 来 的 规范 . 

解析 沙 数 一 词 来 源 于 拉 格 朗 日 ,他 的 著作 《解析 函数 论 》 
(1797) 就 以 解析 函数 命名 ,其 中 把 函数 展 成 震级 数 是 一 种 基本 
方法 .不 过 , 拉 格 朗 日 的 解析 冰 数 局 限于 实 变 元 ,而 且 他 对 收敛 、 
发 散 问题 并 没有 特殊 关注 .其 后 , 拉 普 拉 斯 、 波 瓦 松 等 人 沿袭 拉 
格 朗 日 的 传统 ,直到 柯 西 , 才 明 确 讨论 收 伍 及 发 散 , 并 过 渡 到 复 
变 元 ,特别 是 指出 无 穷 可 微 函 数 与 解析 函数 的 不 同 之 处 ,从 某 种 
意义 上 讲 , 这 是 对 拉 格 朗 日 传统 的 批判 .而 在 德国 ,这 个 传统 以 
另 一 种 批判 的 方式 继承 下 来 ,首先 是 高 斯 等 人 在 实际 运算 中 引 
入 笑 级 数 ,特别 是 超 几 何 级 数 ;其 后 , 古 德 曼 也 运用 震级 数 研 究 
椭圆 函数 , 而 把 寡 级 数 作为 理论 基础 的 则 是 外 尔 斯 特 拉 斯 . 

关于 解析 函数 、 解 析 开 拓 等 概念 ,外 尔 斯 特 拉 斯 早 在 1840 
年 的 论文 中 就 已 经 提出 来 了 ,不 过 他 的 早期 论文 直到 1894 年 他 
的 《全 集 ) 第 工 卷 出 版 时 才 公 之 于 世 . 其 后 ,他 的 体系 是 在 他 的 讲 
义 中 讲 到 而 由 他 的 学 生 们 传播 的 . 
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外 和 尔 斯 特 拉 斯 的 出 发 点 是 宕 级 数 P(z - o) 或 P[ 二 ) ,在 它 
们 的 收敛 圆 C 之 内 ,表示 一 个 “函数 元 素 ", 在 1884 一 1885 年 的 
讲课 中 称 之 为 解析 元 素 . 在 边界 圆 上 ,这 类 震级 数 有 两 种 可 能 ， 
一 种 是 在 所 有 边界 点 上 ,等 级 数 均 发 散 ,这 时 边界 被 称 为 自然 边 
界 . 外 尔 斯 特 拉 斯 在 1880 年 第 一 个 举 出 以 收敛 圆 的 边界 为 自然 
边界 的 宕 级 数 例子 , 即 寡 级 数 


2 pze ， 

其 中 0< 465<1,6a 为 整数 且 a 二 2, ab 宇 10. 另 一 种 可 能 性 是 ,如 果 
存在 边界 点 使 该 寡 级 数 收敛 , 则 可 以 进行 解析 开拓 ,他 在 1874 
年 的 讲课 中 证 明了 惟一 性 定理 ,在 圆 内 选 一 点 2, 把 原来 寡 级 数 
展 成 为 z - 8 的 宕 级 数 ,其 收敛 圆 C' 有 覆盖 C 的 边界 上 的 正则 点 ， 
在 C 与 C' 重 羡 的 区 域 两 军 级 数 的 值 相等 ,但 C' 涵盖 C 外 的 值 ， 
C' 被 称 为 C 的 一 个 解析 开拓 .所谓 解析 函数 就 是 一 个 函数 元 素 
所 有 解析 开拓 的 集合 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 知道 在 开拓 过 程 中 会 遇 到 奇 点 ,而 奇 点 必定 
位 于 短 级 数 的 收敛 圆 的 边界 上 .他 规定 如 果 奇 点 .极点 及 支点 的 
阶 是 有 限 的 , 则 这 些 奇 点 也 包含 在 解析 浮 数 之 内 ,因为 在 这 些 点 


上 ,可 以 展开 成 (z - zo)* 的 备 级 数 ,并 且 只 有 有 限 多 负 指 数 项 . 
顺便 说 一 句 , 早 在 1841 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 已 先 于 罗 朗 引进 含 负 
指数 的 军 级 数 . 解析 函数 连同 极点 及 支点 构成 解析 图 象 
(gebilde) ,实际 上 ,这 就 是 黎 曼 引 进 的 黎 曼 曲面 ,不 过 他 们 的 方 
法 是 完全 不 同 的 .正如 庞 加 莱 所 说 , 黎 曼 的 方法 首先 是 一 种 发 现 
的 方法 ,外 尔 斯 特 拉 斯 的 方法 则 首先 是 一 种 证 明 的 方法 .尽管 外 
尔 斯 特 拉 斯 以 其 严密 性 及 算术 性 著称 ,仍然 受到 来 自 左 右 两 方 
面 的 攻击 . 克 莱 因 十 分 钦佩 黎 曼 的 想像 与 直观 ,认为 外 尔 斯 特 拉 
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斯 的 方法 过 于 单一 ,对 于 数论 等 毫 无 神 益 ,而 且 失 去 了 应 用 的 源 
果 . 男 一 方面 , 克 洛 耐克 以 他 的 “代数 的 代数 ”( algebraica 
algebraicae) 即 有 限 的 算术 反对 外 尔 斯 特 拉 斯 的 “无 穷 * 算 术 方 

尽管 如 此 ,外 尔 斯 特 拉 斯 给 复 分 析 以 及 代数 函数 论 葛 定 了 
可 靠 的 基础 ,开创 了 函数 论 的 新 领域 .他 的 宕 级 数 方法 自然 地 对 
奇 点 进行 分 类 ,对 于 极点 及 支点 进行 统一 处 理 , 并 严格 定义 另 一 
种 孤立 奇 点 一 一 本 性 奇 点 . 另 一 方面 ,外 尔 斯 特 拉 斯 首先 通过 震 
级 数 方法 建立 了 多 复 变 函数 论 ,特别 是 证 明了 预备 定理 ,其 后 半 
个 多 志 纪 ,建立 多 复 变 情形 的 整 函 数 及 亚 纯 函 数 的 基本 定理 一 
直 是 数学 家 们 努力 的 方向 . 


第 10 章 ”微分 方程 


微分 方程 是 数学 分 析 的 核心 ,可 以 说 数学 分 析 从 一 开始 就 
是 求解 微分 方程 .微分 方程 问题 有 如 下 儿 类 : 

(1) 提 出 微分 方程 ,正确 地 表述 问题 . 

(2) 求 解 微分 方程 . 

精确 求 出 解析 解 , 表 示 成 封闭 形式 ; 

@ 求 出 近似 解析 解 ; 

@ 求 出 数值 解 . 

(3) 研 究 微分 方程 解 的 性 质 , 特 别 是 特殊 函数 的 研究 及 定性 
理论 . 

(4) 证 明 解 的 存在 性 ,惟一 性 及 稳定 性 . 

微分 方程 一 般 来 源 于 对 自然 法 则 的 表述 ,例如 牛顿 运动 方 
程 ,二 体 问题 与 多 体 问题 的 方程 ,热传导 方程 , 弦 、. 膜 振动 方程 ， 
波动 方程 以 及 拉 普 拉 斯 方程 等 .这 些 是 18 一 19 世纪 研究 的 主要 
方程 . 偏 微 分 方程 通过 分 离 变 量 法 可 化 为 常 微分 方程 .微分 方程 
的 另 一 个 来 源 是 由 变 分 原理 得 出 的 . 某 些 微分 方程 可 转化 为 积 
分 方程 .在 求解 微分 方程 的 过 程 中 ,依据 阶 数 、 系 数 、 变 元 数目 、 
线性 或 非 线 性 等 等 进行 分 类 及 推广 ,也 得 出 一 系列 新 的 方程 . 
1750 年 以 后 , 冰 数 观念 以 及 微分 方程 解 是 为 了 求解 明 数 才 树 立 
起 来 ,而 且 逐 步 能 正确 提出 边 值 问题 及 初 值 问题 .从 这 时 起 , 通 
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过 无 穷 级 数 求解 方程 是 主要 的 方法 .19 世纪 初 , 傅 立 叶 引进 偏 
微分 方程 分 离 变 量 法 ,为 特殊 函数 开辟 了 新 天 地 .从 实 到 复 的 过 
渡 ,开创 了 复 域 的 微分 方程 理论 ,从 而 对 线性 常 微分 方程 得 出 系 
统 的 理论 . 

19 世纪 30 年 代 , 刘 维尔 由 于 要 证 明 黎 卡 提 方程 没有 初等 
函数 的 积分 ,开始 对 微分 方程 的 性 质 进行 研究 ,这 时 感到 求 出 微 
分 方程 的 精确 解 既 不 可 能 ,有 时 也 无 此 必要 .从 而 到 19 世纪 80 
年 代 , 庞 加 菜 有 意识 地 研究 常 微分 方程 定性 理论 以 及 稳定 性 理 
论 , 同 时 还 提出 渐 近 展开 理论 .19 世纪 和 20 世纪 之 交 , 数 值 解 
也 得 到 重视 . 

柯 西 早 在 19 世纪 20 年 代 就 研究 过 存在 性 问题 ,到 19 世纪 
末 才 受到 普遍 重视 ,并 且 成 为 微分 方程 论 研 究 的 主要 方向 ,由 于 
长 期 只 注意 求解 ,二 阶 偏 微分 方程 的 分 类 直到 1889 年 才 由 杜 布 
瓦 - 瑞 蒙 给 出 . 


1 常 微分 方程 


1.1 特殊 类 型 方程 的 特殊 解法 (1690 一 1740) 


微分 方程 一 词 首先 出 现在 莱 布 尼 茨 1676 年 给 牛顿 的 信 中 ， 
莱 布 尼 芯 在 1684 年 的 论文 中 开始 公开 使 用 .17 世纪 末 18 世纪 
初 , 莱 布 尼 蒋 和 伯 努 利 兄 弟 对 于 寻求 解决 特殊 微分 方程 的 方法 
做 出 了 自己 的 贡献 .除了 使 用 特殊 方法 解决 特殊 问题 之 外 ,对 于 
一 些 一 般 形 式 的 方程 , 莱 布 尼 茨 提出 了 一 般 性 的 解 题 思路 .开始 
只 是 一 阶 常 微 分 方程 ,1691 年 莱 布 尼 芯 首先 引进 分 离 变 元 法 解 
形 如 
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y =/(x)g(y) 


的 方程 ,他 把 它 化 为 


dy _ BO dx 

fx) yy 
然后 对 两 边 进行 积分 .这 种 形式 的 常 微分 方程 在 17 一 18 世纪 有 
不 少 , 但 他 并 没有 建立 一 般 方法 使 变 元 分 离 ,只 是 对 两 种 特殊 的 
方程 达到 变 元 分 离 的 目的 ,一 种 是 齐 次 方程 


9 = f(y/s), 


他 通过 变 元 替换 y = wx 达到 这 个 目的 (1693); 男 一 种 是 线性 方 
程 


人 + P(x)y= 0(x), 


他 通过 变 元 替换 y = w 达到 同样 目的 (1694). 
1695 年 雅 各 布 . 伯 努 利 提出 求解 一 阶 非 线性 常 微分 方程 
(后 来 被 称 为 伯 努 利 方程 ) 


和 = P(x)y+ OCXY) 


大 约 同时 ,1696 年 莱 布 尼 茨 、 伯 努 利 兄弟 独立 得 出 自己 的 解法 ， 
其 中 莱 布 尼 落 采 用 z = y! "把 伯 努 利 方程 化 为 线性 方程 ,从 而 
解决 问题 . 1724 年 威尼斯 伯 勇 黎 卡 提 引 进 了 另 一 个 非 线 性 方程 
〈( 黎 卡 提 方程 ) 


和 = ay2+ bx”, 
并 考虑 求解 问题 , 黎 卡 提 和 伯 努 利 兄 弟 都 对 特殊 的 n 值 ,得 出 
这 类 方程 可 用 分 离 变 元 法 求解 .但 是 对 一 般 情形 , 却 很 难 办 到 ， 


这 显示 出 求解 非 线性 方程 的 巨大 困难 . 1763 年 法 国 数学 家 达 兰 
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贝尔 把 伯 努 利 方程 推广 成 一 般 形 式 


9 = P(x) + O(x)y + R(x)Y, 


并 命名 为 黎 卡 提 方 程 . 它 作 为 典型 的 一 阶 非 线性 常 微分 方程 一 
直 受 到 数学 家 的 重视 ,对 于 它 的 研究 至 今 不 衰 . 
对 于 形 如 z 
M(x,y)dx + N(x,y)dy=0 
的 一 阶 常 微分 方程 , 尼 古 拉 * 伯 努 利 第 一 在 1721 年 发 现 其 可 积 
条 件 
ooM _9N 
Oy x 
对 于 不 可 积 情形 ,法国 数学 家 克 莱 洛 在 1734 年 首先 引进 积分 因 
子 (K(x,y)) 的 概念 , 即 乘 上 K(x%,y) 后 ,方程 成 为 全 微分 
dV(x,y)= KM(x,y)dx + KN(x,Y)dy, 
从 而 得 出 隐 式 解 
V(x,y)=C, 
其 中 C 为 常数 .大 约 同 时 , 欧 拉 独立 得 出 这 些 结果 , 而且 还 推广 
到 高 阶 及 多 变 元 的 情形 .因此 ,到 1740 年 左右 ,求解 一 阶 常 微分 
方程 问题 的 初等 方法 大 体 完全 得 到 了 . 
1691 一 1740 年 间 ,各 种 实际 问题 ,特别 是 弦 振 动 问题 ,也 导 
向 二 阶 以 及 个 别 三 阶 、 四 阶 常 微分 方程 的 求解 问题 . 当时 的 主导 
思想 是 降 阶 . 欧 拉 是 这 方面 的 能 手 ,1728 年 ,他 为 求解 方程 
( 业 ) dy _ a 
dz dr yr 


引入 变 元 替换 
y= et(v), %=e”, 


得 出 i(v) 的 二 阶 方程 ,然后 固定 a ,消去 指数 因子 , 即 没有 " 项 
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出 现 , 再 作 变 换 
dv 


2 = 了 


di 
就 把 二 阶 方程 化 为 一 阶 方程 了 .在 此 前 后 , 欧 拉 和 其 他 人 对 于 特 
殊 的 三 阶 、 四 阶 方程 也 进行 求解 .不 过 ,到 1740 年 左右 , 常 微分 
方程 的 研究 还 只 能 局 限于 求解 特殊 类 型 方程 的 特殊 解法 . 


1.2 一 般 常 微分 方程 的 系统 研究 (1740 一 1800) 


欧 拉 对 于 一 般 常 微分 方程 的 研究 率先 做 出 了 开创 性 的 页 
献 , 这 表现 于 他 在 1743 年 的 论文 中 ,对 n 阶 常 系数 线性 齐 次 方 
程 得 出 一 般 解法 , 即 方程 


n n-! 
A +BIr+ + K+ y=0, (1) 


其 中 系数 4, B,…,K,L 是 实 常 数 .不 仅 如 此 ,他 对 方程 首先 引 
进 特 解 (valor particularis ) 及 通 解 (aequatio intergralis completa, 直译 
为 方程 的 完全 积分 ) 的 概念 ,并 且 指 出 ,n 阶 方程 (1) 的 通 解 必定 
包含 ”个 任意 常数 ,而且 是 个 特 解 的 线性 组 合 .为 了 求 出 特 
解 ,他 进行 变 元 替换 
7yY=e ， 

从 而 得 出 r 的 方程 

hm + Br -1l+.+Kr+L=0, (2) 
这 被 称 为 (1) 的 特征 方程 或 指标 方程 或 辅助 方程 . 当 n 次 方程 
(2) 有 实 单 根 9 时 , 则 

aer™ 

是 原 微分 方程 (1) 的 一 个 特 解 ; 当 方 程 (2) 有 = 个 实 根 时 ,可 得 n 
个 特 解 ,从 而 任何 通 解 均 可 由 此 产生 ; 当 方 程 (2) 有 上 重 实 根 g 
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时 ,他 利用 变 元 代 换 
y= evu(x) 
求 出 
y= er(g+ bx+. + -1), 
这 是 微分 方程 含有 上 个 任意 常数 的 解 ; 当 存在 共 恩 复 根 a + Bi 
时 ,他 利用 变 元 代 换 
y= evu, 
把 问题 归结 为 求解 
qr + Pu=0. (3) 

他 早已 知道 方程 (3) 的 三 角 函 数 解法 ,对 于 复 重 根 情形 也 不 难 给 
出 .这 样 ,他 完整 地 解决 了 常 系数 线性 齐 次 方程 的 情形 .实际 上 ， 
其 他 数学 家 也 考虑 过 这 个 问题 .例如 ,约翰 ' 伯 努 利 早 在 1700 年 
就 讨论 过 三 阶 情形 ; 达 兰 贝尔 在 1748 年 讨论 过 二 重 根 情形 ; 丹 
尼 尔 . 伯 努 利 讨论 过 一 般 情形 ,但 他 的 论文 直到 1751 年 才 发 表 . 
1753 年 欧 拉 发 表 常 系数 非 齐 次 线性 方程 的 解法 , 即 方程 (1) 的 
右 端 非 0, 而 是 x 的 函数 X. 他 的 方法 是 方程 两 边 乘 上 e*dx, 然 
后 两 端 积分 ,再 逐 项 与 原 方程 比较 , 即 可 得 出 阶 数 降低 的 方程 . 
1766 年 达 兰 贝尔 指出 , 非 齐 次 方程 的 通 解 是 它 的 特 解 与 系数 相 
同 的 齐 次 方程 的 通 解 之 和 . 为 了 求 出 非 齐 次 方程 的 特 解 , 1766 一 
1767 年 拉 格 朗 日 系统 地 发 展 了 常数 变易 法 (1740 年 欧 拉 曾 用 该 
法 人 研究 二 阶 方程 ,丹尼尔 ' 伯 努 利 也 用 过 ) ,从 而 完全 解决 了 常 系 
数 线性 方程 的 问题 . 

对 于 变 系 数 线性 常 微分 方程 , 拉 格 朗 日 进行 了 系统 研究 .在 
1762 一 1765 年 的 论文 中 ,他 把 欧 拉 关于 常 系数 方程 的 结果 推广 
到 变 系数 情形 ,特别 是 齐 次 方程 的 通 解 也 是 特 解 的 线性 组 合 .他 
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还 发 现 , 当 已 知 n 阶 齐 次 方程 的 个 特 解 之 后 ,可 以 把 方程 降 
低 n 阶 .而 作为 研究 变 系 数 方程 的 重要 手段 , 拉 格 郎 日 引入 “ 伴 
随 方程 "的 概念 .通过 伴随 方程 可 以 把 原 方程 的 阶 降低 ,从 而 使 
问题 简化 .这 样 , 变 系 数 线性 微分 方程 的 问题 也 取得 重大 进展 . 

这 一 时 期 在 微分 方程 理论 上 的 男 一 项 重要 进步 是 奇 解 观念 
的 产生 . 奇 解 一 般 不 能 通过 先 给 定 积分 常数 确定 数值 再 由 通 解 
得 到 .泰勒 在 他 的 《 增 量 的 直接 和 逆 方 法 》(1715) 中 ,最 先 辨认 出 
一 阶 方程 的 奇 解 .他 考虑 方程 


4x3 一 4x2=(1+ 2 (ee) ， 
他 利用 变 元 替换 
% 二 一 ， v=1+2, 


把 方程 化 为 
y2 -2ayy + vy =1, (4) 


2Y'(vw’ - 27)=0, 
令 wy -zy=0, 以 y = 也 代入 ,得 出 
2~v, x=1. 
他 称 这 个 解 为 方程 (4) 的 奇 解 (singularis) ,但 他 并 没有 认识 到 它 
的 特殊 性 . 
克 莱 洛 在 1734 年 讨论 了 方程 
y=%y +f(y'), 
这 个 方程 后 来 被 称 为 克 莱 洛 方程 . 令 p = y ,得 出 
y= p+f(p), 
对 x 求 导 , 得 出 
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p=p+(x +P(p))9， 


即 


9B(x + 户 (p))=0， 


由 委 = 0 可 得 p= Y =c, 代 入 原 方程 得 

y=cex+c). (5) 
这 就 是 通 解 ,而 由 x + 了 '(p)=0 可 得 p= w(x), 代 入 原 方程 得 

y= xw(x) +f(w(x)). 
克 莱 洛 知道 它 不 能 由 通 解 (5) 得 出 ,但 不 清楚 它 是 通 解 (5) 的 直 
线 族 的 包 络 ， 
欧 拉 在 1768 年 出 版 的 《积分 法 导 引 》 中 给 出 一 个 奇 解 的 判 

别 法 ,次 年 达 兰 贝尔 加 以 推广 . 1772 年 拉 普 拉 斯 把 奇 解 的 概念 
推广 到 高 阶 方程 及 三 个 变 元 的 方程 (1775 年 发 表 ). 但 真正 清楚 
的 奇 解 概念 是 拉 格 朗 日 在 1774 年 给 出 的 (1776 年 发 表 ) ,首先 他 
给 出 求 奇 解 的 一 般 办 法 , 即 由 通 解 

V(x,y,a)=0 
以 及 


消去 常数 a ,得 出 奇 解 ; 其 次 ,他 明确 给 出 奇 解 的 几何 解释 , 即 奇 

解 是 积分 曲线 族 的 包 络 .不 过 ,他 没有 认识 到 ,一 个 奇 解 有 时 也 

可 包含 一 支 特 解 , 因为 有 的 非 奇 解 的 特 解 也 可 由 联 立方 程 
f(x,y,Y )=0, 


Ao 
Oy 
消去 y 得 出 .而 完整 的 奇 解 理论 直到 100 年 后 才 由 凯 雷 及 达尔 
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布 在 1872 年 真正 建立 起 来 . 
1.3 级 数 解 与 特殊 函数 (1800 一 1860 ) 


18 世纪 和 19 世纪 之 交 ,微分 方程 的 发 展 有 了 转变 :一 是 由 
于 偏 微分 方程 分 离 变 元 法 的 引入 导致 新 的 常 微分 方程 的 研究 ; 
二 是 对 于 这 些 常 微分 方程 ,往往 不 能 像 过 去 一 样 ,得 到 封闭 形式 
的 解 (积分 ), 由 此 更 多 地 采用 无 穷 级 数 的 方法 ,这 样 得 出 的 函数 
往往 不 能 用 初等 函数 表 出 ,从 而 称 之 为 高 级 超越 函数 或 特殊 画 
数 ;三 是 由 于 不 易 得 出 通 解 ,因此 根据 物理 条 件 得 出 初 值 条 件 及 
边 值 条 件 ,从 而 产生 初 值 问题 . 边 值 问题 以 及 特征 值 问题 的 提 
法 ,这 些 都 成 为 19 世纪 常 微分 方程 研究 的 主流 ,并 持续 至 今 . 

无 穷 级 数 的 方法 可 上 淹 到 牛顿 和 莱 布 尼 茨 ,他 们 都 通过 无 
穷 级 数 解 某 些微 分 方程 ,无 穷 级 数 的 系数 都 是 由 未 定 系 数 法 来 
决定 的 , 1750 年 左右 , 欧 拉 把 无 穷 级 数 作为 主要 的 分 析 工 具 系 
统 地 加 以 运用 ,特别 是 得 出 特殊 的 贝 塞 尔 函 数 及 超 几 何 级 数 ， 

特殊 函数 中 最 重要 的 两 类 是 贝 塞 尔 函 数 和 勒 让 德 函 数 . 由 
塞 尔 函 数 也 被 称 为 圆柱 函数 ,是 二 阶 线性 常 微分 方程 ( 贝 塞 尔 方 
程 ) 


2 
ty 0 (6) 


的 解 J,(x), 其 中 常数 n 被 称 为 贝 塞 尔 方程 及 相应 贝 塞 尔 函 数 
的 次 数 . 贝 塞 尔 方程 主要 出 现在 用 圆柱 坐标 或 球 极 坐标 表示 的 
位 势 方 程 .波动 方程 及 热传导 方程 之 中 ,还 有 许多 其 他 情形 也 涉 
及 到 它 . 贝 塞 尔 函数 的 命名 来 源 于 德国 天 文学 家 贝 塞 尔 在 1824 
年 对 方程 (6) 的 系统 研究 .但 在 此 之 前 ,已 对 许多 特殊 情形 有 过 
论述 ,其 中 最 早 的 是 1703 年 10 月 3 日 约翰 . 伯 努 利 在 给 莱 布 尼 
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蒋 的 信 中 , 谈 到 二 次 的 贝 蹇 尔 函数 . 1732 年 ,丹尼尔 * 伯 努 利 在 
对 重 链 振 动 的 研究 中 出 现 0 次 贝 塞 尔 函 数 (1738 年 出 版 ) . 1764 
年 欧 拉 在 研究 圆 形 薄膜 的 振动 时 , 首先 通过 无 穷 级 数 表示 方程 
(6) 的 解 .实际 上 , 欧 拉 对 nr 为 半 奇 数 情形 证 明 J,(x) 可 化 为 初 
等 函数 .他 还 给 出 J,(x) 的 积分 表示 ,并 证 明 其 零点 有 无 穷 多 
个 .对 于 n=0,n=1, 他 还 引进 与 Jo(x) 及 J1(x) 线 性 独立 的 级 
数 解 (1776 年 发 表 ) .1769 年 拉 格 朗 日 在 研究 行 是 绕 太阳 的 椭圆 
运动 时 ,得 出 黄 经 等 展开 式 , 实 际 上 可 表 为 贝 塞 尔 聘 数 . 1818 年 
贝 塞 尔 给 出 贝 塞 尔 函 数 的 积分 表达 式 


1 on xsi 
Jn(x) = ,os( nu xsinu )}du 


以 及 无 穷 级 数 展开 ,他 是 对 实 x 及 实 n 考虑 (x) 的 .1824 年 贝 
塞 尔 还 对 整数 n 得 出 递 推 公式 
KJiri( x) —2n), (rx) + rx,_i(x)=0, 

并 证 明 (x) 有 无 穷 多 个 实 零点 .这 些 都 构成 研究 特殊 函数 的 
基本 方式 .其 后 的 发 展 大 致 沿 着 如 下 的 途径 进行 : 

(1)n 由 正 整 数 ( 半 正 整数 ) 推 广 到 负 整 数 .分 数 、 实 数 及 复 
数 . 

(2)x 由 实 值 推广 到 复 值 . 

(3) 寻 求 与 J,(x) 线 性 独立 的 解 . 

(4) 寻 求 J,(x) 等 的 表达 式 , 特 别 是 无 穷 级 数 展开 及 积分 表 
示 , 以 及 渐 近 展开 式 . 

(5) 方 程 及 函数 的 各 种 推广 ， 

1867 年 小 诺 意 曼 在 他 的 著作 《 贝 塞 尔 函 数论 》( Theorie der 
Bessel-schen Funktionen ) 中 引信 第 二 种 贝 塞 尔 函 数 ,被 称 为 诺 意 显 
函数 ,现在 通用 的 是 汉 克 尔 在 1869 年 给 出 的 ,通常 称 之 为 汉 克 
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和 尔 函 数 , 记 为 Y,(z). 韦 伯 (Heinrich Weber, 1842 一 1913) 在 1873 
年 , 施 累 夫 利 在 1875 年 也 给 出 其 他 的 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 ， 

大 约 同 时 , 贝 塞 尔 函数 也 完成 由 实 到 复 的 转变 ,经 过 几 个 人 
的 工作 , 主要 由 洛 美 尔 (Eugen Comelius Joseph Lommel, 1837 一 
1899) 在 1868 年 完成 . 

勤 让 德 函 数 是 勒 让 德 方程 


2 
(1-x9 生 -2x tn(n+l)y=0 


的 解 已 (x) , 它 是 由 以 球 坐 标 表 示 的 拉 普 拉 斯 方程 用 分 离 变 元 
法 得 到 的 ,最 早 由 勒 让 德 及 拉 普 拉 斯 在 18 世纪 80 年 代 初 开始 
研究 . 当 nn 为 正 整 数 时 , 勒 让 德 函 数 被 称 为 勒 让 德 多 项 式 . 早 在 
1784 一 1790 年 , 勒 让 德 就 发 现 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 , 即 

1 0， mz n; 
| Pnt*) Par) ds = | 


2n+1’ 二 

这 个 性 质 后 来 成 为 把 任意 函数 展开 为 勒 让 德 多 项 式 的 基础 ,这 
种 展开 首先 于 1833 年 出 现在 莫非 (Robert Murphy,? 一 1843 ) 的 
一 本 书 中 ,由 此 开创 了 正 交 展 开 的 分 析 新 领域 . 1816 年 ,法 国 数 
学 家 罗 德 里 区 斯 (Olinde Rodrigues, 1794 一 1851) 给 出 勒 让 德 多 项 
式 的 显 式 表示 . 

勒 让 德 函 数 的 积分 表示 先后 由 拉 普 拉 斯 (1800) 、 狄 利克 雷 
(1837) 、 雅 可 比 (1843) 等 人 得 到 .第 二 类 勒 让 德 函数 首先 由 海 涅 
在 1843 年 引进 ,他 的 著作 《 球 函 数 手册 》(1861) 是 其 完美 总 结 . 


1.4 超 几 何 级 数 
三 角 函 数 . 贝 赛 尔 函数 . 勒 计 德 函数 展开 成 寡 级 数 都 是 超 几 
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何 级 数 的 特殊 情形 . 一般 的 超 几 何 级 数 


1+ 人 8 aa+1)8(08+1) 2 
， 1.2.7y7(7y+1) 


,2(e+l)(a +2)8(8+1)(08+2) 3 (7) 
1°2.:3.7(7Y +1)(y+2) 


最 早出 现在 欧 拉 的 《积分 法 导 引 )》 第 二 卷 (1769) 第 11 章 中 ,其 中 
他 求 积 分 


1 
| ws l(1— ww) ?1(1— wxu)- “du, 
0 


得 出 
B(b,e -b+ e+ of + :+…]， 


其 中 B(5,c -5) 是 第 一 类 欧 拉 积分 ,无 穷 级 数 满足 微分 方程 

x(1- x)dy +[c-(a+b+ 1)xjdydx 一 abydx2 = 0. 
这 类 方程 后 来 被 称 为 超 几 何 微分 方程 .在 第 8 章 中 , 欧 拉 还 考虑 
更 一 般 的 方程 

Xat+ bx")dy+x(c+ex)dydx + (f+ gx")ydx: =0. 
这 个 方程 后 来 被 高 斯 的 老师 普法 夫 加 以 研究 ,并 写 进 他 的 《分 析 
研究 》( Disquisitiones analyticae ) (1797) 中 .普法 夫 在 书 中 专门 开 
辟 一 章 讲 “ 超 几何 级 数 ”, 正 是 他 首次 在 上 述 意 义 下 用 “ 超 几 何 ” 
这 个 名 称 . 

高 斯 在 1800 年 左右 研究 算术 一 几何 平均 以 及 椭圆 积分 时 ， 
多 次 遇 到 超 几何 级 数 的 特殊 情形 ,并 知道 它们 满足 超 几 何 微分 
方程 .他 在 1805 年 9 月 3 日 给 贝 塞 尔 的 信 中 谈 到 ,在 天 文 计算 
中 ,这 种 级 数 收敛 极 快 ,这 些 无 疑 都 导致 高 斯 系统 地 研究 超 几 何 
级 数 ,从 而 导致 1812 年 论文 的 发 表 . 这 篇 论文 以 高 斯 的 完美 风 
格 写成 ,详尽 而 全 面 地 讨论 超 几 何 级 数 的 性 质 .首先 ,高 斯 引进 
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记号 F(a,B,Y;x) 来 表示 超 几 何 级 数 (7) 表 示 的 函数 ;其 次 ,他 
十 分 明确 地 提出 当 1x1 < 1 时 级 数 收 仿 , 1x1 > 1 时 级 数 发 散 ， 
Ilx1=0 时 不 定 ,这 是 最 早 的 明确 的 函数 级 数 收 敛 判 据 . 

高 斯 还 引进 相关 函数 的 概念 , F(a,B8,yY;x) 的 相关 函数 是 
F(at1,B+1,7+t1;x), 加 上 对 a,B,Y 等 系统 地 置换 ,他 得 出 
F(a,B,Y;x) 以 及 15 对 相关 函数 所 满足 的 15 个 等 式 ,例如 第 
15 个 等 式 为 

0=7yY(y-1-(27y-a-B-1)x)F(a,B,Yy;x) 
+(7Y-a)(y-B)x F(a,B,y+1;x) 
-7Y(7-D(l-x)F(a,B,Y -1;x). 
由 此 可 知 ,任何 三 个 函数 F(a+tm,B+tn,yY+tp;x)( 其 中 m,n， 
Pp 是 整数 ) 之 间 存 在 线 性 关系 ,它们 以 有 理 函 数 为 系数 ,高 斯 引 


进 这 些 相关 函数 的 目的 是 计算 诸如 
F(a,B+1,y+1;x) 
F(a,B,Y;x) 
的 商 . 


高 斯 还 引入 高 斯 阶乘 函数 


A 
[2) = rr 


并 定义 
11(z) = limll(k,z), 
借助 于 它们 ,可 得 


Uy-DII(y-e-8-1) 
F(a,B,7;1)= Ty a Ty -B81) 


特别 是 用 IIL(z) 可 以 求 出 一 系列 积分 的 值 ,例如 高 斯 极 感 兴趣 的 
双 纽 线 积 分 
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因此 推出 


高 斯 研究 超 几何 级 数 的 第 二 篇 论文 生前 没有 发 表 ( 在 他 去 
世 后 收入 (全集) 第 三 卷 (1876) 中 ), 在 这 篇 论文 中 ,他 明确 地 引 
人 复 变 元 ,并 引进 超 几 何 微分 方程 的 与 F(a,B,Y;x%) 线 性 独立 
的 第 二 个 解 .他 认识 到 ,微分 方程 除了 0,1( 及 % ,他 如 免 用 无 
穷 ) 外 , 解 处 处 存在 ,在 这 里 他 过 到 了 解析 开拓 问题 以 及 单 值 性 
问题 ,他 实际 上 已 考虑 到 变 元 x 过 渡 到 复 量 z 时 级 数 的 收敛 ,并 
提出 经 历 不 同道 路 的 单 值 性 问题 ,正如 在 其 他 领域 一 样 ,高 斯 的 
思想 后 来 由 其 他 数学 家 首先 发 表 ， 

在 高 斯 之 后 , 库 软 尔 首先 发 展 了 超 几 何 微分 方程 . 1834 年 
他 开始 考虑 高 斯 的 第 一 篇 论文 所 遗留 下 来 的 问题 , 即 不 同 变 元 


的 解 之 间 的 关系 . 1836 年 他 得 到 变 元 * 变 为 二 ,1 - ,三 一， 


1-x 


和 1% 后 得 出 的 另外 24 个 解 ,这 是 完全 组 ,而 且 它们 之 间 


l—-x’” x 


划分 为 6 个 等 阶 组 ,这 6 个 组 之 间 , 其 中 有 4 个 3 组 之 间 的 线性 


320 近代 数学 史 


关系 . 库 默 尔 在 1836 年 论文 的 结尾 曾 考虑 到 a ,6, 7y 是 实数 而 x 
是 复数 时 ,会 发 生 什么 情况 ,不 过 他 只 考虑 极为 特殊 的 情形 . 真 
正 过 渡 到 复 值 情 形 ,无 可 争议 应 该 归功 于 黎 曼 ,他 是 把 微分 方程 
引入 复 域 的 真正 黄 基 者 . 

黎 曼 在 1857 年 的 论文 中 把 超 几 何 级 数 称 为 高 斯 级 数 . 黎 曼 
的 成 就 在 于 他 把 超 几 何 级 数 及 超 儿 何 微分 方程 由 实 域 扩 充 到 复 
域 , 并 且 避 开 传 统 的 那 种 研究 函数 必须 用 具体 表达 式 来 计算 ,而 
用 ”公理 的 "方法 得 出 高 斯 . 库 默 尔 等 人 通过 黎 曼 计算 才 得 出 的 
关系 式 .他 最 重要 的 成 就 在 于 把 复 变 函 数论 引进 常 微 分 方程 而 
预示 微分 方程 的 解析 理论 .他 的 具体 做 法 是 引进 复 值 函数 P 函 


数 
a,b,c 
poe 
a ,BP ,YY 
满足 三 个 条 件 ; 
(1) 除 了 a,b,c 之 外 ,P 是 x 的 有 限 单 值 函数 . 
(2) 任 何 三 个 P 函数 P', P,P 都 存在 线性 关系 ,C'P' + C" 
P+ CP” =0, 其 中 ,C',C",C” 是 常数 
(3)P 函数 可 写成 C,P'" + CP'*) ,使 
P(x— 0)-*, 
Pte (x— 0)-" 
在 x= ea 处 仍 是 单 值 , 且 既 不 等 于 0, 也 不 等 于 om , 同样, P 函数 
可 表 为 
CoP( + CrPtP )， 
CP + Cy PC )， 
它们 分 别 在 x = b,x = e 处 具有 类 似 的 性 质 , 且 6 个 量 a,8,Y， 
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a" ,8 ,7 满足 下 面 两 个 假定 : 
(1) 差 a-a’,8- Pp ,7Y-Y 均 非 整数 ; 
(2)a+pB+7Y+o+B+Y =1. 


1.5 斯 图 姆 一 刘 维 尔 理论 


斯 图 姆 一 刘 维 尔 理论 是 19 世纪 数学 的 一 大 成 就 , 它 不 仅 首 
次 明确 提出 特征 值 (或 本 征 值 ) 和 特征 函数 (或 本 征 函 数 ) 问 题 ， 
而 且 是 傅立叶 展开 的 大 规模 推广 , 即 “ 任 意 " 函 数 可 展开 成 “ 自 
伴 " 线 性 椭圆 型 边 值 问题 的 特征 函数 的 级 数 .斯 图 姆 及 刘 维尔 从 
一 开始 就 为 这 个 理论 建立 了 一 个 极 好 的 框架 ,以 致 其 后 100 多 
年 ,只 是 在 这 个 框架 的 基础 上 修 修补 补 并 加 以 推广 ， 
斯 图 姆 从 1833 年 起 开始 研究 当时 大 家 极为 关注 的 各 种 形 
状 物体 的 热流 问题 与 弹性 体 的 微小 振动 问题 ,这 些 都 导致 二 阶 
线性 常 微分 方程 
A [p(s)P] + C(x)u=0, p(x%)>0 (8) 


的 求解 问题 .这 种 问题 在 当时 只 知道 很 少 情形 可 以 写 出 完全 积 
分 ,而 且 即 使 表示 成 “封闭 形式 ” ,从 级 数 形式 或 积分 形式 也 很 难 
看 出 解 的 性 质 .斯 图 姆 的 思想 是 如 何 从 方程 直接 得 出 解 的 性 质 ， 
特别 是 振动 性 质 ,为 此 他 在 1836 年 《 刘 维 尔 杂 志 ) 第 一 卷 上 发 表 
了 长 篇 论文 ,其 中 证 明了 著名 的 分 离 定 理 及 比较 定理 .前 者 是 指 
方程 任何 两 个 解 的 零点 相互 分 离 交 替 出 现 , 后 者 是 指 每 个 解 相 
距 零 点 的 距离 随 着 p 的 增加 而 增加 , 随 着 6 的 增加 而 减少 . 刘 
维尔 发 表 在 同一 杂志 上 的 论文 中 ,更 明确 地 提出 在 边界 条 件 

u' (a)-au(a)=0, 

uw (b)+Bu(b)=0 (9) 
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下 的 特征 值 间 题 , 令 

G(x)=A0(x)—- g(x), p(x)>0, 
其 中 4 被 称 为 特征 值 (他 称 之 为 “方程 的 根 ”), 而 且 证 明 如 下 性 
质 ， 

(1) 特 征 值 有 无 穷 多 ,完全 是 实数 上 且 不 等 , 按 顺 序 排列 4| < 
AM2<…<A<…; 除 Ai 可 能 是 0 外 ,其 余 均 为 正 数 ,它们 对 应 的 
特征 函数 w(x), w(x),…, u(x),… 是 微分 方程 仅 有 的 非 零 
解 ， 

(2) 如 454,, 则 

| 4) (a) dr =0, 
此 即 正 交 条 件 . 
(3) 满 足 边界 条 件 (9) 的 函数 上 可 展 成 级 数 
f(x) = 之 cum(z)， (10) 
其 中 
cn = | of i (x) dx. 
(4) 贝 塞 尔 不 等 式 
< | f(x) l2dx. 
在 1837 年 的 论文 中 , 刘 维 尔 证 明 任 意 函 数 展开 的 级 数 (10) 收 
敛 ,从 而 证 明了 波 瓦 松 及 斯 图 姆 早先 的 猜想 . 当然 ,他 还 没有 一 
致 收 合 的 原理 .这 个 普遍 的 展开 原理 ,从 拉 格 裔 日 时 代 开 始 , 一 
直 是 争论 的 对 象 . 拉 格 朗 日 在 他 的 《解析 力学 》(1788) 中 ,讨论 有 
限 自由 度 力学 系统 小 振动 时 ,已 有 这 种 想法 .马丁 欧姆、 波 瓦 松 
以 及 瑞 利 都 论证 过 这 个 原理 ,不 过 严格 的 证 明 直 到 20 世纪 才 得 
出 . 
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刘 维 尔 的 男 一 项 重大 成 就 是 求 出 第 m” 个 特征 值 的 渐 近 公 
式 

nn 

sf p32 
| (全 du 
在 其 后 100 年 间 , 这 一 公式 多 次 被 重复 发 现 , 至 今 仍 是 数学 物理 
及 数学 中 的 重要 研究 对 象 . 在 这 个 过 程 中 ,他 首次 把 方程 (8) 变 
换 为 第 一 类 积分 方程 . 

从 历史 上 看 ,斯 图 姆 一 刘 维 尔 理 论 的 伟大 意义 有 如 下 四 个 
方面 : 

(1) 它 是 第 一 个 特征 值 一 特征 函数 理论 ,而 比较 容易 的 线性 
代数 的 特征 值 一 特征 向 量 理论 的 出 现 反 而 较 晚 , 沿 着 这 个 方向 
向 无 穷 维 线性 方程 组 推广 也 是 后 来 积分 方程 论 的 一 个 来 源 . 

(2) 它 是 一 类 典型 物理 问题 的 极 佳 数 学 模型 ,从 振动 的 频谱 
到 后 来 的 苹 定 调 方 程 的 能 谱 , 都 可 以 在 它 的 框架 中 得 到 体现 . 

(3) 它 提供 了 正 交 函 数论 的 基础 ,而 依 立 叶 的 正弦 、 余 弦 函 
数 只 不 过 是 其 中 最 简单 的 ,而 且 所 有 好 的 性 质 都 依然 保留 . 

(4) 在 数学 上 它 预示 了 谱 、 自 伴 性 、 希 尔 伯 特 空间 等 理论 ,是 
算 子 谱 理 论 的 先驱 ,也 是 泛 函 分 析 的 核心 内 容 . 


1.6 微分 方程 解析 理论 (1860 一 1910) 


顾名思义 ,微分 方程 解析 理论 是 解析 函数 论 与 常 微分 方程 
结合 的 产物 .由 于 德国 数学 家 富 克 斯 最 早 于 1866 年 首先 对 线性 
微分 方程 进行 统一 ,这 一 部 分 理论 也 被 称 为 富 克 斯 理论 . 富 克 斯 
理论 至 少 有 四 个 来 源 . 

(1) 在 求解 变 系数 线性 常 微分 方程 时 ,如 果 系 数 具 有 奇 点 


An ~ 


sn-*%. 
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(如 贝 塞 尔 方程 及 勒 让 德 方程 等 ), 用 级 数 展开 第 二 个 解 往往 会 
遇 到 困难 ,在 奇 点 领域 内 级 数 展 开 的 形式 也 较为 特殊 ,因此 有 必 
要 研究 在 奇 点 邻 域内 解 的 性 态 . 这 方面 的 研究 首先 是 由 法 国 数 
学 家 布 瑞 奥 和 布 盖 在 1856 年 对 一 阶 线性 方程 进行 的 . 

(2) 外 和 尔 斯 特 拉 斯 关于 解析 函数 论 的 系列 讲演 . 富 克 斯 的 处 
理 方法 完全 是 遵循 外 尔 斯 特 拉 斯 的 备 级 数 展开 及 解析 开拓 的 思 
路 发 展 的 . 富 克 斯 在 1866 年 的 论文 中 说 “在 1863 年 夏季 学 期 
(外 尔 斯 特 拉 斯 ?讲演 阿 贝 尔 函 数论 的 导言 中 已 经 发 展 线性 微分 
方程 理论 ,他 基本 上 追随 这 种 思想 . 

(3) 柯 西 的 常 微分 方程 及 方程 组 的 存在 性 定理 .由 此 得 知 解 
只 有 在 系数 为 奇异 的 点 处 才 是 奇异 的 . 

(4) 黎 曼 得 到 奇 点 邻 域 解 的 性 态 的 方法 ,他 对 高 斯 超 几 何方 
程 的 处 理 方法 既 具 有 普遍 性 ,也 有 启发 性 . 黎 曼 本 人 在 1857 年 
研究 过 一 般 情形 ,但 手稿 直到 1876 年 才 发 表 ， 

从 1865 年 起 , 富 克 斯 把 已 成 熟 的 复 变 函 数理 论 移植 到 常 微 
分 方程 领域 ,开创 了 系统 的 微分 方程 解析 理论 . 他 首先 考虑 n 
阶 线性 常 微分 方程 


pi(z) 车 J- +***+pa(z)w=0, (11) 


其 中 pi(z),…, pn(z) 是 有 理 函 数 ,因此 方程 的 奇 点 都 是 极点 . 
他 通过 分 析 方程 的 形式 震级 数 解 的 收敛 性 ,证 明 奇 点 是 固定 的 ， 
即 不 依赖 于 积分 常数 ,这 样 ,在 还 不 知道 解 的 情况 下 ,就 可 以 知 
道奇 点 的 位 置 . 
富 克 斯 最 重要 的 贡献 之 一 是 引进 正则 奇 点 的 概念 . a 被 称 
为 正则 奇 点 ,如 果 
pi(z2)=(z—-a) 7(z)， 
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1 
其 中 p(z) 在 z= 0。 及 邻 域内 是 解析 的 , 即 pi(z) 最 高 只 有 一 阶 
极点 ,pz(z) 最 高 只 有 二 阶 极点 , 依 此 类 推 .如 果 方 程 (11) 在 扩充 
的 复 平面 (包括 w) 上 只 有 正则 奇 点 ,方程 (11) 就 被 称 为 富 克 斯 
型 方程 .这 样 不 仅 以 前 知道 的 绝 大 多 数 方程 (特别 是 超 几 何方 
程 ) 是 富 克 斯 型 方程 ,而 且 又 扩大 到 许多 方程 ,对 于 这 些 方程 ,可 
以 通过 震级 数 把 解 明显 地 写 出 来 .特别 是 假定 原点 是 正则 奇 点 ， 
富 克 斯 在 1866 年 , 托 梅 在 1872 年 证 明 方程 可 写 为 


da d"-! d 
Tt pi(2) a + tpn) gs +pn(z)20=0， 


(12) 
其 中 p(z),…,pa(z) 在 0 点 的 邻 域 内 解析 ,那么 方程 解 可 写成 
w= Deer. 
对 每 个 解 可 以 定 出 p 及 ce 弗 罗 宾 尼 乌 斯 在 1873 年 完成 了 这 项 
工作 ,他 明显 地 定 出 方程 n 个 线性 独立 的 解 ， 
大 多 数 数学 物理 方程 均 可 归结 为 二 阶 方 程 , 克 菜 因 和 博时 
( Maxime Bicher,1867 一 1918) 证 明 它 们 都 可 以 表 为 惟一 形式 


dw p> 1 j 煤 ， Ao+ 4iz+…+4 -3 
d2+2 za) dz (z-o)(z- a2)"(z— ap-1) 


其 中 a(1<js<p -1) 为 任意 复数 ,A1(0<k<p 一 4) 也 任意 ,但 
Ah.3= 人 -2 人 6- 外 ,经 过 适当 的 变 元 替换 可 以 得 出 希 尔 
(George William Hil,1838 一 1914) 的 月 球 运动 方程 


时 + (Co+ Cicos2z 十 … 十 Cycos2pz )w =0. 


w=0, 


在 特殊 情况 下 ,可 以 得 到 马 丢 方程 (p = 1) 


dw 


gz +(a+bceos2z)w=0 
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( 它 是 马 丢 在 研究 椭圆 膜 的 振动 时 于 1873 年 引进 的 ), 拉 梅 方 程 
和 (htn(n+l)P(a)) w=0 

(其 中 多 (z) 是 外 尔 斯 特 拉 斯 椭圆 函数 ) ,以 及 许多 其 他 方程 .至 
此 ,二 阶 方程 的 正则 奇 点 情形 得 到 圆满 解决 . 

对 于 有 理 系 数 线性 常 微分 方程 (11) 存 在 非 正 则 奇 点 时 , 问 
题 比较 复杂 , 它 由 庞 加 莱 在 1885 年 开始 研究 ,这 时 虽然 也 可 以 
得 到 形式 震级 数 解 ,但 形式 解 并 不 收敛 . 为 此 ,上 庞 加 莱 引 进 渐 近 
展开 的 概念 ,而 且 在 强 的 限制 条 件 下 ,在 奇 点 的 角 域 内 ,形式 解 
表示 解 的 浙 近 展开 .不 过 在 一 个 角 域 内 ,n 个 形式 解 渐 近 表示 的 
一 组 基本 解 与 在 另 一 角 域 内 表示 的 一 组 基本 解 并 不 相同 ,各 个 
角 域 还 有 连接 问题 , 即 求 出 一 组 到 另 一 组 的 变换 矩阵. 对 于 线性 
方程 组 

y = A(z)y, 

其 中 4(z) 是 n xn 给 阵 ,车 a 是 4(z) 和 矩阵 元 的 极点 ,可 通过 变 
元 替换 变 到 %. 在 这 种 情形 下 ,美国 数学 家 柏 克 霍 夫 (George 
David Birkhoff, 1884 一 1944) 在 1909 年 解决 了 这 个 问题 ,其 后 对 于 
各 种 情形 有 许多 进一步 的 研究 . 

19 世纪 末 , 复 域 中 的 常 微分 方程 的 研究 还 深入 到 非 线 性 方 
程 领域 , 非 线 性 方程 问题 一 般 极为 困难 ,有 许多 与 线性 方程 极 不 
相同 的 现象 .例如 ,许多 方程 的 奇 点 不 像 线性 时 那样 是 固定 不 动 
的 ,而 是 随 解 而 移动 , 换 句 话说 , 解 的 奇 点 可 能 不 只 是 方程 的 奇 
点 ,这 种 奇 点 被 称 为 可 移 奇 点 .另外 , 奇 点 也 不 局 限于 极点 ,还 可 
能 同时 出 现 本 性 奇 点 及 支点 ， 

对 于 简单 的 情形 ,从 1850 年 起 , 布 瑞 奥 和 布 盖 研 究 了 一 阶 
方程 中 只 有 可 移 极 点 的 情形 ,其 后 庞 加 莱 和 毕 卡 继续 这 方面 的 
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工作 .其 中 最 突出 的 贡献 是 班 勒 卫 和 他 的 学 生 在 1888 一 1914 年 
间 做 出 的 , 班 勒 卫 的 目的 主要 是 发 现 新 的 超越 函数 .他 研究 二 阶 
方程 
w = R(w’,w,z), 
其 中 R 是 w',w 的 有 理 函 数 ,也 是 z 的 解析 函数 . 如果 方程 只 有 
固定 奇 点 , 它 可 以 化 为 50 种 类 型 的 典范 方程 ,其 中 包括 线性 方 
程 . 黎 卡 提 方程 以 及 其 他 已 知 方程 .但 还 有 6 种 类 型 方程 不 能 化 
为 已 知 方程 ,其 解 也 不 能 由 已 知 超越 函数 表 出 ,这 6 种 类 型 方程 
被 称 为 班 勤 卫 方程 ,其 解 被 称 为 班 勒 卫 超越 函数 . 其 方程 的 典范 
形式 可 以 写成 如 下 形式 (a,B,Y,6 是 任意 复数 ) 
(1)w =6w? +z; 


(2)w =2w 3 + a0+a; 
了 了 
fH 2 6 
(3)w = t+e(awi+pB)+e (+ ,B60; 


12 
(Ow = dt) w+ 
w (w-1) B 
+ (etl) 


aw + 
C4 Ww 


(5)w = w?( 1 + 1 ) 


2w w-l!l 


wf (w+l). 
< + -1 » 
， w /1 1 1 1 1 1 , 
(6)w'= 2 (二 + -| Z + 
w(w —1)(w— 2z) Z z 一 ] z(z—-1) 
+ zz—1} (erB+y +) 
这 些 结果 首先 由 班 勒 卫 在 1900 一 1902 年 间 得 到 的 ,他 实际 上 只 
确定 了 前 三 种 类 型 .他 的 学 生 继 续 补 充 .改进 他 的 结果 而 最 终 达 
到 完备 化 ,其 中 ,特别 是 冈 比 埃 (Bertrand Gambier,1879 一 1954) 在 


1910 年 发 表 的 论文 中 ,对 一 阶 ,二 阶 无 可 移 奇 点 方程 作 了 总 结 . 


+Y 
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1.7 微分 方程 定性 理论 {1880 一 1930) 


绝 大 部 分 微分 方程 是 不 可 能 用 明显 的 函数 甚至 积分 的 形式 
解 出 来 的 ,特别 是 非 线性 方程 及 方程 组 .对 微分 方程 的 研究 大 致 
沿 着 两 个 方向 发 展 , 一 是 对 于 具体 的 方程 求 出 近似 解 及 数值 解 ， 
由 此 发 展 出 许多 行 之 有 效 的 方法 ;二 是 定性 方法 , 即 在 没有 具体 
解 出 的 情况 下 ,由 方程 本 身 出 发 也 可 以 获得 方程 的 解 的 一 些 重 
要 信息 . 庞 加 莱 对 这 两 个 方向 都 做 出 了 巨大 的 贡献 . 

微分 方程 定性 理论 是 庞 加 莱 首 先 创 立 的 ,他 分 别 于 1881 
年 ,1882 年 ,1885 年 ,1886 年 在 一 组 以 《微分 方程 所 定义 的 积分 
曲线 》 为 题 的 4 篇 论文 中 ,系统 地 建立 了 这 个 理论 .他 在 文章 中 
清楚 地 阐述 了 自己 的 思想 : 

“因此 很 有 必要 研究 微分 方程 所 定义 的 函数 本 身 ,而 不 谋求 
把 它 简化 为 更 简单 的 函数 ,正如 对 代数 函数 ,过 去 试图 简化 为 根 
式 , 而 现在 则 直接 研究 ……” 

“因此 发 现 微分 方程 (的 解 ) 的 性 质 是 极为 有 兴趣 的 问题 .在 
这 方面 已 经 迈 出 了 第 一 步 , 即 在 平面 上 一 点 的 邻 域 ( 局 部 地 ) 研 
究 给 它 函 数 .今天 问题 是 在 全 平面 上 大 范围 地 研究 这 个 函数 .” 

“一 个 函数 的 完全 研究 包含 两 部 分 :一 是 定性 的 部 分 ,或 者 
对 该 函数 所 定义 的 曲线 的 几何 研究 ,二 是 定量 的 部 分 ,或 者 对 该 
函数 的 值 进行 数值 计算 .例如 在 研究 代数 方程 时 ,开始 利用 斯 图 
姆 定理 求 出 实 根 数 目 , 这 就 是 定性 部 分 ,然后 再 计算 这 些 根 的 数 
值 ,这 就 构成 对 函数 的 定量 研究 .” 

他 的 论文 分 为 五 个 部 分 : 

(1) 奇 点 附近 积分 曲线 的 几何 拓扑 结构 ; 

(2) 奇 点 的 指数 和 奇 点 的 整体 分 布 ; 
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(3) 极 限 环 问题 ; 

(4) 环 面 上 的 积分 曲线 ; 

(5) 空 间 周 期 解 的 存在 . 

庞 加 莱 的 目的 是 要 寻求 解决 下 列 问题 : 解 是 否 描绘 出 一 条 
封闭 曲线 ? 是 否 总 是 处 于 平面 某 一 区 域 之 内 ? 总 之 , 解 是 稳定 
的 还 是 不 稳定 的 ? 

庞 加 莱 研 究 的 方程 由 简 到 繁 ,开始 他 研究 方程 

dx _ dy 
Pr 0 
的 解 , 其 中 P,Q 是 x,y 的 解析 函数 ,最 简单 的 当然 是 %,Y 的 多 
项 式 ,他 只 研究 实 系数 的 情形 . 庞 加 莱 发 现 ,在 决定 解 (在 (x,y) 
平面 上 表现 为 轨 线 ) 的 类 型 和 解 的 行为 时 ,微分 方程 的 奇 点 起 着 
决定 性 的 作用 . 所谓 奇 点 ,就 是 使 已 与 0 同时 为 0 的 点 .他 把 
P,Q 展 成 者 级 数 
P(x,y)=a(x -a)+axy- B+ 
Q(x,y)= bx -a)+ by -B+ 
aly 42,b1,b2 不 全 为 0, 然 后 他 解 特征 方程 
Q1 一 从 a2 
bi bs—A 
的 根 , 根 据 根 41,32 的 不 同 ,他 把 一 阶 奇 点 分 成 三 类 ,并 指出 奇 
点 附近 原 微分 方程 的 解 的 性 质 : 

(1) 结 点 (noeud) ,为 ,为 同 号 实 根 ,这 时 从 结 点 附近 出 发 的 
轨 线 都 无 限 趋 近 它 ; 

(2) 鞍 点 (col) ,1, 为 异 号 实 根 ,这 时 从 鞍点 附近 出 发 的 轨 
线 中 有 两 条 趋 近 它 ,两 条 远离 它 ,其 余 的 以 这 4 条 分 界线 为 渐 近 
线 . 
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(3) 焦 点 (foyer) ,入 ,为 共 思 复 数 a + 这, 这 时 轨 线 螺旋 式 
趋 近 或 远离 焦点 , 当 a =0 时 ,焦点 退化 为 中 心 . 

他 还 定义 了 奇 点 的 指数 ,研究 了 奇 点 附近 解 的 稳定 性 问题 . 

接着 他 研究 闭 轨 线 , 即 当 ,2 = +i8 时 ,中 心 周 围 为 闭 轨 
线 所 围绕 ,特别 是 引信 极 限 环 的 概念 ,所 谓 极限 环 就 是 孤立 的 闭 
轨 线 .根据 极限 环 附近 的 解 的 性 质 , 他 把 极限 环 分 为 稳定 的 、 不 
稳定 的 及 半 稳 定 的 三 类 ,并 提出 了 极限 环 的 存在 定理 .他 的 研究 
成 为 后 来 研究 的 出 发 点 .关于 奇 点 的 研究 ,瑞典 数学 家 本 狄 克 逊 
在 1901 年 发 表 题 为 《微分 方程 定义 的 曲线 》 的 论文 ,讨论 了 庞 加 
莱 未 曾 讨论 的 奇 点 ,得 出 闭 轨 线 存在 的 判 据 . 而 由 庞 加 莱 开 始 的 
极限 环 研究 , 虽 经 历 了 曲折 的 过 程 ,至 今 仍然 结果 很 少 .极限 环 
中 的 主要 问题 包括 :存在 性 问题 稳定 性 问题 \ 个 数 问题 及 相互 
位 置 问题 .关于 极限 环 存在 的 判 据 , 庞 加 莱 证 明 一 个 闭 轨 线 是 极 
限 环 的 一 个 必要 条 件 是 其 内 包括 的 奇 点 指数 之 和 为 1. 本 狄 克 
撑 在 1901 年 还 提出 否定 性 判 据 :在 相 平 面 的 单 连通 区 域内 , 若 


下 + 信 不 变 号 , 则 其 中 没有 闭 轨 线 (当然 也 没有 极限 环 ).1923 
年 杜 拉克 (Henri Claudius Rosario Dulac, 1870 一 1955) 把 上 述 判 据 


进一步 推广 ,在 相 平面 的 半 连 通 区 域内 , 若 22 生生 人 玫 
不 变 号 , 则 其 中 没有 闭 轨 线 ,其 中 p( xz,y ) 是 任意 有 一 阶 偏 导数 
的 函数 . 

希 尔 伯 特 在 1900 年 第 二 届 国际 数学 家 大 会 上 提出 了 23 个 
问题 ,其 中 第 16 个 问题 的 第 一 部 分 是 求 微分 方程 


dy _ P(x,7) 
dx Qn(%,Y) (13) 


的 极限 环 的 最 大 数目 5, 和 位 置 ,其 中 P,, 0, 为 次 数 <n 的 多 
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项 式 . 1923 年 杜 拉克 证 明 方程 (13) 的 极限 环 数目 有 限 , 这 是 向 解 
决 希 尔 伯 特 问题 迈 出 的 第 一 步 .不 过 60 年 之 后 , 发现 其 证 明 有 
漏洞 ,完整 的 证 明 最 终于 1987 年 才 完 成 . 


2 偏 微分 方程 


2.1 一 阶 偏 微分 方程 


一 阶 偏 微分 方程 的 研究 与 常 微分 方程 及 二 阶 偏 微分 方程 不 
太一 样 ,一 开始 它 的 实际 背景 并 不 清楚 .到 19 世纪 ,特别 是 由 于 
动力 学 方程 被 化 为 一 阶 偏 微分 方程 , 它 的 研究 才 受 到 重视 ,并 取 
得 巨大 进展 . 它 的 发 展 大 致 可 分 为 五 个 阶段 : 

(1)1740 一 1770 年 ,主要 是 一 些 特殊 的 方程 求解 问题 . 

(2)1770 一 1840 年 ,主要 是 拉 格 朗 日 提出 系统 方法 ,以 后 经 
普法 夫 , 柯 西 到 雅 可 比 ,逐步 把 一 阶 偏 微 分 方程 化 为 求解 常 微分 
方程 组 的 问题 . 

(3)1840 一 1870 年 , 雅 可 比 引入 全 新 的 方法 ( 雅 可 比 第 二 方 
法 ) ,建立 雅 可 比 理论 . 

(4)1870 一 1930 年 ,S. 李 发 展 变换 群 理论 . 

(5)1930 年 以 后 ,由 于 嘉 当 的 工作 ,把 外 微分 形式 法 变 成 解 
决 理论 及 应 用 问题 的 主要 工具 ， 

最 一 般 的 n 变 元 一 阶 偏 微分 方程 可 以 表 为 

Jr (1) 


其 中 
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早期 最 简单 的 二 变 元 情形 , 常 记 作 
f(x,y,2,p,q), 
其 中 


gz 
Pp 二 Ox 9 g 二 37- 
1840 年 左右 ,两 种 形式 的 一 阶 偏 微分 方程 几乎 同时 出 现 ,一 种 
是 如 上 的 所 谓 偏 导数 方程 ,这 在 欧 拉 1734 一 1735 年 的 著作 (1740 


年 发 表 ) 中 已 经 遇 到 ; 另 一 种 是 克 菜 洛 在 1739 年 把 常 微 分 方 
程 


Pdx + Qdy=0 

推广 成 
Pdx + Ody + Rdz =0, (2) 

并 研究 其 可 解 条 件 . 他 证 明 方程 (2) 存 在 一 族 解 

V(x,y,z2)=C 
的 条 件 是 

P(30 -37) + O34 37) =R. 

这 是 第 一 个 可 积 条 件 的 例子 ,其 后 为 雅 可 比 . 克 菜 布什 、 弗 罗 宾 
尼 乌 斯 等 人 加 以 推广 . 


一 般 的 线性 方程 很 快 就 得 到 了 解决 . 1768 年 达 兰 贝尔 解决 
了 常 系数 方程 的 问题 ,1776 年 拉 普 拉 斯 及 拉 格 朗 日 独立 求解 线 
性 方程 


Pp+ 0g=R. (3) 
拉 格 朗 日 引入 齐 次 方程 
PHL+0F+RI=0, (4) 


并 证 明 , 如 果 
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u(x,y,2)=C 
是 方程 (3) 的 解 , 则 
f= u(x,y,2) 
是 方程 (4) 的 解 ,反之 亦 然 .同时 ,方程 (4) 又 与 常 微分 方程 组 
==¥ (5) 
有 关 , 即 如 果 
u(x,y,2)= CI 
v(x,y,z)= C2 
是 方程 组 (5) 的 解 , 则 
f=u(x,y,2), 
f=v(x,y,z) 
是 方程 (4) 的 两 个 独立 解 ,反之 亦 然 . 由 此 
u(x,y,2)= Cl1， 
v(x,y,2)= C2 
是 原 偏 微 分 方程 (4) 的 解 , 且 
DBD(u,v)=C 


是 其 通 解 ,这 里 @ 为 u,v 的 任意 函数 .该 论文 于 1779 年 发 表 ， 
给 出 证 明 的 概要 ,1785 年 给 出 详细 的 证 明 . 1781 一 1787 年 , 拉 格 
朗 日 进而 把 两 个 变 元 推广 到 多 个 变 元 ,其 工作 的 重要 意义 在 于 
把 解 一 阶 偏 微分 方程 的 问题 化 为 解 常 微分 方程 组 的 问题 ,这 成 
为 其 后 发 展 的 一 条 主要 线索 . 

从 历史 上 看 ,似乎 当时 对 线性 及 非 线 性 之 间 的 差别 的 认识 
并 不 清楚 , 欧 拉 在 《积分 法 导 引 )》 第 三 卷 (1770) 中 ,讨论 了 二 变 元 
一 阶 偏 微分 方程 . 拉 格 朗 日 在 仔细 研究 了 欧 拉 的 工作 后 ,大 大 地 
加 以 改进 及 推广 ,得 出 一 般 的 漂亮 结果 .由 
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f(x,y,z,p,q9)=0, 


他 解 出 9 ,得 出 
g= Q(x,y,7z,p), 
它 同 
p= P(x,y,z) 
有 无 穷 多 公共 积分 曲面 ,这 样 
dz- pdx — gdy 


乘 上 积分 因子 M(x,y,z) 后 ,成 为 恰当 微分 dN. 为 此 ,应 满足 可 
积 条 件 


3M _ _ 3(M,) 
Ox 9z ， 
aM _ _ 9(M,) 
ay ”az )’ 


由 这 三 个 方程 消去 3 及 52 ,得 出 
9 9 9 
-9p +g 0. 
由 4 = Q(x,y,z,p) 消 去 gq, 得 到 线性 方程 
-0, P+ +(0- p03 -0+p0.=0, 
从 而 把 非 线性 方程 化 为 线性 方程 
拉 格 朗 日 不 仅 提出 一 阶 偏 微分 方程 的 解法 ,而 且 早 在 1774 
年 还 提出 一 些 基本 概念 .他 称 任 一 包含 两 个 任意 常数 的 解 
V(x,y,z2,4a,b6)=0 (6) 
为 完全 积分 (intégrale complate) 或 完全 解 , 当 a, 5 有 某 种 关系 时 ， 
b= @(a), 可 以 得 到 单 参数 族 解 曲面 ,其 包 络 被 称 为 通 积分 
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(generale) , 它 可 由 
V(x,y,z,0, DP(a)) =0， 


消去 a 得 出 ,将 方程 组 
V(x,y,z,a,b)=0, 


消去 a,b 后 ,得 出 的 解 被 称 为 奇异 积分 . 

1784 年 巴黎 科学 院 提 出 大 奖 问 题 , 求 解 一 般 的 一 阶 偏 微分 
方程 . 除 拉 格 朗 日 的 上 述 研 究 外 ,只 有 法 国 数学 家 夏 尔 比 (Piere 
Chamit,? 一 1785) 进 行 研究 ,他 把 两 个 独立 自 变 元 问题 化 为 常 
微分 方程 组 (1784) ,但 与 拉 格 朗 日 的 方法 没有 本 质 的 不 同 .他 们 
企图 推广 到 多 个 变 元 ,但 没有 成 功 . 直 到 1819 年 , 柯 西 才 首 先 取 
得 成 功 . 

夏 尔 比 的 手稿 到 20 世纪 初 才 被 发 现 ,其 中 的 内 容 实际 上 是 
在 拉克 鲁 瓦 的 《 微 积分 通论 ) 第 2 卷 第 2 版 (1814) 中 透露 出 来 
的 .同样 ,普法 夫 首 先 把 一 阶 偏 微分 方程 的 积分 推广 到 大 于 两 个 
变量 的 情形 .值得 注意 的 是 ,他 并 没有 沿 着 法 国人 的 道路 ,而 是 
继续 欧 拉 的 形式 分 析 方 法 ,也 就 是 把 未 知 函 数 的 偏 导数 z,,…， 
ze 也 看 成 独立 变量 . 普法 夫 在 1814 一 1815 年 向 柏林 科学 院 提 
出 60 页 的 长 篇 论文 《完全 积分 任意 多 变 元 一 阶 偏 微分 方程 的 一 
般 方 法 》( Methodus gene-ralis , aequationes differentiarum partialium, 
nec non aequationes differentia vulgares, utrasque primi ordins, inter 
quoteumgque variabiles , complete integrandi ) ,该 文 在 7 页 的 历史 引 论 
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之 后 ,研究 了 14 个 问题 及 其 解法 .第 1 个 问题 是 三 个 变量 的 仿 
微分 方程 的 完全 积分 .第 2 个 问题 是 把 任意 四 变量 一 阶 偏 微分 
方程 化 简 成 三 变量 方程 ,再 把 三 变量 方程 化 简 成 两 个 方程 的 方 
程 组 加 以 积分 .第 3 个 问题 是 把 五 变量 一 阶 常 微分 方程 通过 三 
个 方程 的 方程 组 加 以 积分 .第 4~ 6 个 问题 分 别 是 将 第 1 ~ 3 个 
问题 中 的 变量 数 加 1. 第 7~9 个 问题 再 进一步 ,第 10、11 个 问题 
更 进一步 ,这 样 可 看 出 一 般 方法 来 .因此 ,第 12 ~ 14 个 问题 对 变 
量 的 数目 就 不 再 加 以 限制 了 . 
我 们 遵照 普法 夫 的 记号 ,把 
gz 


2 9Xi 
” 记 作 pi, 他 把 p, 解 出 来 ,方程 变 成 
Pn = P(CxlyX2，…，Xny Zs DI ,Pa2，…Pn_1) ， 
他 把 方程 约 化 为 等 价 形式 
dz — pidx1— padx2—*"* — pan-1d%xn 1 

— P(X1, Xa, ns zs D1s Pp2s""* spn 1) den 

+ Oidpi + **… + 0,_1dpn-1=0. 
于 是 ,他 考虑 更 一 般 的 全 微分 方程 

Ai(y1s™, YE) dy + + Agn(y1,°", Yi) dy =0, (7) 

其 中 =2n. 通 过 变量 代 换 ,他 把 它 化 为 2n -1 个 变量 的 同样 形 
式 的 方程 ,他 注意 到 这 种 化 简 只 有 在 偶数 情况 下 才 可 以 ,但 未 加 
以 证 明 . 对 于 上 为 奇数 (2n - 1) 情形 ,普法 夫 利 用 另 一 种 方法 把 
它 化 简 为 2n - 2 个 变量 的 同样 形式 的 方程 . 在 这 种 情况 下 ,最 
后 可 以 得 出 yy 及 一 个 任意 函数 的 个 关系 式 .对 于 方程 
(7), 即 含有 Xl;%29 ;nz9p1，"… ;Pn-1 及 一 个 任意 泡 数 的 n 个 
关系 式 , 由 这 些 关 系 式 ,消去 p1,…, P,_ 1 后, 即 得 出 道 解 . 


第 10 章 ”微分 方程 337 


这 样 ,普法 夫 原 则 上 解决 了 方程 (7) 的 积分 问题 ,不 过 在 变 
量 数 由 2n 降 至 2n - 1 的 过 程 中 ,必须 解 一 个 2n - 1 阶 常 微分 
方程 组 ,因此 整个 过 程 要 解 n 个 常 微分 方程 组 . 普法 夫 没 有 谈 
到 这 些 常 微分 方程 组 的 可 解 性 及 其 与 原 方程 (7) 的 完全 可 解 性 
的 关系 ,因此 ,他 的 方法 后 来 由 于 柯 西 及 雅 可 比 的 更 完备 的 工作 
而 不 再 被 人 们 提起 .不 过 ,他 的 名 字 却 因为 他 首先 引进 全 微分 方 
程 (7) 而 永 垂 史册 ,普法 夫 方程 及 普法 夫 问题 至 今 仍 是 数学 家 热 
心 研究 的 领域 . 

柯 西 开始 研究 一 阶 偏 微分 方程 的 积分 问题 时 ,还 不 知道 普 
法 夫 的 工作 ,但 他 在 1819 年 发 表 的 论文 4 关于 多 个 变 元 一 阶 偏 
微分 方程 的 积分 的 注 记 》 中 声称 ,他 的 方法 与 普法 夫 的 方法 不 
同 .实际 上 ,他 只 考虑 2 个 和 3 个 变 元 的 方程 ,他 指出 对 一 般 情 
形 没有 困难 .他 用 的 是 安培 在 1815 年 引入 的 变量 代 换 法 ,例如 

x=x, y=7y(u,x), 
然后 把 方程 的 解 化 归 为 一 个 常 微分 方程 组 


dx; dz dp; 


一 -一 -L 
af & 39f _ af af 
9p; Pt aps 9% 9z8 


的 积分 ,而 不 是 普法 夫 的 n 个 常 微分 方程 组 ,而 且 他 还 用 蒙 日 
的 特征 线 理 论 造 出 解 来 .不 过 他 的 论文 由 于 发 表 在 一 个 不 知名 
的 刊物 上 而 没有 受到 注意 .1841 年 他 又 发 表 一 篇 论文 ,论述 自 
已 的 方法 .不 过 , 雅 可 比 早 在 1827 年 已 独立 发 展 普法 夫 的 理论 ， 
形成 自己 的 “第 一 方法 ”. 他 从 普法 夫 得 到 的 nn 个 常 微分 方程 组 
(8) 中 的 第 一 个 出 发 ,积分 后 得 出 2n 个 独立 积分 


Ui x1 Xn Pp1 P22,°"' Pn) = ai, i=1,2,",2n-1, 


(i,J=1,2,.…,n) (8) 


f x1 Kas Zs P13 D2 » Dn) =0， 
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然后 ,他 取 wi，…, wz2s-1;z 为 新 变 元 .从 这 点 起 ,他 的 方法 不 同 
于 普法 夫 . 关 键 是 通过 一 次 变量 替换 把 2n 个 变 元 的 方程 变 成 
个 变 元 的 方程 . 这 个 反映 在 1837 年 的 论文 中 的 想法 ,是 对 哈密 
尔 顿 在 1834 一 1835 年 的 论文 中 提出 的 想法 的 推广 , 雅 可 比 称 之 
为 哈密 尔 顿 方法 的 一 般 化 .1842 一 1843 年 ,他 在 哥 尼斯 堡 大 学 讲 
授 动力 学 时 ,再 一 次 论述 他 的 第 一 方法 .他 的 著名 讲义 《动力 学 
讲义 》( yorlesungen uber Dynamik) 在 他 去 世 后 ,由 克 菜 布什 于 1866 
年 编辑 出 版 . 

再 看 雅 可 比 第 二 方法 . 雅 可 比 第 一 方法 把 积分 一 阶 偏 微 分 
方程 的 问题 化 为 积分 常 微分 方程 组 的 问题 ,而 哈密 尔 顿 一 雅 可 
比 的 动力 学 理论 又 把 动力 学 方程 由 常 微分 方程 组 化 为 一 阶 偏 微 
分 方程 .这 样 一 来 ,无 形 中 是 个 循环 .因此 , 雅 可 比 还 是 要 求 一 个 
直接 求解 一 阶 偏 微分 方程 的 方法 . 早 在 1827 年 他 已 经 指出 ,“ 还 
没有 方法 把 拉 格 朗 日 的 方法 推广 到 多 个 变 元 上 ”. 不 晚 于 1838 
年 ,他 实现 了 这 个 目标 .不 过 ,他 的 1838 年 手稿 经 克 莱 布 什 整 
理 ,直到 1862 年 才 发 表 . 

第 二 方法 大 意 如 下 : 求 

f(xis xiayzypi pa pn)=0， 
不 失 一 般 性 , 它 可 表 为 

folx1s x2s°"* ,Kas 2, pi1s Ppa" pn) =0. 
它 同 要 求 的 p1,…, pa 之 间 的 另外 n -1 个 关系 式 

大 (zy2 "Kn 2sp1ls spn) = hi,i=1,2,,n—1 
(其 中 天 为 任意 常数 ) 联 立 起 来 ,可 把 p; 解 出 来 并 表示 成 x1， 
…, xa 的 函数 ,使 得 
pidxi+ padx2 + °° + pndxn 
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为 全 微分 , 则 这 个 全 微分 的 积分 即 所 求 的 完全 积分 . 雅 可 比 证 
明 ,上 述 微分 形式 为 全 微分 的 充分 上 且 必 要 条 件 为 


nan 9f:9 gf:9 
J 0 0 nl. 


GE | 9xi9p 9p19%Xl 


牙 可 比 通过 这 (三 ~ 呈 个 条 件 来 求 太 …, 大 -因为 已 知 ,由 一 
阶 线性 偏 微分 方程 

(fo,fi)=0 
可 解 出 万 来 ,再 由 

(AN)=0， 

(AP)=0 
解 出 广 来 ,如 此 下 去 , 即 可 分 别 得 出 有 i, 及,…, 太 -1. 在 这 个 过 程 
中 ,他 得 出 雅 可 比 恒等式 

(jp;8))+(pEPD)+(gCPp))=0 
这 个 方法 开辟 了 一 个 全 新 的 方向 .实际 上 ,他 已 经 接近 切 触 变换 
及 无 穷 小 变换 的 概念 .这 些 理论 在 他 的 论文 及 讲义 发 表 后 不 久 ， 
便 由 S, 李 明确 地 表述 出 来 . 
从 历史 上 讲 , 雅 可 比 的 一 阶 偏 微 分 方程 理论 及 动力 学 理论 
在 发 表 之 前 ,通过 他 的 学 生 以 及 他 同 刘 维尔 等 人 的 通信 而 为 数 
学 界 知道 一 些 ,不 过 其 丰富 的 内 容 并 不 为 人 所 知 .因此 , 刘 维 尔 、 
奥 斯 特 治 格拉 德 斯 基 等 重新 发 现 其 中 一 些 结果 ,当然 这 也 在 意 
料 之 中 .不 过 ,他 的 结果 一 发 表 , 立 即 引起 世人 的 密切 注意 ,从 而 
推动 该 理论 更 上 一 个 新 台阶 
S. 李 主要 以 李 群 ,更 确切 地 说 ,是 连续 变换 群 而 知名 .但 在 

他 1874 年 首先 发 表 变换 群 理论 之 前 ,对 于 几何 和 一 阶 偏 微分 广 
程 理论 已 经 做 出 贡献 ,而 且 它们 也 是 变换 群 的 基础 和 出 发 点 ， 
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S$: 李 的 切 触 变换 理论 首先 在 1870 年 用 挪威 文 发 表 了 大 纲 ， 
其 后 在 1871 年 和 1872 年 分 别 用 挪威 文 和 德 文 发 表 了 详细 的 内 
容 .1872 年 他 开始 研究 并 发 表 一 阶 偏 微分 方程 的 理论 ,并 提出 
一 阶 方程 局 部 等 价 问题 的 解 .其 后 他 也 发 表 一 些 方程 的 理论 ,但 
主要 方向 集中 于 连续 变换 群 .在 他 与 恩格尔 ( Friedrich Engel, 
1861 一 1941) 合 著 的 《变换 群 理论 ?中 ,从 第 开卷 (1890) 起 大 部 分 
篇 幅 实际 上 是 讨论 切 触 变换 及 一 阶 偏 微分 方程 理论 的 ,其 后 在 
同 谢 弗 斯 (Georg Scheffers, 1866 一 1945) 合 著 的 《具有 已 知 无 穷 小 
变换 的 微分 方程 讲义 》(1891) 及 《 切 触 变 换 的 几何 学 》(1896) 等 
著作 中 更 系统 地 加 以 论述 . 

S. 李 作为 一 个 富有 创造 性 的 数学 家 , 同 克 菜 因 一 样 , 对 于 前 
人 (及 同时 代 人 ) 的 著作 怀 有 历史 家 的 兴趣 并 且 非 常 仔细 地 销 
研 .在 他 的 著作 及 信件 中 有 许多 对 前 人 工作 的 评注 .他 通晓 欧 
拉 , 拉 格 朗 日 、 蒙 日 .普法 夫 、 哈 密 尔 顿 , 普 吕 克 尔 特别 是 雅 可 比 
的 工作 .但 他 自己 所 发 展 的 最 主要 的 是 几何 的 直观 ,其 中 特别 是 
“一 般 空间 元 素 ” 的 观念 ,他 把 这 种 观念 归 之 于 普 昌 克 尔 ,但 他 的 
用 法 要 广 得 多 .他 首次 引进 一 般 空间 元 素 的 流 形 的 概念 ,并 且 应 
用 于 方程 及 其 解 . 

以 两 个 变 元 的 偏 微分 方程 

f(x,y,2,p,9)=0 (9) 

为 例 , 在 S: 李 之 前 ,数学 家 们 都 是 在 三 维 坐 标 空 间 Ri 中 考虑 问 
题 的 ,而 S" 李 把 (x,y,z,p,g) 看 成 R 中 的 一 点 ,方程 (9) 构 成 
R 中 的 一 个 四 维 流 形 M4. S' 李 指出 , 求 方程 (9) 的 积分 就 是 定 
出 所 有 流 形 Mi(E>2) 
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X= X(t ,te), 

y=y(t, 

z= z(t ,tt), 

p=p(ti,"" ,4), 

g= q(ti,",t), 
其 上 的 点 满足 方程 (9) 及 条 件 

dz- pdx - gdy =0. 

S. 李 证 明 ,方程 (9) 的 积分 可 以 归结 为 只 求 二 维 流 形 MM, 即 可 . 
这 样 ,他 把 求解 一 阶 偏 微分 方程 的 问题 化 为 流 形 的 约 化 问题 . 

为 了 解决 这 个 问题 ,他 继而 考虑 通过 一 些 等 价 变换 把 方程 

化 简 , 从 而 得 出 切 触 变换 的 观念 .如 上 例 ,R” 中 的 切 触 变换 为 

x =X (x,y,2,pq), 

‘=y (x,y,2,p,9), 

z =z(x,y,2,p,9), 

Pp’ =p (x,y,z,p,9), 

gq = q(x,y,2,p,9), 
恒 满足 

dz —p'dx’ -gdy =po(dz -pdx— gdy), 

其 中 p 为 处 处 非 零 的 函数 . 显然 它 保持 相 切 性 不 变 . 经典 的 勒 
让 德 变换 及 安培 变换 都 是 其 特殊 情形 . 

有 了 人 切 触 变换 之 后 ,S: 李 证 明 通 过 切 触 变换 可 以 把 一 阶 偏 
微分 方程 化 简 成 任何 特殊 的 方程 ,例如 ,一 阶 偏 微分 方程 (9) 可 
化 简 为 方程 

z=0. 
他 的 积分 流 形 理论 实际 上 就 是 拉 格 朗 日 理论 . 沿 着 这 条 道路 ,他 
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发 展 了 一 般 方法 ,其 中 包括 柯 西 及 雅 可 比 第 二 方法 为 其 特例 . 
2.2 二 阶 数 学 物理 方程 


(1) 通 论 . 

在 19 世纪, 对 偏 微分 方程 的 研究 与 常 微分 方程 截然 不 同 . 
在 1880 年 以 前 ,基本 上 没有 什么 系统 的 偏 微分 方程 理论 ,当时 
的 目标 主要 是 求解 3 种 类 型 的 二 阶 数 学 物理 方程 , 即 


= 0， (10) 


2 
Du=s 人 2- SL- < 过 =-0， (11) 


=0. (12) 


其 中 (10) 型 方程 被 称 为 拉 普 拉 斯 方程 , 它 的 解 被 称 为 调和 函数 ， 
其 物理 意义 是 位 势 , 故 (10) 型 方程 也 被 称 为 位 势 方程 ,这 类 方程 
属于 椭圆 型 方程 .从 18 世纪 80 年 代 起 ,数学 家 们 开始 进行 系统 
的 研究 ,并 得 出 勒 让 德 函 数 ,整个 19 世纪 围绕 着 对 (10) 型 方程 
的 研究 形成 了 位 势 理 论 . 

(11) 型 方程 被 称 为 双 曲 型 方程 ,也 被 称 为 波动 方程 ,是 最 早 
提出 的 方程 ,在 声学 .光学 理论 中 有 着 重要 应 用 .但 由 于 求解 的 
困难 , 双 曲 型 方程 的 研究 进展 不 大 ,而 且 它 的 特性 与 椭圆 型 . 抛 
物 型 方程 截然 不 同 ,因此 理论 上 往往 分 开 讨 论 . 

(12) 型 方程 被 称 为 抛物 型 方程 ,包括 热传导 方程 .扩散 方程 
等 ,在 19 世纪 初 才 提出 来 ,并 很 快 得 到 解决 .整个 工作 几乎 是 伟 
立 叶 一 手 完成 的 .他 在 求解 热传导 方程 的 过 程 中 完成 了 三 项 伟 
业 . 第 一 是 引入 偏 微分 方程 的 分 离 变量 法 ,使 方程 简化 为 常 微 分 
方程 ;第 二 是 引 人 傅 立时 级 数 , 它 对 数学 有 着 无 比重 大 的 影响 ; 


第 10 章 微分 方程 343 


第 三 是 预示 格林 函数 及 基本 解 的 概念 ,这 在 100 年 后 成 为 偏 微 
分 方程 论 的 基础 . 

19 世纪 研究 的 椭圆 型 方程 中 还 有 两 类 重要 的 方程 ,一 类 是 
波 瓦 松 方程 ,也 就 是 非 齐 次 拉 普 拉 斯 方程 

Su= f(x), 
它 在 位 势 理论 中 有 着 重要 的 作用 . 另 一 类 是 赫 姆 霍 蒋 (Hermam 
Ludwig Ferdinand von Helmholtz,1821 一 1894) 方 程 
人 w+Apu=0, 

这 类 方程 在 18 世纪 已 经 在 薄膜 振动 方程 中 见 到 ,后 来 又 在 傅 立 
叶 的 热传导 研究 中 碰 到 . 其 中 4 作为 振动 频率 具有 重要 的 物理 
意义 ,可 以 说 是 偏 微分 方程 的 特征 值 问题 .除了 特殊 的 情形 外 ， 
关于 解 的 存在 性 ,直到 1885 年 才 由 施 瓦 茨 取得 突破 .他 证 明 在 
边界 上 w =0 的 条 件 下 ,最 小 频率 4 的 存在 性 ,而且 具 体 给 出 解 
法 .其 后 , 毕 卡 证 明了 4 的 存在 性 . 庞 加 莱 在 1894 年 取得 一 般 
结果 ,并 由 此 导向 积分 方程 的 研究 . 这 条 途径 最 后 导致 线性 泛 函 
分 析 的 诞生 . 

19 世纪 偏 微 分 方程 研究 的 重点 是 求解 问题 ,而 理论 问题 包 
括 解 的 存在 性 、 惟 一 性 问题 以 及 方程 的 分 类 问题 ,直到 19 世纪 
末 才 为 大 家 所 普遍 关注 . 柯 西 最 早 系统 地 研究 存在 性 问题 ,他 从 
1842 年 起 ,在 一 系列 论文 中 ,首先 把 二 阶 以 上 偏 微 分 方程 化 为 
偏 微分 方程 组 ,然后 通过 优 函 数 法 ,对 解析 系数 的 微分 方程 组 证 
明 解 的 存在 性 ,这 种 方法 他 称 之 为 “极限 演算 ”. 1875 年 柯 瓦 列 
夫 斯 卡 娅 完成 了 柯 西 的 存在 性 证 明 ,1898 年 古 尔 萨 又 改进 了 他 
们 的 工作 ,从 此 存在 性 证 明成 为 偏 微分 方程 研究 的 一 个 主要 方 
向 .二 阶 齐 次 方程 则 由 杜 布 瓦 - 瑞 蒙 在 1889 年 分 成 双 曲 型 . 椭 
圆 型 及 抛物 型 三 类 ,并 给 出 每 类 的 标准 形式 ， 
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(2) 波 动 方程 . 
波动 方程 是 形 如 
2 2 2 2 
| (13) 


的 二 阶 偏 微分 方程 ,也 是 最 早 研究 的 数学 物理 方程 . 1746 年 ,法 
国 数 学 家 达 兰 贝尔 首先 引进 固定 在 端点 x = 0,* =! 的 弦 振 动 
方程 


= (14) 


并 首先 通过 变 元 替换 及 分 离 变 元 法 ,得 出 通 解 
w=f(x+ct)+g(x— ct), 

其 中 f,g 为 待定 的 函数 ,通过 适当 的 边界 条 件 及 初始 条 件 
u(t,0)=0, w(ti,!l)=0, 


w(0,4)=f(x)， 名 | ,=0， 


他 得 出 解 
= 放 更 (of+Y) - 廊 B(c 4), (15) 


其 中 B 是 x 的 周期 函数 ,也 是 x 的 奇 函 数 . 他 把 这 解释 为 沿 着 
相反 方向 以 相同 速度 e 传播 的 波 的 倒 加 . 其 后 , 欧 拉 研 究 了 弦 振 
动 方程 ,把 解 的 观念 及 初始 曲线 扩大 到 非 解析 的 情形 , 即 导 致 不 
连续 的 函数 ,而 且 认 为 所 有 形 如 (15) 的 函数 都 是 方程 (14) 的 解 . 
丹尼尔 ' 伯 努 利 走 得 更 远 , 他 在 1753 年 的 论文 (1755 年 发 表 ) 中 
明确 指出 他 多 年 的 见解 , 即 任何 可 能 的 初始 曲线 均 可 表 成 


f(x)= Dasin 2 ， 


从 而 弱 振 动 方程 的 解 是 
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的 

. nnx nnct 

u(t,x)= Zansin 1 Cos 7 . 
n=1 


这 激 起 一 场 半 个 世纪 的 大 论战 ,其 本 质 是 傅立叶 展开 的 可 容许 
性 问题 . 

其 后 , 达 兰 贝尔 及 欧 拉 等 研究 了 密度 及 粗细 不 均匀 的 弦 振 
动 问题 ,通过 分 离 变 元 法 导致 常 微 分 方程 的 特征 值 问题 . 

对 于 两 个 空间 变 元 的 波动 方程 ,最 早 是 欧 拉 在 1759 年 开始 
研究 的 .在 1766 年 发 表 的 论文 中 ,他 得 出 矩形 鼓膜 0< x<a,0 
志 y<b 的 振动 所 满足 的 方程 , 即 


2 
2), (0 


z= v(x,y)sin( wt + A) 


表示 解 , 得 出 


其 后 ,他 考虑 圆 形 鼓膜 的 振动 ,首次 通过 极 坐标 把 (16) 变 成 
2 2 
竺 0 


并 通过 用 
z= u(r)sin(wt + A)sin(Bp + B) 
来 分 离 变 元 ,首次 得 出 u(r) 应 满足 的 贝 塞 尔 方程 . 
1759 年 欧 拉 在 柏林 科学 院 宣读 了 3 篇 论文 ,第 一 篇 论文 
《 论 声 的 传播 )(1766 年 发 表 ) ,导出 小 振幅 声波 y 的 一 维 传播 也 
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满足 方程 


其 中 g 是 重力 加 速度 ,h 与 压强 和 密度 有 关 . 第 二 篇 论文 讨论 
声音 沿 两 个 方向 传播 的 方程 及 圆柱 形 波 的 传播 方程 ,这 些 同 薄 
膜 振动 方程 类 似 , 因 此 求解 没有 困难 . 
同年 , 欧 拉 首次 得 出 声波 的 三 维 传播 的 波动 方程 
闻名 名 :如 ) 
ox Ke 
”Tox ary!a7’ 
其 中 x,y,z 表示 在 X,Y, 2 方向 的 振幅 或 位 移 分 量 ,并 给 出 平 
面 波及 球面 波 的 解 . 
1759 年 , 拉 格 朗 日 也 独立 地 对 柱 面 波 及 球面 波 进行 研究 ， 
并 同 欧 拉 进行 交流 . 1781 年 拉 格 朗 日 得 出 在 重力 作用 下 ,深度 h 
一 定 的 浅水 波 方程 满足 
2 2 
Sf- + SF), 
并 且 证 明 对 于 长 笛 , 声 音 的 驻 波 方程 是 一 维 波 动 方程 . 
1807 年 法 国 数学 家 波 瓦 松 研究 了 声波 的 三 维 传播 问题 ,给 
出 波 w(x,y,z,t) 满 足 的 方程 (13) 在 初始 条 件 
u(x,y,z,0) = po(x ,7y，z)， 


(18) 


(19) 
D4,y,5,0) = Bi(zyy 2 


的 整体 解 公式 , 即 


u(x,y,2,t) 


x | 2x 
= 和 | | PIC + dtsinpcosg,y + atsinpoos9,z + atcosg ) 
0 0 
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"atsinpdOdp + 本 | | gas + alsinpoeosg ,7 
+ dtsinpcos0 ,z+ dcosg)alsinpd0dp， 
波 瓦 松 的 解 实际 上 蕴含 着 惠 更 斯 原理 . 1856 年 , 刘 维 尔 证 明 波 
瓦 松 公式 对 方程 (13) 的 所 有 解 都 适用 . 1858 年 ,德国 伟大 的 物理 
学 家 及 生理 学 家 赫 姆 霍 茨 大 大 推动 波动 方程 理论 的 发 展 . 他 考 
虑 波动 方程 的 “ 单 色 " 解 v(x,y,z)ei, 波 的 强度 v(x,y,z) 满 足 
约 化 的 波动 方程 
Ow Ow dw 
EE 
这 一 方程 后 来 被 称 为 赫 姆 霍 茨 方程 . 1858 年 ,他 推广 位 势 理论 
中 的 格林 定理 到 这 个 方程 上 ,得 出 驻 波 解 , 它 可 以 看 成 拉 普 拉 斯 
算 子 的 特征 函数 ,方程 (20) 在 一 个 给 定 区 域内 一 点 P 处 的 解 o 


可 以 由 及 免 在 边界 上 的 值 给 出 , 即 


op)= | oad) | ,a (ee)a,, 
其 中 表示 P 到 边界 上 变 点 的 距离 ,n 表示 沿 曲 面 的 法 线 方向 . 
这 个 解 的 物理 意义 非常 清楚 ,v 是 作 谐 振动 的 气体 的 速度 势 , 这 
个 势 是 由 边界 上 的 源 及 偶 极 子 激发 的 ( 单 层 及 双 层 位 势 ) ,特别 
是 当 有 =0 时 , 赫 姆 霍 艾 方 程 就 归结 为 拉 普 拉 斯 方程 . 因此 ,他 
的 结果 概括 了 重力 . 热 . 声 . 光 、 电 ,人 磁 的 理论 ,也 为 后 来 麦克 斯 韦 
电磁 波 理论 莫 定 了 基础 . 德国 物理 学 家 基 尔 起 夫 (Gustav 
Kirchhoft, 1824 一 1887 ) 在 1876 年 出 版 的 《数学 物理 讲义 》 
( Vorlesungen uber Mathematische Physik ) 中 ,对 于 赫 姆 霍 芯 的 结果 
给 出 更 清晰 .更 严密 的 数学 表述 . 1882 年 , 基 尔 霍 夫 进一步 推广 
波 瓦 松 , 刘 维尔 及 赫 姆 霍 茨 的 结果 ,得 出 波动 方程 (18) 的 解 


kv =0， (20) 
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其 中 P( 约 表示 "在 时 刻 上 时 在 边界 上 任 一 点 (x,y,z) 处 的 值 ， 


而 (1) 表 示 5 在 时 刻 时 该 处 的 相应 值 . 它 建 立 了 惠 更 斯 原理 
的 强 形式 ,也 就 是 在 任何 点 P(x,y,z, 1) (1 > 0) 附 近 的 方程 
(18) 的 解 完全 由 当 :=0 时 w 及 w 在 通过 P 的 特征 超 锥 面 上 仿 
球面 妈 + 庆 + 于 = cx 的 区 域内 的 值 所 决定 . 

对 于 柱 面 波 , 即 
的 解 ,1894 年 由 意大利 数学 家 沃 尔 泰 拉 得 出 . 值得 注意 的 是 , 强 
形式 的 惠 更 斯 原理 在 此 不 成 立 . 

对 于 波动 方程 ,两 个 最 重要 的 概念 是 波 面 及 特征 面 ,这 是 柯 
西 在 1847 年 最 早 引 进 的 ,他 特别 造 出 特征 (characteristic) 这 个 
词 .他 把 特征 面 定义 为 由 特征 方程 表示 的 曲面 , 即 用 x,y,z, 


分 别 取 代 偏 导数 六 ,3 ,让 ,于 后 所 得 的 方程 s(x,y7,z,y) =0. 


对 于 双 曲 型 方程 , 黎 曼 在 1858 年 取得 重大 突破 ,他 具体 求 
出 疗 断 解 的 形式 ,这 是 一 篇 关于 声波 的 论文 . 无穷小 振幅 的 声波 
传播 问题 早已 解决 , 黎 曼 考虑 一 维 有 限 振幅 的 情形 . 黎 曼 假定 气 
体 压强 p 以 一 种 确定 关系 依赖 于 其 密度 o, 他 证 明 初 始 扰动 分 
裂 为 两 个 波 : 压 缩 波 与 膨胀 波 . 在 传播 过 程 中 ,压缩 波 被 压缩 得 
越 厉害 , 波 速 增加 得 就 越 快 .这 样 ,有 限 振幅 的 波 在 传播 中 ,波形 
不 改变 ,而 且 形 成 速度 的 间断 ,这 就 是 激 波 . 黎 曼 不 仅 从 理论 上 
证 明 激 波 的 存在 ,而 且 在 数学 上 提供 了 新 的 方法 ,他 解 的 是 满足 
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一 定 初 值 条 件 的 二 元 波动 方程 


2w ( 实 ow) -0 
gras mar+raj) = 


他 引进 共 轿 方程 


dv om. dm _0 
arast Dr + 9s = 


且 ，” 满足 一 定 的 条 件 .这 个 共 斩 方 程 一 般 较 容易 求解 ,得 出 的 解 
被 称 为 黎 曼 函数 . 黎 曼 还 得 到 联系 w 及 v 的 公式 ,这 样 原来 方 
程 的 解 即 可 得 出 . 黎 曼 的 方法 后 来 为 克 里 斯 托 菲 尔 等 人 所 推广 . 

克 里 斯 托 非 尔 看 到 笋 曼 的 论文 之 后 ,立即 认识 到 这 篇 论文 
的 意义 ,并 在 1859 一 1860 年 度 的 《物理 学 进展 》 中 加 以 评价 . 1877 
年 ,他 把 黎 曼 的 一 维 等 炉 气 流 中 的 激 波 推广 到 三 维 完全 流体 中 
的 (一 阶 ) 不 连续 面 传播 . 在 另 一 篇 论文 中 ,他 把 这 一 般 理 论 应 用 
于 弹性 介质 中 的 一 阶 波动 研究 .不 过 , 黎 曼 等 人 当时 并 没有 和 的 
概念 , 而 且 有 一 些 不 严密 .法 国力 学 家 雨 格 诺 (Piere Henri 
Hugoniot,1851 一 1887) 于 1885 年 在 一 般 的 物理 基础 上 ,运用 能 量 
守恒 定律 ,独立 发 展 了 空间 不 连续 流 的 理论 ,发 现 了 雨 格 诺 绝 热 
曲线 , 它 已 成 为 现代 激 波 理论 的 基础 ,其 数学 理论 最 后 由 阿达 马 
在 1903 年 出 版 的 《 波 的 传播 理论 讲义 》( Lecons sur propagation des 
ondes ) 中 完成 . 


2.3 位 势 理论 


自从 牛顿 的 万 有 引力 定律 发 表 之 后 ,人 们 陆续 提出 了 一 系 
列 数学 问题 ,如 三 体 问题 及 多 体 问题 转动 流体 的 平衡 形状 等 ， 
其 中 最 基本 的 问题 当然 是 关于 一 个 物体 对 另 一 个 物体 的 引力 的 
计算 . 当 物 体 可 以 被 当做 质点 时 ,不 难 算出 它 对 另 一 质点 的 引 
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力 .在 一 般 情况 下 ,甚至 在 旋转 棍 球 体 的 情况 下 ,也 不 能 把 质量 
看 成 是 集中 在 球 心 的 .这 时 ,位 势 理 论 的 前 身 一 一 吸引 理论 应 运 
而 生 , 英国 数学 家 牛顿 及 伊 活 利 (James Ivory,1765 一 1842) 等 人 
运用 几何 方法 ,对 于 某 些 特殊 物体 在 特殊 位 置 的 质量 的 引力 可 
以 得 出 一 些 结果 ,但 对 于 一 般 情形 ,欧洲 大 陆 的 分 析 方 法 更 有 
效 .分 析 方 法 首先 出 现在 法 国 科 学 家 克 莱 洛 的 《4 地球 形状 理论 》 
( Theorie de la figure de la terre )(1743) 一 书 中 ,其 中 把 地 球 引 力 表 
为 纬度 的 函数 .他 还 引进 势 函 数 , 指 出 引力 与 势 函 数 的 “梯度 "成 
正比 .在 此 之 前 ,从 势 函 数 能 导出 力 , 乃 至 “ 势 函 数 ”" 这 个 术语 都 
曾 出 现在 丹尼尔 * 伯 努 利 的 《流体 动力 学 》(1738) 一 书 中 ,不 过 他 
不 是 用 于 吸引 理论 .而 一 般 位 势 方程 (后 被 称 为 拉 普 拉 斯 方程 ) 

PV PV PV 

9x 372” 922 
首先 出 现在 欧 拉 1752 年 写 的 论文 中 . 欧 拉 在 研究 不 可 压缩 流体 
运动 时 ,用 u,v,w 表示 其 中 任何 点 的 速度 分 量 ,证 明 

udx + vdy + wdz 

必定 是 一 个 正 合 微分 ds ,因此 


_9s _9s _9s 
2&= 5， 2=3y， w= 


根据 假定 ,流体 不 可 压缩 ,再 加 上 “连续 性 原理 ” ,他 得 出 在 流体 
运动 中 的 方程 


=0 (21) 


3 十 a 十 92 = 0. 
在 s 是 x,y,z 的 多 项 式 的 特殊 情况 下 ,他 求 出 这 方程 的 解 ; 来 ， 
s 被 称 为 速度 势 . 拉 格 朗 日 在 1762 年 也 考虑 速度 势 论 , 1773 年 
他 在 天 文学 中 也 用 过 势 函 数 . 他 认识 到 ,由 了 通过 积分 号 下 求 
导数 , 即 可 得 出 作用 在 P 上 的 引力 的 分 量 . 实际 上 他 已 经 有 
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“ 场 "的 概念 ,这 种 思想 后 来 才 被 普遍 接受 ,从 而 决定 了 并 研究 
其 性 质 , 成 为 位 势 理 论 的 中 心 课题 . 1779 年 他 得 出 离散 质量 的 
引力 位 势 . 到 18 世纪 80 年 代 初 , 拉 格 朗 日 , 拉 普 拉 斯 和 勒 让 德 
都 考虑 过 连续 质量 的 位 势 函数 ,并 证 明 它 满足 球 坐 标 及 直角 坐 
标的 拉 普 拉 斯 方程 . 这 样 问题 就 变 成 求解 偏 微 分 方程 的 问题 . 
1882 一 1884 年 勒 让 德 及 拉 普 拉 斯 采用 级 数 展开 法 来 求解 拉 普 拉 
斯 方程 ,得 出 勒 让 德 多 项 式 及 球 带 函数 ,证 明 它们 的 特殊 性 质 ， 
用 它们 表示 位 势 函 数 , 并 且 作 为 V 的 “梯度 "得 出 引力 来 .但 是 
在 1800 年 前 后 20 多 年 间 , 位 势 理论 仍然 还 不 成 熟 , 这 是 由 于 ，: 

(1) 对 于 一 般 偏 微分 方程 定 解 问题 的 无 知 , 边 值 问 题 没有 正 

(2) 求 通 解 还 不 会 使 用 分 离 变 量 法 ,这 种 方法 直到 1807 年 
才 由 傅立叶 首先 使 用 . 

(3) 拉 普 拉 斯 错误 假定 ,质量 连续 分 布 的 物体 外 部 和 内 部 的 
位 势 函 数 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 而 实际 上 内 部 位 势 并 不 满足 .法 
国 数学 家 波 瓦 松 在 1813 年 指出 这 个 错误 ,并 且 提 出 内 部 一 点 
(x,y,z) 的 位 势 满 足 

oY 32Y 32Y 
37 ar 7” 

其 中 p 是 连续 分 的 所 量 密度 ,而 且 是 x,y,z 的 连续 函数 .后 
来 称 这 方程 为 波 瓦 松 方程 . 波 瓦 松 的 结果 虽然 正确 ,但 他 的 论证 
并 不 严格 ,正如 荷 尔 德 在 1882 年 所 指出 的 , 单 有 p(x,y,z) 的 连 
续 性 条 件 是 不 够 的 , 它 还 必须 满足 更 强 的 条 件 . 

1813 年 ,高 斯 出 于 要 定 出 月 球 轨道 之 类 的 天 文学 问题 ,也 
开始 研究 位 势 理 论 ,从 而 得 出 特殊 情形 下 的 格林 公式 , 即 散 度 公 
式 . 由 于 大 地 测量 以 及 地 磁 研 究 的 推动 ,他 对 位 势 理论 做 出 许多 


一 4rp， (22) 
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贡献 ,在 把 椭 加 内 部 映射 到 圆 内 部 的 保 角 映 射 问题 的 引导 下 ,他 
求解 二 维 位 势 理论 的 方程 
+ =0， (23) 
并 且 对 平面 有 界 区 域 D 求 出 其 解 
”= | | ou Tdédn, 


其 中 己 = (x 一)?+ (yw 六 ,他 称 V 为 对 数位 势 .高 斯 还 注意 
到 二 维 位 势 理 论 与 复 变 函数 的 关系 :如 果 u(x,y) 是 方程 (23) 
的 解 , 即 调和 函数 , 则 


au aa 
一 5y dx 十 3 dy 


是 正 合 微 分 , 即 存 在 调和 函数 v(x,y)( 称 之 为 (x,y) 的 共 罗 C 
函数 ) 


使 u+iv 是 x+iy 的 解析 函数 . 

19 世纪 30 年 代 , 高 斯 对 地 磁 的 研究 导致 他 对 三 维 位 势 理 
论 做 出 划时代 的 贡献 .他 在 1839 年 发 表 的 论文 中 给 波 瓦 松 方程 
一 个 “严格 "的 证 明 , 他 特别 关注 位 势 理论 中 最 主要 的 问题 一 一 
平衡 问题 , 即 求 出 曲面 $ 上 电荷 (或 质量 ) 的 分 布 , 使 得 它 在 $ 
上 产生 的 位 势 为 常数 .他 根据 物理 上 的 论证 ,断言 这 个 问题 总 有 
一 个 解 .为 了 寻求 数学 上 的 证 明 , 高 斯 引进 下 面 的 想法 : 

取 $ 上 体积 位 势 


Y = | | eas (p>0) 


及 5S 上 任何 连续 函数 U, 考 虑 积分 族 
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0 = | | or-2meas， 


他 证 明 ,如 果 o 如 此 选取 ,使 Q 具有 极 小 值 , 则 V- VU 在 S$ 上 为 
常数 .高 斯 还 补充 说 , o 的 存在 是 显然 的 ,因为 只 考虑 由 可 允许 
的 函数 (密度 o) 生 成 的 势 ( 调 和 函数 ) 即 可 ,显然 满足 拉 普 拉 斯 
方程 .从 这 个 意义 上 讲 , 这 与 狄 利克 雷 原 理 有 着 本 质 上 的 不 同 . 
在 这 篇 论文 中 ,他 还 证 明 算 术 均 值 定理 及 高 斯 积分 定理 . 

在 高 斯 之 后 ,位 势 理 论 主 要 在 英国 及 德国 进行 发 展 ,英国 更 
重视 同 具体 的 物理 问题 相 结合 ,他 们 都 是 大 物理 学 家 ,如 汤姆 
撑 、 斯 托 克 斯 麦克斯韦 及 瑞 利 等 人 ,而 真正 对 位 势 理论 的 发 展 
起 主导 作用 的 则 是 格林 .格林 是 自学 成 才 的 数学 家 ,他 在 1828 
年 出 版 的 《 论 数 学 分 析 在 电磁 理论 上 的 应 用 》 中 ,引进 一 系列 重 
要 的 概念 和 结果 ,其 中 特别 包括 “位 势 ”( potential ) 的 概念 . 他 证 
明了 散 度 定理 ,并 由 这 个 定理 推出 联系 两 个 位 势 函数 U 和 V 的 
恒等式 ; 


aU 

| doV ant | dxdydzaV y 2U 
0 

= | doU + | dxdydzU V2V, 


其 中 do 为 面 元 ,n 表示 曲面 5 的 外 法 线 方向 .他 还 引进 所 谓 格 
林 泪 数 U, 它 满足 
QUIS=0; 


OU~ 
r(x,p) 
@U 在 5 内 部 满足 位 势 方程 . 
如 果 了 1 已 知 , 则 了 在 每 一 内 点 可 表示 为 


4ry = 一 | | va,, 
n 
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其 中 V,U 分 别 表示 V,U 在 曲面 $ 上 的 值 .这 样 ,他 对 任何 有 限 
区 域 上 的 拉 普 拉 斯 方程 定义 格林 函数 ,并 得 出 全 新 的 解法 .这 种 
格林 函数 法 后 来 在 偏 微分 方程 研究 中 有 着 广泛 的 应 用 .不 过 ,他 
也 是 用 物理 观念 来 证 明 格 林 函 数 的 存在 性 的 .他 还 用 同样 的 方 
法 证 明了 当 电 荷 所 引起 的 位 势 为 给 定 调和 函数 时 ,电荷 在 曲面 
上 分 布 的 存在 性 , 即 解 决 平衡 问题 .他 特别 强调 ,位 势 理 论 在 电 
磁 理论 上 的 应 用 同 引力 理论 有 差别 . 1833 年 ,他 在 研究 变 密度 
椭 球 体 的 引力 位 势 问题 时 ,为 了 证 明 方 程 (21) 有 给 定 边 值 解 ,第 
一 次 假定 存在 函数 了 ,使 积分 
jl 0 
达到 极 小 .这 是 犹 利克 雷 原 理 的 最 早 应 用 . 1835 年 格林 把 三 维 
位 势 理 论 推广 到 =” 维 , 得 出 超 球面 函数 .但 是 ,格林 的 工作 , 特 
别 是 他 1828 年 的 小 册子 并 没有 受到 应 有 的 重视 ,以 致 高 斯 与 其 
他 数学 家 独立 得 到 他 的 许多 结果 .直到 1847 年 ,汤姆 进 发 现 它 ， 
并 重新 发 表 在 《克莱尔 杂志 》(1850, 1852, 1854) 上 ,他 的 工作 才 
广为人知 .汤姆 逊 ( 即 开尔文 助 历 ) 在 1845 年 就 引进 所 谓 “ 开 尔 
文 变换 "来 解决 一 些 特殊 的 边 值 问 题 . 1850 年 发 表 了 后 来 所 谓 
犹 利克 雷 原 理 ,即使 积分 (24) 达 到 极 小 的 函数 了 就 是 满足 全 Y 
=0 并 在 边界 5S 上 取 给 定 连 续 函 数 / 的 值 的 解 .这 个 原理 由 于 
黎 曼 在 复 分 析 方 面 的 工作 定名 为 狄 利克 雷 原理 . 犹 利克 雷 在 他 
的 讲演 中 的 确 宣布 过 这 个 原理 . 19 世纪 下 半 世 纪 , 狄 利克 雷 原 
理 成 为 德国 数学 家 研究 位 势 理 论 的 核心 ,对 它 的 研究 经 过 了 一 
条 “肯定 一 否定 一 否定 之 否定 ”的 路 线 . 
犹 利 克 雷 很 早 就 研究 数学 物理 ,但 是 他 开始 讨论 位 势 理论 
是 在 1839 年 . 他 提出 犹 利克 雷 问题 以 及 狭 利克 雷 原理 ,主要 是 
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在 他 的 讲演 中 ,而 不 是 在 论文 中 . 1842 年 ,1846 年 ,1848 年 ,1852 
年 ,1855 年 他 在 柏林 大 学 都 讲 过 位 势 论 , 还 在 格 廷 根 大 学 讲 过 
(1855 一 1859) . 黎 曼 听 的 是 他 1848 年 的 课 , 戴 德 金 是 在 格 廷 根 听 
的 课 . 因此 , 狄 利克 雷 的 观点 是 通过 他 的 听众 加 以 广泛 传播 的 ， 
特别 是 黎 曼 ,在 他 的 博士 论文 中 已 经 正式 命名 为 狄 利克 雷 原理 ， 
而 且 他 在 讲课 中 也 多 次 加 以 宣扬 .在 当时 这 个 原理 得 到 广泛 的 
承认 ,但 在 1861 年 左右 , 黎 曼 . 戴 德 金 以 及 其 他 人 的 确 发 现 ,这 
个 原理 存在 一 个 漏洞 ,他 们 期 望 能 够 补 上 这 个 漏洞 ,但 始终 未 能 
如 愿 . 黎 曼 去 世 以 后 ,外 尔 斯 特 拉 斯 在 他 的 讲课 中 , 举 出 一 个 反 
例 ,说 明 使 积分 极 小 化 的 函数 未 必 存 在 .他 的 反例 如 下 : 极 小 化 
积分 为 
| gas, 

而 边界 条 件 为 

p(-1)=a, 

p(+1)=5. 
外 尔 斯 特 拉 斯 构造 函数 

p(x) = 二 (a+ b)+ 方 >(b- 4) (arctan 大 三 (arctan 二 ) ， 
汉 个 要 江 过 办 条件, 和 
J< De 一 a)?( arctan 1). 

因此 J 的 极 小 值 为 0, 而 只 有 当 

xip' (x)=0, 
即 

p(x) = 常数 
时 ,J 才能 达到 极 小 值 ,显然 它 不 满足 边界 条 件 ,因此 使 ] 达到 
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极 小 的 g 不 存在 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 的 反例 堵塞 了 通过 狄 利克 雷 原理 去 证 明 狄 利 
克 雷 问题 解 的 存在 性 的 道路 . 而 当时 许多 数学 家 已 经 在 考虑 如 
何 挽救 狄 利克 雷 原理 或 另外 寻找 其 他 方法 解决 存在 性 问题 . 外 
尔 斯 特 拉 斯 的 反例 传 出 后 ,许多 人 认为 第 一 条 出 路 已 经 行 不 通 ， 
自然 选择 第 二 条 路 ,这 样 就 出 现 几 种 新 方法 . 施 瓦 英和 小 诺 意 最 
的 方法 是 构造 一 串 调 和 函数 ,使 其 具有 边界 值 且 收敛 于 指定 的 
函数 ,而 庞 加 莱 是 构造 一 串 函 数 ,每 个 都 具有 指定 的 边界 值 , 然 
后 使 它们 收敛 到 调和 函数 . 显然 ,这 两 种 方法 都 是 使 极限 函数 既 
在 区 域内 调和 ,又 满足 边界 条 件 . 

1870 年 , 施 瓦 茨 发 表 他 的 交错 方法 ,他 把 给 定 区 域 6G 用 有 
限 多 个 圆 盘 半圆 盘 或 半 平 面 这 些 标准 区 域 来 覆盖 . 对 于 每 个 这 
样 的 标准 区 域 ,不 难 用 波 瓦 松 积分 来 求解 边 值 问题 . 如 果 两 个 标 
准 区 域 的 边 值 问题 有 解 , 那 么 如 果 它 们 相交 , 则 它们 相交 区 域 的 
边 值 问题 也 有 解 . 如果 G 的 边界 足够 光滑 , 则 可 用 至 多 可 数 个 
集合 加 以 覆盖 ,从 而 最 后 得 出 所 求 的 解 . 

同年 ,小 诺 意 曼 用 算术 平均 法 证 明 解 的 存在 .他 用 的 是 凸 曲 
面 ,考虑 其 上 双 层 密度 分 布 m 产生 的 双 层 位 势 

9rgp = | m qo, 
其 中 o 为 面 元 ,n 为 法 线 方向 ,因此 , - pg(p) 是 m 的 算术 平均 . 
然后 构造 一 串 调 和 函数 | gy, | ,使 得 
grgpn = 一 | 网 -中 一 do， 

其 中 p01 为 wm， ,在 边界 面 上 的 值 , 如 果 oc 是 凸 面 元 , 则 { gh 在 
og 上 一 致 收敛 于 常数 c, 所 以 
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c+ (pan1- Pp2n) 

是 调和 函数 , 且 是 狄 利克 雷 问题 的 解 . 罗 宾 (Victor Gustave Robin， 
1885s 一 1897) 考 虑 用 源 的 面 分 布 代 替 双 层 ,也 用 类 似 方法 解 凸 面 
的 狄 利克 雷 问 题 . 庞 加 莱 于 1895 年 把 这 两 个 方法 加 以 简化 ,并 
推广 到 非 凸 曲面 上 . 

施 瓦 蒋 和 小 诺 意 曼 的 方法 不 仅 提供 了 狄 利克 雷 问题 解 的 存 
在 性 定理 ,而 且 也 提供 了 解决 该 问题 的 位 势 消 数 的 计算 方法 .但 
是 ,这 些 方法 很 不 实用 ,从 而 导致 以 后 的 研究 大 致 分 成 两 类 ,一 
类 是 不 考虑 数值 解 的 纯粹 的 存在 性 定理 , 另 一 类 是 研究 有 效 计 
算 位 势 函 数 的 数值 方法 .第 一 个 纯粹 的 存在 性 定理 来 自 庞 加 莱 ， 
这 个 方法 依赖 于 所 谓 扫 散 方法 . 庞 加 莱 的 方法 可 应 用 于 在 一 个 
曲面 上 所 取 的 边界 值 可 表 为 箔 卡尔 坐标 x,y,z 的 任何 多 项 式 
或 者 这 种 多 项 式 的 一 致 收敛 系列 .区 域 w 由 一 个 球 的 可 数 系列 
{5,1 所 覆盖 , 它 按照 顺序 $1, S$, $1, $2, 53, S$1, $2, S3, $4，… 进 
行 扫 散 . 庞 加 莱 先 把 $, 中 的 多 项 式 上 用 调和 函数 万 取代 ,而 万 
在 51 的 边界 上 与 了 取 值 相同 ,继而 把 密度 为 p= - 侠 的 电荷 从 
Si 的 内 部 “ 扫 散 ”到 5 的 表面 , 它 可 由 波 瓦 松 积分 来 表示 . 这 个 
连续 函数 在 S 上 等 于 fi, 在 w 的 其 他 地 方 等 于 f, 可 以 用 多 | 来 
表示 ,然后 把 WW 在 $: 中 用 调和 函数 来 取代 ,这 个 调和 函数 在 
S， 上 与 WW 取 同 样 的 边界 值 .不 断 重复 这 个 过 程 ,就 产生 了 一 个 
函数 序列 | W,| ,其 中 每 一 个 天 数 在 c 上 满足 预先 给 定 的 边界 条 
件 , 并 且 收 敛 于 所 求 的 调和 隔 数 y. 

由 于 位 势 理 论 的 刺激 ,导致 对 调和 函数 乃至 一 般 了 沙 数 的 序 
列 进行 研究 ,其 中 最 重要 的 是 意大利 数学 家 阿 斯 科 利 (1883) 及 
阿尔 泽 拉 (1895) 的 等 度 连续 的 概念 .在 有 界 闭 区 间 R 上 定义 的 
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有 界 、. 连 续 函 数 序列 三 , 户 ,… 扩 ,… 被 称 为 等 度 连续 ,如果 对 任 
何 e >0, 存 在 “连续 性 模 ”"6(e), 它 不 依赖 于 ”使 得 只 要 x,y 的 
距离 小 于 8(s) ,对 任意 的 n, 均 有 
If(x)- f(y)l<e. 

他 们 证 明 重要 的 阿 斯 科 利 一 阿尔 泽 拉 定 理 , 即 在 R 上 一 致 有 界 
且 等 度 连续 的 函数 序列 中 ,一 定 可 以 选 出 在 R 上 一 致 收敛 的 子 
序列 ,收敛 到 一 个 连续 的 极限 函数 上 .这 个 定理 不 仅 证 明了 极限 
的 存在 ,而 且 是 拓扑 中 紧 性 概念 的 先 声 , 对 于 调和 函数 序列 , 哈 
纳 克 (Carl Gustav Axel Hamack, 1851 一 1888) 在 1887 年 证 明了 两 
个 关于 调和 函数 的 收敛 定理 ,保证 了 边界 上 一 致 收 伍 的 调和 函 
数 序列 一 致 收敛 于 整 区 域 的 调和 函数 . 

希 尔 伯 特 在 1900 年 提出 解决 狄 利克 雷 问题 的 直接 方法 .他 
提出 ,如 果 对 边界 条 件 加 以 适当 限制 ,任何 变 分 问题 都 有 一 个 解 
(至 少 有 一 个 广义 解 ). 他 以 平面 区 域 w 的 狄 利克 雷 问 题 为 例 ， 
提出 他 的 直接 方法 .他 从 满足 边界 条 件 的 函数 序列 Fl (x,y)， 
F(x,Y),… 出 发 ,要 求 狄 利克 雷 积分 


D(F,) = | goa Fgrad Fd 
收敛 于 一 个 极限 大 ,然后 每 一 个 函数 F, 用 另外 一 个 函数 G, 来 
取代 , G, 也 满足 边界 条 件 ,但 是 它们 已 经 光滑 化 ,使 得 

lgradG,| <tanp,m=1,2，…， 


其 中 gp 是 某 一 个 固定 角度 { 0< p < 到 ) ,于 是 狄 利克 雷 积分 D 
(G,) 也 趋 于 上. 希 尔 伯 特 声称 ,从 函数 序列 G, 中 可 以 选 出 一 个 
函数 子 序列 1,1 ,使 得 凡 (x ,7 ) 一 致 收敛 于 所 求 的 调和 函数 . 

不 可 解 的 狄 利克 雷 问题 . 庞 加 莱 时 代 的 数学 家 对 于 包围 一 
个 区 域 w 的 曲面 v 的 性 质 以 及 上 所 定义 的 函数 的 性 质 并 没有 
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加 以 仔细 推荐 ,直到 李 雅 普 诺 夫 才 考虑 到 ,有 明显 物理 意义 的 问 
题 并 不 一 定 有 一 个 严格 的 数学 解 .他 对 曲面 的 类 型 加 以 限制 , 即 
所 谓 李 雅 普 诺 夫 曲 面 ,同时 对 边界 函数 加 以 限制 ,要 求 满足 荷 尔 
德 连续 性 ,并 且 证 明 在 这 种 限制 之 下 格林 函数 的 存在 性 (1898). 
查 伦巴 (Stanislav Zaremba,1863 一 1942) 在 1911 年 , 勒 贝 格 在 1924 
年 分 别 举 出 不 可 解 的 犹 利 克 雷 问题 的 例子 ,从 而 证 明 这 些 限 制 
条 件 是 绝对 必要 的 . 

由 于 数学 上 得 出 与 物理 直观 不 相符 的 结论 ,20 世纪 的 位 势 
理论 逐渐 摆脱 物理 的 观念 而 建立 起 了 纯 数 学 的 位 势 理论 ,这 表 
现在 许多 方面 .位 势 已 由 二 维 .三维 空间 扩大 到 n 维 空间 , 嘉 当 
的 儿子 小 嘉 当 (Henri Cartan,1904 一  ) 在 1941 年 更 进一步 完 
全 摆脱 了 欧 氏 空间 以 及 度量 概念 的 限制 ,把 ” 维 空间 推广 到 诸 
如 拓扑 群 上 .在 此 之 前 ,位 势 所 涉及 的 积分 及 测度 也 被 推广 到 一 
般 的 拉 东 测度 上 ,位 势 函数 也 被 推广 成 广义 函数 . 1942 年 位 势 
理论 又 同 随 机 过 程 联系 起 来 ,同时 法 国学 派 义 建立 了 公理 化 位 
势 论 ,从 而 使 现代 位 势 理论 展示 出 精彩 纷呈 的 局 面 . 


3 积分 方程 


积分 方程 是 未 知 函 数 出 现在 积分 号 下 的 方程 .虽然 微分 和 
积分 在 17 世纪 同时 得 到 发 展 ,但 积分 方程 的 提出 及 理论 成 熟 却 
比 微分 方程 晚 了 200 年 ,这 是 由 于 直接 由 自然 科学 得 出 的 方程 
大 都 是 微分 方程 ,由 变 分 原理 得 出 的 方程 也 转化 为 微分 方程 . 因 
此 ,求解 微分 方程 是 17 一 19 世纪 数学 家 的 主要 研究 方向 . 

从 积分 方程 的 来 源 来 看 ,只 有 个 别 的 方程 直接 来 源 于 数学 
物理 ,而 19 世纪 导致 积分 方程 研究 的 主要 是 “密码 一 积分 方程 ” 
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(Crypto-integral Equations) . 这 是 丢 东 涅 在 《4 泛 函 分 析 史 》 中 用 的 
词 , 它 是 指 从 刘 维 尔 到 庞 加 莱 , 许 多 求解 常 微分 方程 及 偏 微分 方 
程 问题 的 实质 不 在 于 微分 方程 ,而 在 于 与 其 有 关 的 积分 方程 ,这 
些 积 分 方程 由 于 没有 被 明显 写 出 来 , 故 称 “ 密 码 一 积分 方程 "或 
隐 合 的 积分 方程 .一 旦 积分 方程 被 明显 写 出 来 ,许多 问题 也 就 迎 
为 而 解 了 . . 

促使 积分 方程 由 隐 而 显 , 并 启发 积分 方程 求解 的 是 无 穷 维 
线性 方程 组 ,或 无 穷 维 线性 代数 .到 19 世纪 末 , 现代 意义 下 的 线 
性 代数 学 这 个 词 还 没有 ,但 线性 代数 学 的 基本 内 容 已 经 具备 . 例 
如 线性 方程 组 .线性 空间 (向 量 空 间 ) 线性 型 \. 双 线性 型 及 二 次 
型 等 理论 的 基础 均 已 完备 ,但 都 是 有 限 维 的 .1890 年 左右 ,由 于 
许多 数学 家 考虑 “有 限 到 无 穷 的 过 渡 ” ,直接 促进 积分 方程 理论 
的 产生 与 发 展 , 并 导致 泛 函 分 析 的 产生 . 

一 般 认 为 ,积分 方程 理论 的 创立 者 是 意大利 数学 家 沃 尔 泰 
拉 , 他 在 1896 年 提出 求解 第 二 类 积分 方程 的 方法 .其 后 不 久 ， 
1900 年 瑞典 数学 家 弗 瑞 德 霍 姆 推广 了 沃 尔 泰 拉 的 方法 . 希 尔 伯 
特 在 1901 年 得 知 弗 瑞 德 填 姆 理论 之 后 ,系统 建立 了 积分 方程 理 
” 论 . 他 们 三 位 可 以 说 是 积分 方程 理论 的 奠基 人 .在 希 尔 伯 特 的 推 
动 下 ,积分 方程 理论 成 为 20 世纪 前 期 的 一 大 热门 ,直接 促使 泛 
盟 分 析 的 产生 与 发 展 . 

积分 方程 中 研究 得 较为 完整 的 是 线性 积分 方程 , 即 方程 中 
只 包含 未 知 函 数 的 线性 项 .最 早 研究 的 积分 方程 是 沃 尔 泰 拉 型 
积分 方程 , 它 分 为 三 类 ; 


(I) [ksp) gady = fx); 
(H)p(x)-— | K(x,y)op(y)dy = /f(x); 


x 
a 
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(人 H)A(x) p(x) - | kG) gay = 
(I)(E)、( 亚 ?分别 被 称 为 第 一 类 第 二 类 第 三 类 沃 尔 泰 拉 型 
积分 方程 ,其 中 A(x),f(x),p(y) 及 K(x,y) 均 为 已 知 薄 数 ， 
g(x) 是 未 知 函数 ,K(x,y) 被 称 为 积分 方程 的 核 . 当 f(x)=0 
时 ,方程 被 称 为 齐 次 方程 ,否则 被 称 为 非 齐 次 方程 . 

更 一 般 的 积分 方程 为 弗 瑞 德 堆 姆 型 方程 , 它 也 分 为 三 类 : 


(Dj kG) p00) = 


(HI)p(x)- kG, 7) gay = /6a); 


(WH)A(x) p(x)— | kG) edy = 
( 工 )、( 症 )、( 轩 ) 分 别 被 称 为 第 一 类 ,第 二 类 ,第 三 类 弗 瑞 德 稚 姆 
型 积分 方程 . 当 x < y, 核 K(x,y)=0 时 , 弗 瑞 德 霍 姆 型 积分 方 
程 就 化 为 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 ,但 两 者 之 间 有 很 大 区 别 . 当 核 含 
有 参数 4 时 ,这 种 具有 特征 值 的 积分 方程 很 重要 . 

积分 方程 有 多 种 推广 : 

(1) 区 域 由 一 维 推广 到 高 维 ,由 有 界 推广 到 双 无 界 或 半 无 
界 , 这 是 一 类 奇异 积分 方程 .例如 维 纳 (Norbert Wiener, 1894 一 
1964) 一 霍 普 夫 (Eberhard Hopf, 1902 一 1983) 方 程 


Hp(x)— Ji- yp dy = 764) (Os<x<+%), 


这 是 极为 著名 的 方程 .早期 的 例子 是 辐射 传输 理论 的 米尔 恩 
(Edward Arhur Milne,1896 一 1950) 方 程 


B84) = | aoBilz- tldi, 


其 中 8(1) 是 辐射 密度 ,Eilx - :1 是 指数 积分 函数 .后 来 因 维 纳 
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及 霍 普 夫 在 1931 年 合作 求 得 其 解 而 得 名 . 

(2) 当 核 不 满足 平方 可 积 条 件 时 ,被 称 为 奇异 核 , 相 应 的 积 
分 方程 也 被 称 为 奇异 积分 方程 .此 外 还 有 希 尔 伯 特 核 的 积分 方 
程 ,研究 奇异 积分 方程 要 求 对 积分 理论 有 所 推广 ， 

(3) 非 线性 积分 方程 . 著名 的 有 哈 默 斯 坦 (Adolf Hammer- 
stein, 1888 一 1941 ) 方 程 


P(x) = [kG 7) 6, p69))ay, 


其 中 f(y,g(y)) 是 已 知 函 数 , 且 对 p(y) 是 非 线性 的 . 自 1930 年 
开始 研究 以 来 ,已 取得 不 少 成 果 . 但 对 非 线性 积分 方程 的 研究 ， 
正如 其 他 非 线性 分 析 理论 一 样 ,极为 困难 ， 

(4) 积 分 微分 方程 . 当 积分 方程 中 不 仅 包 含 未 知 函数 ,还 包 
含 未 知 函数 的 导数 时 ,就 得 到 积分 微分 方程 .如 统计 物理 中 的 玻 
尔 芯 曼 (Ludwig Boltzmann,1844 一 1906) 方 程 . 

积分 方程 发 展 的 一 个 特点 是 , 当 线 性 积分 方程 理论 在 10 年 
之 内 迅速 发 展 起 来 之 后 ,实际 应 用 中 碰 到 的 一 系列 积分 方程 才 
接 吗 而 至 ,许多 机 器 设计 电磁波 衍射 \ 地 质 勘 探 \ 中 子 迁 移 、 经 
济 、 人 口 理论 等 方面 的 问题 ,都 直接 导致 求解 积分 方程 的 问题 ， 
为 积分 方程 理论 的 发 展 提供 了 强 有 力 的 推动 力 . 

积分 方程 论 的 发 展 历史 分 期 概述 如 下 . 


3.1 前 史 
一 般 认为 , 阿 贝 尔 在 1823 年 提出 第 一 个 积分 方程 ,但 在 此 
之 前 ,积分 变换 的 反 演 已 经 首先 提出 第 一 批 积 分 方程 问题 . 


(1) 积 分 变换 . 
为 了 求解 线性 微分 方程 的 边 值 问题 及 初 值 问题 ,常常 对 未 
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知 函 数 进 行 积分 变换 .对 于 核 K(x,y) ,函数 了 的 积分 变换 为 

g(7) = | KG, 7) f(a) ds, 
通过 方程 可 解 出 g(y), 反 过 来 , 求 f(x) 的 问题 就 是 积分 变换 的 
反 演 问题 ,显然 ,这 是 第 一 类 积分 方程 求解 问题 .历史 上 ,积分 变 
换 有 多 种 ,最 早 的 是 拉 普 拉 斯 变换 及 傅立叶 变换 . 拉 普 拉 斯 变换 

g(y)= | ed 

由 拉 普 拉 斯 在 1782 年 提出 ,在 此 之 前 , 欧 拉 也 用 过 . 它 的 一 般 反 
演 公 式 

f(x) = 元 | esg()dy 
由 波 瓦 松 在 1823 年 提出 .傅立叶 在 1811 年 的 论文 中 引进 余 弱 
及 正弦 变换 

g(y)= | coords 
并 得 出 反 演 公式 

f(x) = 之 | at)ay 
其 后 又 产生 几 十 种 积分 变换 ,其 中 著名 的 有 汉 克 尔 变换 ,其 核 为 
K(x,y)=V 炒 太 (zy)， 
其 中 大 为 贝 塞 尔 函 数 .梅林 变换 的 核 为 
K(x,y)= x !, 
它 是 一 个 明显 的 不 对 称 核 ,在 数论 上 有 重要 应 用 . 希 尔 伯 特 变换 
的 核 为 
K(x,y)= 5 

它们 的 反 演 公式 都 已 求 出 ,同时 如 傅立叶 变换 一 样 ,满足 帕 塞 瓦 
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尔 (Marc-Antoine Parseval de Chénes,1755 一 1836) 等 式 . 
(2) 阿 贝尔 方程 . 
1823 年 , 阿 贝 尔 直接 从 一 个 力学 问题 得 出 积分 方程 ,并 求 
出 解 来 .问题 是 一 个 质点 沿 一 条 光滑 曲线 在 重力 场 中 降落 ,假定 
由 高 为 y 处 落 在 最 低 点 0 处 所 需 的 时 间 7 为 高 度 y 的 已 知 函 数 
fy), 求 曲线 形状 .他 得 出 积分 方程 


六 | oe) ge ps) 
| 和 


其 中 gp(&)ds 表示 & 处 的 元 ds. 阿 贝尔 在 1823 年 和 1826 年 通 
过 两 种 特殊 方法 解 出 未 知 函 数 

p(7)=x2e| | ae 人 
由 p(y) 可 得 出 曲线 方程 . 当 f(x) = 常数 时 ,这 就 是 惠 更 斯 解决 
的 等 时 曲线 问题 , 阿 贝尔 证 明 此 线 为 旋 轮 线 , 即 摆 线 .实际 上 , 阿 
贝尔 解决 了 所 有 形 如 


| Ce ae-7y)， 0<n<1l 
OUy 一 上 ) 


的 方程 ,而 且 得 出 解 


_sinnr d |7 ASE)dE 
87 x EA 


他 的 方法 很 特殊 ,用 的 是 (x), 由 此 也 可 看 出 名 的 来 源 ,在 
1826 年 的 论文 的 末尾 ,他 写 道 :“ 用 同样 方式 ,我 由 方程 
_|" dx 
X(a)= | 
求 出 来 .我 还 由 方程 
X(a)= | p(xa)f(x)dx 
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定 出 函数 yg 来 ,其 中 x 和 了 是 给 定 函 数 ,积分 可 取 任 何 上 、 下 
限 ;但 是 解 这 个 问题 太 长 ,以致 不 能 在 这 里 给 出 .” 阿 贝尔 后 来 也 
没有 发 表 过 这 个 解 .由 此 看 出 , 阿 贝 尔 的 确 是 积分 方程 的 先驱 ， 
时 然 阿 贝 尔 型 积分 方程 属于 第 一 类 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 . 

(3)19 世纪 积分 方程 的 发 展 ， 

阿 贝 尔 以 后 ,积分 方程 最 重大 的 进步 是 刘 维 尔 取得 的 . 刘 维 
尔 在 1832 年 解 出 了 一 系列 特殊 的 积分 方程 ,其 中 包括 阿 贝尔 型 
积分 方程 和 一 些 类 似 的 方程 .他 的 解 与 其 说 是 求解 积分 方程 , 母 
宁 说 是 阐述 他 的 新 理论 ,也 就 是 他 的 求 分 数 阶 导数 及 分 数 阶 积 
分 ,这 一 套 理论 现在 仍 有 一 些 人 在 研究 ,但 是 不 属于 数学 分 析 发 
展 的 主流 .他 的 方程 来 源 没有 实际 背景 ,求解 方法 也 是 形式 的 . 

1835 年 刘 维 尔 求解 波 瓦 松 积分 方程 

F(r)= Dr! | roo oie’ lw dw, 


其 中 F(r) 是 给 定 函 数 ,未 知 孙 数 x( 4) 假定 为 偶 函 数 (x( _ 4) 
= x(4)), 刘 维尔 用 变 元 替换 


$s 12 
“=(=) ， 产 =x， 
区 


把 它 化 为 阿 贝 尔 型 积分 方程 ,从 而 不 难 解 出 来 . 
1837 年 , 刘 维 尔 迈 出 有 意义 的 一 步 , 他 第 一 次 把 微分 方程 
的 求解 问题 化 为 积分 方程 的 问题 . 他 求解 的 方程 是 斯 图 姆 一 刘 
维尔 型 方程 
y+(A- g(x))y=0, 
其 中 a<x<4. 他 注意 到 ,如 果 参 数 X = p? >0 时 , 则 其 解 满足 
积分 方程 


y(%) = Acosox + Bsinpx + 六 [Cy sin(p(s - 1))di, 
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这 是 一 个 第 二 类 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 .有 意思 的 是 , 刘 维尔 也 知 
道 通 过 “逐次 代入 法 "来 求解 这 个 方程 . 
19 世纪 中 叶 , 位 势 方程 的 边 值 问题 也 导向 积分 方程 . 在 二 
维 情形 
Au = Ux + Uyy =0， 
对 于 在 包围 区 域 有 的 曲线 C 上 给 定 的 函数 /(;), 其 解 w(x,Y) 
可 表 为 


- 工 | 1 
Wu(%,y) = 5 Pls)log Hay) ds 


其 中 r(s;x,y) 是 点 s 到 区 域内 部 或 边界 上 任 一 点 (x,y) 的 距 
离 , 而 o(s) 是 未 知 函 数 ,对 C 上 的 s= (x,Y) 满 足 


f(s) - 工 | pl)log zen ydt, 


这 是 第 一 类 弗 瑞 德 堆 姆 型 积分 方程 , 
对 于 第 二 边 值 问题 一 一 诺 意 曼 问 题 ,其 解 为 


vr) = | g(a (ioe 


1 
ja， 


其 中 芝 表 示 边 界 上 的 法 向 微 商 ,9(s) 满 足 


A -lo :| pda (oe jd 


这 是 第 二 类 弗 瑞 德 露 姆 型 积分 方程 . 

对 于 这 两 种 积分 方程 ,小 诺 意 曼 在 (关于 对 数位 势 及 牛顿 位 
势 的 研究 ) 一 书 中 ,给 出 了 凸 域 情 形 的 解法 ,用 的 也 是 逐次 代入 
法 ， 

1860 年 左右 ,贝尔 ( August Beer, 1825 一 1863) 利 用 双 层 位 势 
解 三 维 狄 利克 雷 问题 , 设 5 为 光滑 曲面 ， 


1 
r(t;x,Yy) 
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.GOD = | | wpa( 记 Jae， 
其 中 MP 表示 M 与 P 之 间 的 距离 ,边界 条 件 为 
ul5 = g(M). 
因此 ,未 知 的 密度 p(P) 对 ME 满足 
rom) + | | wma( 坊 )ue- g(m), 
这 是 最 早 得 到 的 第 二 类 弗 瑞 德 霍 姆 型 积分 方程 .贝尔 还 提出 逐 
次 代入 法 ,从 
po(M) =3-8(M) 
开始 ,由 
2x0,(M)+ | | %i(P) 主 ( 志 )as=0 慰 之 1 
递归 地 定义 o.(M) , 则 方程 的 解 为 
po(M)= po( M)+ pM)+* + pn.(M)+* 
但 他 没有 企图 证 明 这 个 级 数 收敛 ,1877 年 小 诺 意 曼 才 企图 对 有 
界 的 凸 区 域 进行 证 明 , 他 允许 非 光滑 边界 .不 过 他 的 证 明 有 毛 
病 , 直 到 1937 年 才 由 勒 贝 格 指出 来 . 施 瓦 区 在 1885 年 发 表 的 关 
于 振动 膜 方程 


的 研究 ,实际 上 隐 含 着 对 有 对 称 核 的 积分 方程 理论 的 探索 ,通过 
分 离 变量 ,可 化 为 赫 姆 霍 茨 方程 

Av +Av =0, 
这 成 为 特征 值 问题 . 施 瓦 茨 从 

Aw + pw =0 
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的 狄 利克 雷 问 题 出 发 ,如 果 记 
WwW= wot+év, 
则 wv 满足 第 二 类 上 弗 瑞 德 霍 姆 型 积分 方程 
v(M)= g(M) + 二 | | pe)ean, PvP)dw， 
其 中 


s(m)=| | Goa, Pp PYaw. 


3.2 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 理论 


在 沃 尔 泰 拉 研究 积分 方程 之 前 , 拉 * 鲁 (Le Roux) 曾 研究 “ 定 
积分 的 反 演 "的 一 般 问 题 ,实际 上 是 求 [a,5] 上 的 连续 可 微 函 
数 , 满 足 

|g) Hr, yd = /7). (1) 


与 前 人 不 同 的 是 ,他 无 意 求 出 封闭 的 反 演 公式 ,而 只 是 用 逐次 通 
近 法 证 明 序列 | U,| 收敛 .他 假定 ,在 [a,8] 上 ， 

h(y)= H(y,y)#0, 
对 方程 (1) 取 导数 ,可 得 


h(y) p(y)+ | eu) = 09), 


于 是 应 用 毕 卡 的 逐次 荧 近 法 


hE dr, "> 


他 证 明 { U1 收敛 于 方程 (1) 的 解 . 
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沃 尔 泰 拉 在 1896 年 用 同样 的 方法 求 第 二 类 沃 尔 泰 拉 型 积 
分 方程 
f(s)= p(s)+ | kG, Da 
的 解 , 即 令 
fi1(s)= - | kG Da, 


f(s)= — | kes, dpi ae, 
取 解 p(s) 为 
p()=f(5)+ Dp). 
沃 尔 泰 拉 巧 妙 地 证 明了 这 个 级 数 收敛, 他 还 解 出 第 一 类 方程, 主 
要 是 化 为 第 二 类 方程 .他 第 一 个 认识 到 ,第 一 类 积分 方程 是 具有 
n 个 未 知 数 的 n 个 线性 方程 组 当 n->o 时 的 极限 形式 ， 


3.3 弗 瑞 德 霍 姆 积分 方程 理论 


1899 年 8 月 , 弗 瑞 德 霍 姆 向 他 的 老师 米 塔 格 - 菜 夫 勒 投 寄 
论文 ,文中 考虑 一 般 的 第 二 类 弗 瑞 德 霍 姆 型 积分 方程 


p(s)=f(s)+A | kGs, pds, (2) 


他 着 重 强调 同 线 性 方程 组 的 类 比 ,并 直接 描述 他 的 “行列 式 ” 公 
式 .1909 年 他 在 一 次 讲演 中 承认 ,他 的 方法 受到 两 个 来 源 的 启 
发 : 

(1) 活 尔 泰 拉 由 线性 方程 组 过滤 到 极限 ”; 

(2) 科 赫 关 于 无 穷 行列 式 的 工作 . 

弗 瑞 德 霍 姆 把 三 个 简单 的 思想 合成 一 个 伟大 的 方法 : 
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把 积分 分 为 黎 曼 和 . 他 把 [ Gy 4b] 按 分 点 yY1 YY2， “", Yn 分 
划 , 从 而 得 到 ”个 线性 方程 组 
A + EDS KG) = 9200， 1<j<n. 
@@ 按 照 科 赫 公 式 写 出 方程 组 的 行列 式 


1 
A(B- ou ey, 
1 + n Kye yt) 


(yr sp) Kye sy 
Xba) vs KY 3 


3 + 

2! nh K(yp syE) 大人 (ye yp) 

令 n->% , 即 得 出 弗 瑞 德 霍 姆 型 积分 方程 的 “行列 式 ” 
6b b 


了 A2 3S1 52 
A(A)=1+4 K(s,s)ds+ 1 天 dsids2 + … 
a 21 ,| As 82 


四 证 明 上 述 级 数 一 致 收敛 .他 求 出 行列 式 的 上 界 ,实际 上 是 
1893 年 阿达 马 证 明 的 不 等 式 的 特殊 情形 :对 任意 n 阶 方 阵 4 = 
《ai) ,有 

1dot41? < 站 (310y1”). 
最 后 他 定义 新 子 式 

ACsst54) = Ksst)A() -2 J kGs,8) slede, 

引进 函数 

DB(s)= p(s)A(A)-A a, sin) ge) de, 
得 出 方程 

50 =) jsDeOu=p(oa0D， 


从 而 得 出 结论 ,如 果 A(2) 0, 则 f(s) = 时时 为 方程 (2) 的 解 


弗 瑞 德 霍 姆 在 1903 年 的 论文 中 改进 了 1900 年 论文 的 结 
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果 , 得 出 预 解 核 


A(s,t;A) 
A(2) ， 


证 明 方程 (2) 的 解 存在 且 惟 一 的 充分 必要 条 件 是 

A(A)0, 
然后 他 讨论 A(4) =0 的 情形 ,从 而 得 出 当 六 是 A 的 m 阶 零点 
时 方程 (2) 存 在 解 的 充分 必要 条 件 . 最 后 他 得 出 一 个 定理 ,后 来 
被 命名 为 弗 瑞 德 霍 姆 择 一 定理 :或 者 方程 (2) 具 有 惟一 性 ,或 者 
相应 的 齐 次 方程 具有 非 平凡 解 . 它 直 接 引 向 泛 函 分 析 ,特别 是 算 
子 理论 和 谱 理 论 . 


3.4 希 尔 伯 特 理论 


1901 年 希 尔 伯 特 在 听 到 替 姆 格林 (Erik Albert Holmgren) 介 
绍 弗 瑞 德 霍 姆 理论 之 后 ,立即 着 手 组 织 讨 论 班 ,研究 积分 方程 ， 
并 指导 博士 生 .1904 一 1906 年 他 发 表 6 篇 论文 ,1912 年 编辑 出 版 
《线性 积分 方程 一 般 理论 概要 》( Griindziige einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integral-gleichungen ) 一 书 ,其 中 不 仅 发 展 了 积 
分 方程 理论 ,还 把 它 应 用 于 数学 物理 方程 ,而 且 更 重要 的 是 奠定 
了 泛 函 分 析 的 基础 . 

希 尔 伯 特 的 思想 概括 来 讲 , 主 要 有 下 面 几 点 : 

(1) 明 显 地 论述 “过 渡 到 极限 "的 过 程 . 沃 尔 泰 拉 及 弗 瑞 德 霍 
姆 都 提 到 把 有 限 区 间 分 解 成 有 限 多 小 区 间 , 从 而 把 积分 方程 表 
示 为 线性 方程 组 ,然后 过 渡 到 极限 .不 过 ,他 们 没有 对 无 穷 多 代 
数 方程 组 实现 极限 过 程 ,而 是 直接 写 出 最 后 的 行列 式 ,并 说 明 这 
些 行列 式 就 是 积分 方程 的 解 . 希 尔 伯 特 则 使 它 成 为 一 种 标准 方 
法 ,并 严格 证 明了 这 个 极限 过 程 . 


R(s,t1;X)= 
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(2) 选 取 对 称 核 ,得 出 更 多 、 更 完备 的 结果 . 希 尔 伯 特 假定 核 
是 实 对 称 的 , 即 
K(1,s)= K(s,t), 
这 当然 是 一 种 限制 ,由 此 却 可 以 把 二 次 型 理论 推广 到 无 穷 多 个 
变 元 的 情形 ,这 样 就 向 前 近 进 了 一 -大 步 ,显然 对 称 和 矩阵 (KK( yi， 
7)) 是 二 次 型 


ZK (yey) SS 
的 矩阵 .二 次 型 的 重要 定理 是 主轴 定理 , 希 尔 伯 特 自然 地 把 这 个 
定理 过 渡 到 无 限 ,从 而 建立 了 谱 理论 .实际 上 , 弗 瑞 德 填 姆 行列 
式 的 特征 根 是 实 的 ,可 以 按 大 小 顺序 排列 


AKCA2K A 
对 于 每 个 n, 对 应 一 个 特征 函数 wo ,使 得 当 mn 时， 
| wpwcouco 
仿照 二 次 型 理论 ,将 p1,…, gp,,… 正 交 归 一 化 , 即 令 
| co -1， 


于 是 希 尔 伯 特 证 明了 他 的 广义 主轴 定理 ;对 于 任何 两 个 连续 函 
数 x(s) 及 y(1)， 


站 K(s,t)x(s)y(t)dsdt = Drip (yig,), (3) 
其 中 
(x19,) = J) gas, 


(x1g,) 可 看 成 用 特殊 函数 op, 来 展开 x(s) 的 健 立 叶 系 数 ,特别 
重要 的 是 ,他 证 明 (3) 式 右 端 在 条 件 
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[G00 yay, 


| 《7y(D)zdisl 
之 下 一 致 收敛 ,而 这 无 非 就 是 希 尔 伯 特 空间 的 单位 球 的 影子 .而 
且 他 证 明 , 在 一 般 情况 下 ,4。 的 集合 是 无 穷 的 .为 了 排除 连续 
谱 ,他 引入 了 全 连续 的 概念 ,这 在 泛 函 分 析 中 也 是 十 分 关键 的 . 
希 尔 伯 特 还 自然 地 把 这 理论 推广 到 复 埃 尔 米 特 核 
K(s,1)= K(t,s) 
的 情形 ,其 中 "一 一 ”表示 取 复 共 斩 ， 
(3) 把 求解 p(s) 的 积分 方程 看 成 求 p(*) 的 傅立叶 系数 问 
题 ,特别 是 证 明 , 如 果 f(s) 是 连续 孙 数 ,日 存在 g ,使 
[kc Vea rs), 
那么 f(s) 可 表 成 的 特征 隔 数 的 级 数 ,这 个 级 数 绝对 且 一 致 收 
敛 . 由 此 ,他 证 明 
gpg(s)—A [kG gcda =0 
除 特征 值 4, 之 外 ,没有 非 平 凡 解 .然后 ,通过 把 积分 方程 归结 为 
无 穷 多 变 元 的 线性 方程 ,他 严密 证 明 弗 瑞 德 霍 姆 择 一 定理 , 即 对 
A 关 和 A, ,方程 
p() -2 | KC, D8) a =f) 


有 惟一 解 ,而 当时 ,这 个 方程 有 解 当 且 仅 当 对 于 ji 的 特 
征 晃 数 g,,1,…, gy,1, 有 


|p, =0,， i=1,.…,l 
成 立 . 


374 近代 数学 史 


希 尔 伯 特 关于 积分 方程 的 工作 正如 他 过 去 的 工作 一 样 , 开 
辟 了 一 个 广 冰 的 未 来 .他 在 1906 年 发 表 的 第 四 篇 论文 中 ,把 注 
意 的 焦点 由 积分 方程 变 为 有 界 双 线 性 型 ,从 而 完整 地 建立 起 谱 
理论 ,其 意义 远 远 超出 对 积分 方程 的 研究 . 


3.5 希 尔 伯 特 以 后 的 积分 方程 理论 


1906 年 以 后 ,在 希 尔 伯 特 的 带领 下 ,形成 了 研究 积分 方程 
的 热潮 . 

(1) 希 尔 伯 特 的 学 生 施 密 特 (Ermhard Schmidt, 1876 一 1959) 简 
化 了 和希 尔 伯 特 的 证 明 ,去 掉 不 必要 的 强人 假设, 向 泛 函 分 析 的 表述 
迈进 了 一 大 步 .特别 是 他 的 理论 不 再 依赖 弗 瑞 德 霍 姆 理论 ,并 把 
对 称 核 表 示 为 一 个 退化 核 及 一 个 “小 " 核 之 和 .对 于 积分 方程 论 ， 
他 在 1907 年 把 对 称 核 理论 推广 到 非 对 称 核 上 . 

(2) 希 尔 伯 特 的 学 生 外 尔 在 其 博士 论文 中 ,把 希 尔 伯 特 理论 
推广 到 积分 限 为 半 无 界 的 积分 方程 . 希 尔 伯 特 在 1906 年 的 讨论 
班 上 已 经 指出 ,对 这 种 奇异 积分 方程 , 弗 瑞 德 霍 姆 的 定理 不 一 定 
成 立 . 特 别 是 对 于 存在 连续 谱 的 情形 ,外 尔 进行 了 深入 研究 ,并 
开辟 了 这 一 重要 方向 . 

(3) 由 于 1901 年 勒 贝 格 引 入 更 一 般 的 积分 一 一 勒 贝 格 积 
分 ,1907 年 匈牙利 数学 家 笋 斯 (Frigyes Riesz, 1880 一 1956) 考 虑 勒 
贝 格 平方 可 积 的 函数 ,从 而 得 出 第 二 类 方程 

A 00)+ | KD) gO 
在 f(s) 与 K(s,1) 勒 贝 格 平方 可 积 的 条 件 下 可 解 . 当然 ,他 在 泛 
吗 分 析 方 面 的 工作 远 为 重要 . 
(4)1907 年 英国 数学 家 贝 特 曼 (Harry Bateman, 1882 一 1946) 
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开始 对 第 三 类 积分 方程 进行 研究 ,而 在 此 之 前 ,完全 没有 第 三 类 
积分 方程 的 提 法 ,他 的 工作 为 毕 卡 (1910) 、 富 比 尼 等 人 所 继续 . 
(5)1907 年 施 密 特 开始 对 非 线性 积分 方程 进行 系统 的 研 
究 , 这 一 领域 极为 复杂 ,他 主要 建立 非 线性 积分 方程 的 分 叉 理 
论 ,对 后 来 的 工作 有 重要 影响 ,1930 年 哈 默 斯 坦 引 进 积分 方程 


PCX) + | kx, fs, 865))ds =0, asxsb, 


后 来 称 之 为 哈 默 斯 坦 方 程 . 他 还 研究 K(x, s) 对 称 且 特 征 值 为 
正 的 情形 ,得 出 解 存在 的 条 件 , 并 通过 逐次 逼近 法 加 以 构造 .对 
于 非 线性 方程 ,后 来 发 展 了 变 分 方法 及 拓扑 方法 . 

(6) 关 于 对 合 型 积分 方程 , 1921 年 下. 诺 特 (Fritz Noether， 
1884 一 约 1939,M': 诺 特 之 子 ,E: 诺 特 之 弟 ) 系 统 研 究 具 有 和 希 尔 伯 
特 核 的 积分 方程 ,并 证 明 诺 特 三 定理 ,其 中 包括 方程 指标 有 限定 
理 .其 后 ,具有 这 种 性 质 的 算 子 被 称 为 弗 瑞 德 霍 姆 算 子 ,这 在 大 
范围 分 析 中 具有 重要 意义 . 

1930 年 维 纳 和 霍 普 夫 引入 的 维 纳 一 霍 普 夫 方程 是 具有 卷 
积 核 的 奇异 积分 方程 ,他 们 创立 了 一 套 解法 ,在 许多 方面 有 重要 
应 用 . 

积分 方程 还 有 许多 重要 推广 ,特别 是 多 维 积分 、 流 形 上 的 积 
分 等 , 均 有 广泛 的 应 用 . 


4 变 分 法 
现在 的 变 分 法 是 这 样 的 数学 分 支 , 它 研究 求 泛 函 的 极 值 及 


相应 的 极 值 函 数 的 方法 .可 是 在 变 分 法 建立 的 时 期 ,不仅 没有 泛 
函 的 概念 ,就 是 连 函数 的 概念 也 很 模糊 .至 于 函数 集合 及 其 拓扑 
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的 观念 ,根本 就 没有 .因此 ,对 于 变 分 法 的 基础 ,直到 20 世纪 初 
才 算 有 清楚 的 认识 . 另 一 方面 , 变 分 法 问题 作为 极 值 问题 或 者 极 
大 极 小 问题 , 却 古 已 有 之 ,如 迪 多 (Dido) 问 题 , 即 在 同样 长 度 的 
闭 曲线 中 求 包围 面积 最 大 的 曲线 ,古代 已 知道 这 是 圆周 ,但 是 严 
密 的 证 明 很 难 给 出 .古代 也 知道 相同 表面 积 包围 的 体积 最 大 的 
闭 曲面 是 球面 ,这 些 等 周 问题 成 为 后 来 变 分 法 的 来 源 之 一 . 


4.1 前 史 


近代 变 分 法 的 问题 来 源 于 牛顿 的 最 小 阻力 抛射 体 问题 、 约 
翰 . 伯 努 利 的 最 速 降 线 问题 和 雅 各 布 ` 伯 努 利 的 等 周 问题 .对 于 
这 些 问 题 ,在 17 世纪 末 开 始 研 究 时 ,基本 上 是 考虑 使 得 形 如 


J= | as 


的 积分 达到 极 大 或 极 小 的 函数 y(x)， 

牛顿 在 他 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》(1687) 中 讨论 了 物体 在 
液体 中 的 运动 ,例如 使 运动 阻力 最 小 的 旋转 曲面 所 具有 的 形状 ， 
他 在 1694 年 给 大 卫 格 雷 高 利 (David Gregory, 1659 一 1708) 的 信 
中 给 出 了 解法 .但 他 对 这 个 问题 的 解法 应 用 了 特殊 技巧 ,并 不 是 
变 分 法 的 典型 .直接 推动 变 分 法 产生 的 是 最 速 降 线 问题 , 它 由 约 
翰 ' 伯 努 利 在 1696 年 6 月 号 的 《博学 者 学 报 》 上 提出 ,向 其 他 学 
者 挑战 .他 的 问题 是 求 连接 一 定点 户 (xi ,yi) 到 其 下 方 另 一 点 
p2(x2,72) 的 曲线 ,使 得 质点 在 重力 作用 下 沿 该 曲线 下 请 所 经 历 
的 时 间 最 短 .如 果 化 为 积分 形式 , 即 令 


直人 


2 
极 小 ,其 中 = yi- 和 :这 个 问题 不 是 新 的 ,伽利略 在 1630 年 和 


第 10 章 ”微分 方程 377 


1638 年 曾 错 误 地 认为 这 是 圆 绝 . 而 正确 的 解答 是 连接 这 两 点 上 
叫 的 旋 轮 线 . 牛 顿 、 莱 布 尼 芯 , 洛 比 达 , 雅 各 布 . 伯 努 利 和 约翰 : 伯 
努 利 都 给 出 了 解答 ,他 们 的 解答 都 发 表 在 1697 年 5 月 号 的 《 博 
学 者 学 报 》 上 .值得 注意 的 是 ,约翰 ' 伯 努 利 的 解法 很 简单 ,他 通 
过 光 的 最 小 路 径 原 理 得 出 微分 方程 


i 
dy= dxy 7a: 


雅 各 布 . 伯 努 利 则 是 通过 完 长 的 几何 证 明 , 得 出 同样 的 微分 方 
程 ,显然 他 的 结果 更 具有 普遍 意义 ,向 变 分 法 迈进 了 一 大 步 .在 
这 期 《博学 者 学 报 》 上 , 雅 各 布 ' 伯 努 利 向 他 的 弟弟 提出 一 些 比 较 
复杂 的 等 周 问题 .于 是 ,约翰 ' 伯 努 利 提出 几 种 解法 ,其 中 之 一 在 
1706 年 的 《巴黎 科学 院 文 汇 》 上 发 表 , 不 过 都 是 错误 的 . 1700 年 
雅 各 布 : 伯 努 利 给 出 一 个 正确 的 解答 ,这 再 次 显示 出 雅 各 布 ' 伯 
努 利 对 变 分 问题 的 研究 已 十 分 接近 正确 的 途径 . 

在 同一 期 《博学 者 学 报 》 上 , 雅 各 布 ' 伯 努 利 还 提出 “具有 变 
端点 的 最 速 降 线 "问题 ,并 在 1698 年 给 出 解答 . 

雅 各 布 : 伯 努 利 去 世 后 ,约翰 : 伯 努 利于 1718 年 改进 他 哥哥 
1700 年 的 结果 ,于 1718 年 发 表 . 不 过 ,他 没 能 把 他 哥哥 的 思想 推 
向 更 高 的 境界 .他 在 变 分 法 上 的 历史 功绩 是 使 年 轻 的 欧 拉 注意 
变 分 问题 ,特别 是 1728 年 他 提示 欧 拉 利用 测 地 线 的 密切 平面 与 
曲面 正 交 这 个 性 质 得 出 曲面 上 的 测 地 线 来 . 显然 ,他 还 没有 能 够 
用 一 个 一 般 方法 来 处 理 变 分 问题 . 


4.2 变 分 法 的 建立 


1728 年 欧 拉 开始 研究 变 分 法 ,他 解决 了 特殊 曲面 上 的 测 地 
线 问 题 , 后 来 推广 到 一 般 变 分 问题 . 他 再 次 从 更 一 般 最 速 降 线 问 
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题 和 人 手 ,1736 年 发 表 了 著名 的 欧 拉 方程 , 即 :使 达到 极 大 或 极 
小 的 函数 必须 满足 常 微分 方程 
f(y)=0. 

1736 一 1744 年 间 欧 拉 改 进 了 他 的 方法 ,解决 一 些 更 一 般 的 问题 ， 
例如 极 小 旋转 曲面 是 悬 链 面 ,并 给 出 弹性 杆 问题 的 解 . 这些 成 果 
发 表 在 1744 年 出 版 的 4 求 具有 某 种 极 大 或 者 极 小 性 质 的 曲线 的 
技巧 》( Methodus Inveniendi Lineas Curvas Maximi Minimive Proprietate 
Gaudenies ) 中 ,这 本 书 的 出 版 标志 着 变 分 法 作为 一 门 学 科 正 式 诞 
生 . 但 是 ,他 的 方法 仍然 是 几何 的 、 复 杂 的 ,还 不 能 统一 成 一 个 普 
遍 的 方法 . 

欧 拉 的 工作 引起 了 拉 格 朗 日 的 注意 , 正 是 拉 格 朗 日 引进 了 
纯 分 析 的 方法 ,并 对 范围 很 广 的 一 个 问题 得 到 了 一 个 系统 的 方 
法 .他 在 1755 年 8 月 给 欧 拉 的 一 封 信 中 称 这 方法 为 变 分 方法 . 
拉 格 朗 日 引进 泛 函 J 的 变 分 概念 

2- 站 (fy + froy’ )dx， 
他 假定 》 与 4 两 个 运算 可 交换 ,把 一 次 变 分 化 成 
= | [por +fr (0y')] dx， 
他 利用 6y 在 端点 为 0 这 个 事实 ,得 出 
= | [za - (2p)ay]as, 
对 于 极 大 化 或 极 小 化 函数 
5 =0, 

拉 格 朗 日 断言 6y 的 系数 为 0, 即 


d 
pp-arh=0 
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拉 格 朗 日 的 结果 在 1760 年 发 表 (1762 年 出 版 ). 但 拉 格 朗 日 对 于 
断言 的 证 明 ,许多 是 错误 的 ,直到 1848 年 撤 吕 斯 (Piere Frederic 
Sarurs,1789 一 1861 ) 才 给 出 一 个 正确 的 证 明 , 此 即 变 分 法 基本 引 | 
理 . 

欧 拉 在 收 到 拉 格 朗 日 的 信之 后 ,于 1756 年 9 月 两 次 向 柏林 
科学 院 宣读 论文 ,他 正式 用 《 变 分 演算 》( Calculi variationum ) 作 为 
论文 题目 ,表示 对 这 种 新 演算 方法 正式 承认 .这 篇 论文 发 表 的 年 
份 是 1764 年 ,实际 上 在 1766 年 出 版 . 

其 后 , 欧 拉 及 拉 格 朗 日 都 发 表 了 一 系列 论文 ,而 最 终 拉 格 朗 
日 在 他 的 《函数 演算 讲义 》 第 2 版 (1806) 中 把 变 分 法 纳入 他 的 整 
个 数学 分 析 的 庞大 方案 之 中 , 即 把 分 析 代 数 化 ,使 之 建立 在 泰勒 
展开 之 上 .至 此 , 变 分 法 已 完成 其 形式 阶段 . 拉 格 朗 日 更 重要 的 
贡献 在 于 已 把 变 分 法 系统 地 应 用 于 力学 ,在 他 的 《解析 力学 》 
(1788) 中 ,他 把 最 小 作用 原理 等 以 变 分 的 形式 表达 ,推出 拉 格 朗 
日 方程 ,从 而 把 力学 数学 化 ， 


4.3 极 值 条 件 


欧 拉 方 程 只 是 使 积分 取 极 大 或 极 小 的 解 所 应 满足 的 一 个 必 
要 条 件 ,但 对 于 什么 是 充分 条 件 ,直到 18 世纪 末 才 由 拉 普 拉 斯 
和 勒 让 德 进行 研究 . 1782 年 拉 普 拉 斯 企图 求解 该 问题 ,但 没有 
成 功 ;1786 年 勒 让 德 给 出 了 由 第 二 变 分 表达 的 必要 条 件 , 即 
8J=0,J 取 极 小 ; 
J <<0,J 取 极 大 . 
由 此 推出 , 沿 y(x) 上 每 点 x， 
ry 0, 了 取 极 小 ; 
fvv 0,J 取 极 大 . 
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但 他 在 1787 年 认识 到 这 仍然 不 是 充分 条 件 . 直到 1837 年 , 雅 可 
比 引进 了 共 轿 的 概念 ,并 给 出 了 第 三 个 必要 条 件 .他 断言 ,如 果 
一 个 函数 满足 欧 拉 方程 并 且 沿 着 这 条 曲线 有 f,., < 0, 而 且 在 a 
与 8 之 间 不 存在 共和 d 点 , 则 这 个 函数 就 是 积分 J 的 一 个 极 小 .但 
这 个 条 件 并 不 正确 . 雅 可 比 的 理论 经 过 30 多 年 的 发 展 ,并 没有 
得 到 很 好 的 淤 清 , 直 到 外 尔 斯 特 拉 斯 对 变 分 法 的 研究 , 才 使 经 典 
变 分 法 理论 得 到 完整 的 论述 , 1865 一 1890 年 外 尔 斯 特 拉 斯 在 柏 
林 大 学 的 讲课 中 ,给 变 分 法 奠定 了 一 个 新 的 基础 .他 指出 ,以 前 
的 所 有 条 件 都 是 有 局 限 性 的 ,也 就 是 说 y(x) 适 合 与 其 他 有 限制 
的 曲线 类 相 比 较 , 实 际 上 要 求 出 真正 的 使 / 极 小 或 极 大 的 曲线 
y(%) ,必须 把 它 同 连接 a,b 的 所 有 曲线 相 比 较 , 我 们 可 以 说 这 
种 变 分 是 强 变 分 ,而 以 前 的 条 件 是 弱 变 分 . 外 尔 斯 特 拉 斯 在 
1879 年 证 明 弱 变 分 的 三 个 条 件 是 充分 条 件 , 并 进而 考虑 变 分 的 
充分 条 件 .为 此 ,他 引进 了 过 剩 函 数 已 ; 

E(x,y,y ,p)=f(x,y,p) -f(x,y )-(p- yf (x,y,Y ), 
并 且 给 出 y(x) 使 达到 极 小 的 第 四 个 必要 条 件 , 即 对 每 个 有 限 
值 p, 沿 极 值 曲线 y(x) 上 ,有 

E(x,y,y' ,p)>0. 

外 尔 斯 特 拉 斯 的 理论 首先 由 策 梅 罗 (Emst Friedrich 
Ferdinand Zermelo, 1871 一 1953) 在 1894 年 的 博士 论文 中 加 以 阐 
述 ,后 来 又 出 现在 其 他 一 些 论文 中 ,最 后 在 克 耐 泽 ( Adolf Kneser， 
1862 一 1930) 的 《 变 分 法 教程 (1900) 中 系统 地 得 到 发 展 . 


4.4 19 世纪 末 以 来 的 发 展 


19 世纪 的 变 分 法 除了 最 终 确定 极 值 条 件 之 外 ,在 应 用 上 也 
有 重大 发 展 .其 中 最 主要 的 是 物理 学 上 的 变 分 原理 以 及 几何 学 
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上 的 测 地 线 与 极 小 曲面 ,直到 现在 这 些 仍然 是 变 分 法 、 偏 微分 方 
程 研究 的 主要 推动 力 .19 世纪 中 最 令 人 不 安 的 理论 问题 是 狄 利 
克 雷 原理 .自从 外 尔 斯 特 拉 斯 举 出 反例 之 后 , 半 个 世纪 无 人 间 
津 , 直 到 希 尔 伯 特 恢复 它 的 名 誉 为 止 .在 这 个 过 程 中 , 希 尔 伯 特 
创立 直接 方法 解决 问题 .他 直接 提出 而 不 是 造 出 极 小 化 函数 , 作 
为 函数 列 的 极限 ,使 得 所 研究 的 积分 值 趋 于 其 极 小 值 .对 于 古典 
的 狄 利克 雷 积 
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如 果 w 具有 连续 导数 且 取 给 定 边界 值 , 则 称 函数 w 为 可 允许 
的 . 设 D[w] 的 下 界 为 4, 对 于 可 允许 函数 w, 可 以 定 出 可 允许 函 
数 序列 由 ,使 得 当 n>w 时 ,D[ wu]>d. 由 于 函数 序列 uw 不 一 
定 收敛 , 希 尔 伯 特 采取 以 下 处 理 方法 : 

(1) 使 积分 光滑 化 . 因为 极限 函数 调和 服从 调和 函数 的 平均 
值 定理 ,ww 在 任 一 点 P 的 值 等 于 它 在 围绕 P 的 任意 小 贺 K 上 的 
平均 值 ,这 样 用 uw 在 K 上 的 平均 值 代 兰 w,(P), 使 它 收 化 于 
uw(P). 

(2) 从 wu 中 得 出 一 个 适当 的 收敛 子 序列 ,后 来 由 于 查 伦巴 
发 现 一 个 简单 不 等 式 

(Dlum -wlis {DLun] - dli+ {DLu]- dlz, 

而 使 得 这 一 步 没有 必要 . 

经 过 希 尔 伯 特 修改 之 后 , 狄 利克 雷 原理 可 以 有 条 件 地 应 用 ， 
从 而 可 以 解决 一 系列 基本 问题 ,例如 单 值 化 问题 .他 的 直接 方法 
也 成 为 微分 方程 数值 解法 的 直接 方法 的 基础 ,从 理论 上 也 开辟 
了 一 个 新 天 地 .经 过 勒 贝 格 、 托 耐 利 等 人 的 发 展 ,直接 方法 已 有 
稳固 的 基础 , 近 半 个 多 世纪 已 经 推广 到 高 维 积分 的 情形 . 
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实际 上 ,从 变 分 法 建立 之 初 , 变 分 法 已 经 向 各 方面 推广 .最 
早 的 推广 是 由 一 个 独立 变 元 到 两 个 或 三 个 变 元 ,这 时 泛 函 的 积 
分 也 变 为 重 积分 . 撒 吕 斯 在 1846 年 解决 了 这 个 问题 ,他 由 条 件 
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推出 偏 微分 方程 
ar aa 
dz 9x 9y 
其 中 
az az 
P= gx day 


他 曾 获得 巴黎 科学 院 1842 年 的 大 奖 . 

20 世纪 初 , 变 分 法 研究 再 次 兴起 一 个 热潮 ,以 希 尔 伯 特 为 
首 的 德国 学 派 占 主导 地 位 ,特别 是 卡拉 提 奥 多 里 (Constantin 
Carathéodory, 1883 一 1950) 和 德国 数学 家 波 尔 查 (Oskar Bolza， 
1857 一 1942) . 波 尔 查 曾 于 1893 一 1910 年 在 芝加哥 大 学 任教 ,从 
而 把 德国 学 派 的 成 果 带 到 美国 .他 提出 波 尔 查 问题 , 它 以 拉 格 朗 
日 和 和 迈 耶 (Christian Gustav Adolph Mayer, 1839 一 1908) 问 题 为 其 特 
殊 情 形 .20 世纪 30 年 代 以 后 , 变 分 法 在 两 个 方向 上 有 重大 突 
破 ,一 是 20 世纪 30 年 代 兴 起 的 大 范围 变 分 法 ,二 是 20 世纪 50 
年 代 兴 起 的 最 优化 理论 ,它们 都 是 当前 的 热门 . 
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在 19 世纪 ,代数 的 基本 问题 仍 是 代数 方程 及 方程 组 的 求 
解 ,由 此 引出 一 系列 的 新 领域 . 


1 通 论 


数学 中 代数 这 一 分 支 经 历 过 多 次 变化 , 而 每 一 次 变化 都 如 
此 之 大 ,以 至 于 它们 的 对 象 及 研究 目标 没有 什么 关系 ,并 且 后 来 
的 代数 对 于 前 面 的 代数 来 说 ,总 要 冠 以 “近代 ”, 以 示 区 别 . 19 世 
纪 数 学 的 多 样 性 在 代数 的 转变 中 得 到 了 充分 的 反映 . 

古典 的 代数 对 于 贫乏 的 几何 式 代 数 来 说 是 一 个 飞 距 , 它 是 
一 种 求解 数值 方程 的 算法 ,因此 ,算法 与 代数 语 出 同 源 . 

16 世纪 末 ,符号 代数 或 字母 代数 的 产生 并 没有 改变 代数 的 
算法 本 性 ,但 是 随 之 而 来 出 现 两 类 相关 的 新 闻 题 : 

(1) 计 算 规则 , 即 哪些 计算 是 合法 的 ; 

(2) 计 算 对 象 , 即 哪些 对 象 是 合法 的 . 
实际 上 ,代数 从 某 种 意义 上 来 讲 是 计算 规则 及 计算 对 象 的 扩大 ， 
后 者 尤其 明显 ,如 通过 对 代数 方程 的 求解 ,出 现 负数 及 虚数 ,对 
于 它们 ,西方 数学 家 争论 了 几 个 世纪 ， 

从 16 世纪 到 18 世纪 ,求解 代数 方程 是 代数 的 主流 ,其 中 心 
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问题 是 算 , 这 也 符合 当时 的 潮流 ,因为 无 论 算术 、 几 何 、 微 积分 及 
概率 演算 ,都 是 解决 算 的 方法 问题 . 

算 的 本 质 是 构造 解 , 因 此 当 演 算 经 历 了 数 次 失败 之 后 ,出现 
两 种 新 倾向 : 

(1) 数 值 计算 或 近似 计算 . 实际 上 这 也 是 构造 算法 ,但 同时 
要 考虑 计算 精度 .误差 以 及 收敛 的 快慢 等 计算 理论 问题 

(2) 方 程 理论 .首先 是 存在 性 问题 ,特别 是 证 明 一 般 五 次 方 
程 不 一 定 存在 根 式 解 的 问题 ,理论 问题 逐渐 代替 算法 而 成 为 代 
数 的 主流 . 

这 两 种 倾向 在 18 世纪 之 前 已 经 出 现 , 到 19 世纪 成 为 主要 
潮流 . 1840 年 左右 ,以 前 的 两 种 倾向 又 得 到 发 展 . 

(1) 运 算 规则 的 系统 化 及 扩大 化 ,主要 是 英国 学 派 关 于 “ 形 
式 永 恒 性 原则 ”的 提出 以 及 超出 数值 运算 的 结合 律 .交换 律 及 分 
配 律 等 新 规则 的 确立 ,如 宕 等 律 . 德 . 摩 根 律 等 . 

(2) 运 算 对 象 的 扩大 ,运算 不 限于 数 、 量 (虽然 它们 的 基础 也 
不 牢固 ), 而 引进 新 对 象 ,特别 是 向 量 、 四 元 数 以 及 超 复 数 , 男 外 
还 有 行列 式 \、 和 矩阵 、 置 换 、 变 换 等 等 均 成 为 运算 的 对 象 ,只 是 它们 
的 运算 规则 不 一 定 再 服从 数 的 运算 规则 . 

大 约 1840 年 左右 ,代数 学 发 展 成 为 对 任意 对 象 进 行 运 算 操 
作 的 一 门 科学 . 

从 1840 年 左右 到 1920 年 左右 ,代数 学 又 酝酿 着 第 三 次 变 
革 , 这 一 次 变革 的 最 终结 果 使 得 代数 学 成 为 研究 抽象 代数 结构 
的 一 门 结构 数学 ,导向 这 条 道路 的 途径 有 如 下 几 条 : 

(1) 代 数 方程 论 一 置换 理论 一 置换 群 理论 一 一 般 群 理论 一 
抽象 群 理论 . 

代数 方程 组 理论 一 消去 法 理论 一 交换 环 论 . 
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(2) 代 数 数论 一 理想 数理 论 一 理想 理论 一 交换 代数 理论 . 

代数 函数 论 一 代数 几何 学 一 理想 与 除 子 理论 一 交换 代数 理 
论 . 

代数 方程 .代数 几何 学 、 数 论 、 型 论 一 域 论 . 

型 论 一 不 变 式 论 习 交换 代数 理论 . 

(3) 四 元 数 -一 超 复数 ~ 结合 代数 及 非 结合 代数 理论 . 

(4) 李 变换 群 一 李 代 数理 论 一 李 群 理论 . 


2 线性 代数 及 多 线性 代数 


线性 代数 学 是 既 古 老 又 年 轻 的 数学 分 支 .说 它 古老 ,是 因为 

解 线性 方程 
ax+b=0 

的 问题 是 线性 代数 的 最 原始 问题 , 它 和 数学 本 身 一 样 古老 .虽然 
这 个 问题 并 不 困难 ,但 是 解 这 个 问题 的 原理 , 却 是 整个 线性 代数 
的 思想 及 方法 的 原始 标本 .说 它 年 轻 , 是 因为 线性 代数 学 作为 一 
门 学 科 , 不 像 解 析 几 何 学 和 微 积 分 那样 ,有 一 个 明确 完成 的 时 
期 ,其 主要 内 容 , 在 数学 各 个 分 支 中 不 断 应 用 ,是 陆续 完成 的 . 直 
到 19 世纪 末 才 算 初 具 规模 ,到 20 世纪 30 年 代 才 成 为 一 门 独立 
学 科 ,并 且 像 微 积 分 一 样 成 为 数学 基础 训练 不 可 少 的 内 容 . 线 性 
代数 的 成 果 分 散在 解析 几何 学 .线性 方程 组 ,数论 .二 次 型 理论 、 
行列 式 论 .线性 微分 方程 理论 .斯 图 姆 一 刘 维 尔 方程 论 .矩阵 论 、 
傅立叶 级 数 展开 等 许多 分 支 中 .在 19 世纪 ,“ 线 性 代数 ”一 词 只 
用 于 指 线性 结合 代数 , 即 超 复 系 . 

线性 代数 学 的 对 象 可 以 分 为 三 种 相互 关联 的 对 象 :线性 空 
间 ( 或 向 量 空 间 ) .线性 变换 (或 线性 代 换 或 矩阵 ) ,线性 形式 (或 
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线性 型 或 线性 函数 ). 线 性 代数 学 的 大 部 分 内 容 可 以 采用 不 同 的 
语言 及 观点 来 叙述 ,但 它们 彼此 等 价 .另外 ,它们 在 不 同学 科 中 
往往 以 不 同 的 面 谣 出 现 ,比如 在 几何 学 分 析 学 和 力学 中 ,同一 
线性 代数 问题 的 提 法 可 以 完全 不 一 样 . 

线性 代数 学 来 源 于 解 线性 (一 次 ) 联 立方 程 或 线性 方程 组 . 
创立 解析 几何 学 之 后 ,线性 方程 组 的 重要 性 更 加 突出 ,关于 空间 
中 平面 和 直线 的 位 置 关 系 的 所 有 问题 ,都 可 以 妇 结 为 线性 方程 
组 来 研究 .许多 民族 很 早 就 知道 ,对 于 两 个 未 知 数 .两 个 方程 甚 
至 三 个 未 知 数 、 三 个 方程 ,可 以 通过 消去 法 去 求解 .系统 的 方法 
最 早 来 自 莱 布 尼 芯 .他 早 在 17 世纪 70 年 代 就 已 经 进行 研究 ,并 
在 1693 年 引进 相当 于 现在 行列 式 的 符号 ,得 出 由 三 个 二 元 方程 
组 成 的 方程 组 的 结 式 行列 式 .他 证 明 , 如 果 结 式 行 列 式 为 零 , 则 
这 三 个 方程 有 解 . 

用 行列 式 方法 解 含 有 两 个 、 三 个 或 四 个 未 知 数 的 联 立 线性 
方程 组 是 英国 数学 家 麦克 劳 林 在 1721 年 开创 的 ,并 发 表 在 他 的 
遗 著 《代数 通论 》(4 Treatise of hlgebra ) (1748) 之 中 .虽然 他 的 记 
号 不 好 ,但 方法 与 现在 的 方法 并 没有 什么 不 同 ， 

通常 所 说 的 克拉 梅 法 则 出 现在 克拉 梅 的 《代数 曲线 分 析 引 
论 》( Introduction & L'analyse des lignes courbes algebrigues )(1750) 中 . 
他 为 了 得 出 通过 给 定 五 个 点 的 二 次 曲线 的 方程 

A+t+By+Cx+ Dy’+ Exy+x’=0, 
需要 求 出 系数 4,8,C,D,E 所 满足 的 线性 方程 组 ,他 把 系数 表 
成 两 个 行列 式 之 商 , 确 定 行列 式 的 数值 的 求法 ,它们 可 以 表 为 一 
些 乘 积 的 和 ,并 根据 因子 的 排列 顺序 决定 该 乘积 符号 的 正 负 . 实 
际 上 ,真正 完成 关于 n 个 未 知 数 个 线性 齐 次 方程 的 求解 理论 
的 是 贝 祖 . 1764 年 , 贝 祖 把 确定 一 般 行列 式 每 一 项 的 符号 的 方 
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法 系统 化 ,并 且 证 明 ,系数 行列 式 等 于 零 是 齐 次 方程 组 有 非 零 解 
的 条 件 . 

行列 式 是 由 解 线 性 方程 组 得 出 的 ,但 随 着 行列 式 应 用 的 日 
益 广 泛 ,行列 式 本 身 成 为 数学 的 独立 研究 对 象 ,行列 式 论 也 就 应 
运 而 生 了 .第 一 个 系统 曾 述 行列 式 理论 的 是 范 德 孟 ,他 引进 子 式 
及 余子 式 的 概念 ,并 制定 了 用 二 阶 子 式 展 开行 列 式 的 规则 
(1772). 1773 年 ,大 数学 家 拉 普 拉 斯 证 明了 范 德 孟 规则 ,并 推广 
其 展开 行列 式 的 方法 ,现在 称 之 为 拉 普 拉 斯 展开 定理 . 同年 , 拉 
格 朗 日 在 解 物理 问题 中 得 出 三 阶 行列 式 的 平方 公式 ,但 是 他 没 
有 加 以 推广 .直到 1812 年 法 国 数学 家 比 内 才 叙 述 行列 式 的 乘法 
定理 :两 个 n 阶 行列 式 1a;1,15;1 相 乘 

layl lb;| = leyl, 
则 
ci = 也 Qnby. 

但 他 没有 给 出 令 人 满意 的 证 明 . 这 个 行列 式 论 的 基本 定理 是 柯 
西 于 1815 年 证 明 的 .他 还 引进 现在 使 用 的 符号 和 记 法 , 1825 年 
会 尔 克 (Heinrich Ferdinand Scherk,1798 一 1885) 给 出 行列 式 的 加 
法 规则 和 关于 常数 的 乘法 规则 .他 还 知道 , 当 行 列 式 的 某 些 行 线 
性 相关 时 ,行列 式 为 零 . 

雅 可 比 在 1841 年 把 行列 式 的 元 素 扩 大 为 函数 ,并 给 出 导数 
公式 .更 重要 的 是 ,他 在 1842 年 引进 所 谓 雅 可 比 行列 式 或 函数 
行列 式 , 后 来 还 给 出 乘积 定理 , 行列 式 的 记号 (11) 是 凯 雷 在 
1844 年 首先 引进 的 . 

在 此 之 前 , 雅 可 比 的 第 一 篇 有 关 线 性 代数 的 论文 于 1834 年 
发 表 在 《 克 菜 尔 杂 志 》 上 , 它 有 一 个 极 长 的 题目 《 论 通 过 线性 代 换 
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(persubstitutiones lineares) 把 两 个 任意 二 次 齐 次 函数 变换 为 两 个 
另外 的 二 次 齐 次 函数 , 它 只 含 变 元 的 平方 项 , 另 附 许 多 重 积 分 的 
变换 和 计算 的 定理 .实际 上 ,他 证 明 , 如 果 两 个 二 次 型 中 的 一 个 
是 正定 二 次 型 ,那么 可 以 把 它们 同时 对 角 化 .同时 ,他 还 得 出 一 
个 线性 变换 保持 平方 和 x? + x3+… + x2 不 变 的 条 件 , 用 现代 术 
语 来 说 就 是 变换 矩阵 是 正 交 的 . 1858 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 给 出 同 
时 将 两 个 二 次 型 化 为 平方 和 的 一 般 方法 . 

19 世纪 中 期 ,研究 已 涉及 到 关于 n 个 末 知 数 m 个 线性 方程 
的 解 .斯 密 司 引进 增 广 行列 式 的 概念 ,他 和 其 他 数学 家 对 这 类 方 
程 组 进行 了 系统 的 叙述 .第 一 本 关于 行列 式 论 的 专著 是 1867 年 
出 版 的 《行列 式 简 论 》( An elementary Treatise on determinants ) , 作 
者 是 著名 作家 卡 洛 尔 , 他 的 《爱丽 丝 漫游 仙境 》( hlice’s Adventures 
识 Wonderland )(1865) 等 书 是 世界 儿童 文学 的 名 著 . 在 这 本 关于 
行列 式 的 论著 中 ,他 给 出 了 = 个 未 知 数 m 个 线性 方程 组 相 容 的 
充分 必要 条 件 . 

从 这 时 起 ,行列 式 论 涌现 出 大 量 定理 ,其 中 涉及 各 种 在 应 用 
中 出 现 的 对 称 行列 式 . 斜 对 称 行列 式 \ 正 交行 列 式 、 加 边 行列 式 
等 等 . 

行列 式 是 一 种 极其 特殊 的 多 线性 型 .在 型 论 中 ,研究 最 多 的 
是 二 次 型 或 更 广 一 点 的 双 线 性 型 . 在 数论 中 ,二 次 型 起 源 很 早 ， 
到 拉 格 朗 日 及 高 斯 已 经 作 了 系统 的 研究 .在 结晶 学 中 研究 的 也 
是 整数 二 次 型 .在 几何 学 .物理 学 和 力学 中 出 现 的 是 一 般 实 系数 
二 次 型 ,其 中 一 个 基本 问题 就 是 把 二 次 型 化 为 标准 形式 . 柯 西 在 
1826 年 主要 研究 把 二 次 曲线 或 二 次 曲面 变形 ,将 曲线 或 曲面 方 
程 化 简 , 最 后 把 方程 化 简 为 只 有 二 次 项 ,并 通过 二 次 项 的 符号 来 
进行 分 类 . 直到 1851 年 , 西 尔 维 斯 特 才 提出 他 所 谓 的 “惯性 定 
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律 ”: 实 系数 二 次 型 3 ayxn 总 能 用 具有 行列 式 不 为 零 的 实 线 
性 变换 


Xi 二 Db, i=1,2,.…,n 
jt 
化 为 + 个 平方 项 的 和 
用 


不 管用 什么 变换 , 正 项 个 数 * 及 负 项 个 数 - - * 总 是 不 变 的 .但 
是 ,他 没有 给 出 证 明 . 雅 可 比 独立 发 现 并 证 明了 这 个 定理 ,但 直 
到 1857 年 才 发 表 . 1868 年 外 尔 斯 特 拉 斯 完成 二 次 型 理论 ,并 推 
广 到 双 线 性 型 . 双 线 性 型 是 指 
CIYXIY1 十 Ci2%172 十 "十 CnnXnyn， 

它 对 应 行列 式 1ay1. 利用 西 尔 维 斯 特 的 初等 因子 概念 ,他 得 出 
双 线 性 型 束 4 + 48B 的 标准 型 ,并 证 明 其 行列 式 1oy + X46j1 的 不 
变 因子 是 其 不 变量 完全 集 . 

现在 被 认为 是 线性 代数 的 核心 的 和 矩阵 在 历史 上 出 现 得 很 
晚 ,但 与 矩阵 有 关 的 性 质 都 表现 在 线性 变换 、 二 次 型 和 行列 式 的 
理论 当中 . 矩阵 这 个 词 首 先 由 西 尔 维 斯 特 在 1850 年 使 用 ,主要 
是 为 了 与 行列 式 的 数列 区 别 开 . 现 在 意义 下 的 “和 矩阵 "是 1857 年 
由 凯 雷 引进 的 (1858 年 发 表 ) ,这 并 非 一 个 重大 的 创造 ,实际 上 
是 为 了 表达 方程 系数 (变换 ) 而 引进 的 . 凯 雷 的 研究 实际 上 并 没 
有 引起 多 大 注意 .用 方 阵 表示 线性 变换 的 思想 ,高 斯 在 他 的 二 次 
型 理论 中 就 已 提出 ,他 还 提出 把 两 个 线性 变换 结合 成 第 三 个 线 
性 变换 (也 就 是 符 阵 的 乘法 ) 的 思想 , 高 斯 的 这 种 符号 代数 后 来 
为 爱 森 斯 坦 ( Ferdinand Gotthold Max Fisenstein, 1823 一 1852 ) 所 发 
展 ,他 在 自己 的 研究 中 认识 到 ,线性 变换 可 以 相 加 、 相 乘 , 可 以 求 
逆 及 矢 , 尤 其 是 他 注意 到 乘法 不 可 交换 ,这 与 行列 式 有 着 原则 性 
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不 同 . 埃 尔 米 特 也 曾 使 用 过 这 种 符号 代数 . 

凯 雷 通常 被 认为 是 矩阵 论 的 创始 者 ,这 是 由 于 他 首先 把 矩 
阵 本 身 作 为 研究 对 象 ,并 提出 凯 雷 一 哈密 尔 顿 定理 , 即 矩阵 满足 
方程 

IM- xl| =0, 
其 中 x% 是 未 知 数 ,7 是 单位 抢 阵 , 11 表示 行列 式 .他 只 对 W 为 2 
x2 矩阵 的 情形 进行 了 验证 ,并 说 曾 对 3 x 3 矩阵 验证 过 ,并 认 
为 不 必 进 一 步 证 明 . 这 表明 , 凯 雷 的 贡献 主要 在 形式 方面 . 

和 矩阵 论 的 重要 问题 是 把 矩阵 化 为 标准 型 及 特征 值 理论 ,这 
些 在 1870 年 之 前 ,都 以 其 他 形式 出 现 .我 们 称 上 述 方 程 为 特征 
方程 ( 柯 西 ,1840) ,其 根 为 特征 根 (或 谱 ). 在 天 体力 学 中 ,和 久 期 运 
动 的 微 扰 问题 就 涉及 特征 值 问题 ,尤其 是 对 于 特征 值 何 时 为 实 
数 难 于 确定 . 拉 普 拉 斯 曾 发 现 ,矩阵 的 对 称 性 与 特征 根 为 实数 有 
关 . 直 到 1829 年 , 柯 西 才 证 明 , 对 称 和 矩阵 的 特征 值 是 实 的 . 1855 
年 埃 尔 米 特 推广 到 埃 尔 米 特 矩 阵 ( 即 矩阵 等 于 其 转 置 共 忽 ) ,他 
证 明 埃 尔 米 特 和 矩阵 的 特征 根 也 是 实 的 . 

相似 矩阵 的 概念 具有 明显 的 几何 意义 , 它 代 表 同 一 变换 ,这 
个 概念 原来 柯 西 已 有 . 如 果 存 在 一 个 非 奇 异 和 矩阵 已 ,使 得 B = 
P-14P, 那 么 两 个 方 阵 4A,B 被 称 为 相似 .外 尔 斯 特 拉 斯 在 1868 
年 证 明 ,两 个 相似 矩阵 的 特征 方程 相同 . 若 尔 当 于 1870 年 证 明 ， 
如 果 和 矩 阵 可 变换 到 一 个 相似 矩阵 ,那么 它 具 有 若 尔 当 标准 型 . 

把 矩阵 论 系 统 化 的 是 德国 数学 家 弗 罗 宾 尼 乌 斯 ,他 在 
1877 一 1879 年 的 几 篇 论文 中 ,引进 矩阵 的 秩 的 观念 ,并 提出 求 矩 
阵 所 满足 的 最 小 多 项 式 的 问题 , 它 是 由 特征 多 项 式 的 因 式 构成 
的 .1904 年 享 塞 尔 证 明 ,最 小 多 项 式 是 惟一 的 . 弗 罗 宾 尼 乌 斯 还 
把 西 尔 维 斯 特 及 外 尔 斯 特 拉 斯 的 不 变 因 子 和 初等 因子 理论 引进 
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矩阵 理论 ,他 证 明 , 和 矩阵 4 与 B 等 价 , 即 存 在 两 个 非 奇 异 矩 阵 
U,y, 使 
A = UBV, 

当 且 仅 当 4 和 B 有 相同 的 初等 因子 或 不 变 因 子 . 

从 此 以 后 ,关于 矩阵 本 身 的 研究 工作 ,引进 一 系列 特殊 的 矩 
阵 , 如 正 交 和 矩阵 \ 丁 答 阵 等 ,还 引起 对 移 阵 函数 的 研究 ,如 符 阵 寡 
级 数 及 收敛 定理 .19 世纪 80 年 代 中 期 , 西 尔 维 斯 特 及 凯 雷 等 人 
开始 一 般 和 矩阵 方程 的 研究 ,例如 求解 4X = XB,AX = X4', AX = 
XA 等 方程 . 19 世纪 90 年 代 , 关 于 无 限 维和 矩阵 的 研究 直接 导致 
泛 函 分 析 的 产生 . 


3 代数 方程 论 


3.1 阿 贝尔 


第 一 次 严格 证 明 五 次 和 五 次 以 上 的 一 般 代 数 方程 不 能 用 代 
数 方法 求解 的 是 年 轻 的 挪威 数学 家 阿 贝 尔 . 阿 贝 尔 ,1802 年 8 
月 5 日 生 于 挪威 的 芬 杜 岛 ,他 的 祖父 和 父亲 都 是 路 德 派 新 教 牧 
师 . 芬 杜 岛 是 他 父亲 所 任 的 第 一 个 教区 . 阿 贝 尔 弟兄 六 人 ,他 排 
行 第 二 ,还 有 一 个 妹妹 . 1814 年 , 阿 贝尔 的 父亲 成 为 议会 议员 . 
他 们 兄弟 的 启蒙 教育 都 来 自 父 亲 . 1815 年 阿 贝尔 被 送 进 克 里 斯 
蒂 安 尼 亚 ( 今 奥斯陆 ) 的 教会 学 校 . 1817 年 由 于 原来 的 数学 教师 
虐待 学 生 致 死 而 被 解聘 , 新 来 的 教师 是 荷 尔 伯 (Bemdt Michael 
Holmboe,1795 一 1850) ,他 是 第 一 位 对 阿 贝尔 一 生 有 影响 的 人 ,他 
很 快 就 发 现 阿 贝尔 不 同 寻常 的 数学 才能 .起 初 他 给 阿 贝尔 一 些 
题 做 ,并 推荐 一 些 课 外 参考 书 给 他 看 ,后 来 两 人 一 起 学 习 欧 拉 的 
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微分 法 和 积分 法 的 教科 书 以 及 拉 格 郎 日 和 拉 普 拉 斯 的 著作 ., 阿 
贝尔 进步 很 快 , 毕 业 时 他 已 掌握 大 部 分 重要 的 数学 知识 . 在 最 后 
一 年 中 , 阿 贝尔 已 经 研究 五 次 方程 求解 的 问题 .他 自 以 为 找到 了 
一 般 解 的 形式 ,但 在 挪威 没有 人 看 得 履 , 也 没有 刊物 可 以 发 表 . 
克 里 斯 带 安 尼 亚 大 学 应 用 数学 及 天 文学 教授 汉 斯 廷 (Christopher 
Hansteen, 1784 一 1873 ) 把 这 篇 论文 寄 给 丹麦 数学 家 德 根 ( Carl 
Ferdinand Degen, 1766—1825), 请 他 协助 发 表 . 德 根 没 有 发 现 文 
章 有 什么 错误 ,但 要 求 阿 贝尔 用 例子 来 解释 其 方法 . 阿 贝 尔 在 构 
造 例子 时 ,发现 自己 的 方法 是 错误 的 .于 是 ,他 接受 德 根 的 建议 
转 而 去 研究 椭圆 函数 理论 . 

阿 贝尔 的 父亲 于 1820 年 去 世 , 使 这 个 多 子女 的 家 庭 陷 入 了 
经 济 十 分 困难 的 境地 . 1821 年 秋天 , 阿 贝 尔 进入 大 学 ,在 学 校 宿 
舍 里 住 一 间 免 费 的 房间 .由 于 他 的 才能 ,教授 们 用 自己 的 薪金 帮 
助 他 完成 学 业 . 一 年 后 ,他 就 得 到 学 位 并 开始 自学 一 切 数学 文 
献 ,不 论 是 重要 的 还 是 不 重要 的 都 去 看 .从 这 时 起 , 阿 贝 尔 开始 
集中 精力 搞 数 学 研究 ,不 久 就 在 汉 斯 廷 办 的 全 国 性 期 刊 《 自 然 科 
学 杂志 》 上 发 表 有 关 函 数 方程 的 论文 .他 还 写 了 一 篇 关于 代数 函 
数 积分 的 论文 ,但 手稿 已 遗失 . 1823 年 ,他 发 表 数 学 史上 第 一 篇 
解 积 分 方程 的 论文 ,文章 讨论 质点 在 重力 影响 下 在 曲线 上 运动 
的 力学 问题 ,因原 文 是 用 挪威 文 写 的 ,未 受到 重视 . 1823 年 夏 
天 ,数学 教授 拉 斯 称 森 (Siren Rasmussen, 1768 一 1850) 支 援 他 100 
台 拉 到 丹麦 会 见 德 根 及 其 他 数学 家 . 回 到 挪威 后 ,他 又 重新 研究 
起 五 次 方程 求解 的 问题 .这 一 次 他 采取 否定 的 观点 ,并 取得 了 成 
功 , 最 终 证 明 一 般 五 次 方程 不 可 能 根 式 求解 .他 首先 证 明 , 可 以 
用 根 式 求解 的 方程 ,其 根 的 表达 式 中 根 式 均 可 表 成 方程 的 根 和 
某 些 单位 根 的 有 理 函 数 .为 了 扩大 这 篇 文章 的 影响 ,他 决定 写成 
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法 文 自费 出 版 .为 节约 开支 ,他 不 得 不 大 大 压缩 篇 幅 , 使 得 这 篇 
论文 相当 难 懂 .他 把 这 篇 论文 寄 给 许多 大 数学 家 ,结果 上 毫 无 反 
应 .在 这 两 年 时 间 内 ,他 学 习 外 语 ,准备 出 国 ,同时 他 写 了 一 批 论 
文 .经 过 一 段 拖延 之 后 ,1825 年 夏天 ,他 同 其 他 四 名 留学 生 一 同 
去 柏林 . 对 阿 贝尔 来 讲 , 到 柏林 是 非常 幸运 的 ,特别 是 结识 克 菜 
尔 , 实 际 上 这 是 他 生活 中 的 又 一 转机 .他 的 工作 开始 有 了 公开 发 
表 的 场所 《克莱尔 杂志 ;第 一 期 发 表 的 全 是 阿 贝尔 的 论文 ,其 后 
又 陆续 刊登 他 的 其 他 许多 文章 . 

1825 一 1826 年 的 整个 冬天 , 阿 贝 尔 果 在 柏林 写 论文 . 1826 
年 初 ,他 同 挪威 的 朋友 们 一 起 在 中 欧 旅 行 . 他 们 乘 马车 经 过 波 希 
米 亚 、 奥 地 利 、 意 大 利 北部 ,然后 穿越 阿尔 摆 斯 山 到 法 国 ,7 月 份 
到 达 巴 黎 ,这 几乎 花 掉 他 大 部 分 的 钱 ,途中 他 碰 到 勒 让 德 , 当时 
年 迈 的 勒 让 德 正 在 准备 他 的 《椭圆 消 数 论 》, 于 是 阿 贝尔 在 巴黎 
准备 了 一 篇 长 文 ,于 1826 年 10 月 30 日 呈 交 法 国 科 学 院 ,题目 
是 《 论 一 类 极 广泛 超越 函数 的 一 个 一 般 性 质 》, 其 中 提出 比 椭圆 
函数 及 超 酉 圆 函数 更 广泛 的 阿 贝尔 函数 (实际 上 是 阿 贝尔 积分 ， 
当时 椭圆 函数 等 一 般 指 椭圆 积分 ) ,并 证 明 阿 贝尔 大 定理 . 审查 
人 柯 西 及 勒 让 德 没 能 使 它 及 时 发 表 , 一 直 压 着 ,直到 1841 年 重 
新 找到 后 才 问 世 . 阿 贝尔 没有 等 到 论文 发 表 , 在 圣诞 节 后 不 得 不 
花 掉 最 后 一 点 积 著作 旅费 ,于 1827 年 初 返回 柏林 . 回 到 柏林 后 
不 久 , 他 感染 上 肺结核 ,在 贫 病 交 人 迫 的 情况 下 ,他 继续 努力 工作 ， 
写 出 《关于 椭圆 函数 的 研究 ) 的 长 文 ,这 篇 论文 完成 了 椭圆 积分 
向 椭圆 函数 研究 的 转变 ,发 表 在 1827 年 9 月 的 《克莱尔 杂志 》 
上 .1827 年 5 月 20 日 阿 贝尔 回 到 克里斯蒂 安 尼 亚 , 他 在 家 乡 所 
面 对 的 是 一 贫 如 洗 的 生活 ,他 负 了 大 量 债务 却 没有 希望 找到 职 
位 ,他 想 申请 延长 奖学金 的 期 限 也 被 财政 部 驶 回 .大 学 要 给 他 少 
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量 补助 ,也 遭 到 财政 部 的 非 难 . 整个 秋天 ,他 不 得 不 靠 在 克 里 斯 
蒂 安 尼 亚 做 家 庭 教师 及 朋友 的 接济 糊口 . 1828 年 初 ,由 于 替 汉 
斯 廷 在 大 学 及 军事 学 院 代课 , 他 的 情况 才 略 有 改善 .这 时 雅 可 比 
已 发 表 了 他 的 椭圆 函数 变换 理论 ,于 是 阿 贝 尔 又 写 了 一 系列 椭 
圆 函 数 的 论文 ,从 而 在 这 个 竞赛 中 无 疑 处 于 领先 地 位 ,这 时 他 已 
受到 欧洲 主要 数学 家 的 注意 . 1828 年 9 月 法 国 科学 院 的 四 位 院 
士 向 瑞典 国王 卡尔 十 四 世 ( 一 度 是 拿破仑 的 元 帅 贝 尔 纳 多 特 
(Jean Baptiste Jules Bemadotte, 1763 一 1844) ) 请愿, 请 求 他 照顾 阿 
贝尔 ,克莱尔 也 为 他 积极 活动 .但 是 阿 贝 尔 的 病弱 之 躯 已 等 不 到 
他 得 到 的 荣誉 及 职位 的 那 一 天 . 他 不 顾 病 情 亚 化 ,坚持 写 论文 ， 
到 1828 年 圣诞 节 , 又 把 呈 交 给 法 国 科学 院 的 论文 的 主要 定理 证 
明 写 成 短文 寄 给 克莱尔 . 1829 年 3 月 阿 贝尔 开始 大 量 呕血 ,4 月 
6 日 他 离开 了 了 人世.1830 年 6 月 ,法 国 科 学 院 把 大 奖 授予 他 和 雅 
可 比 ,表彰 他 们 在 椭圆 函数 论 方面 的 重大 突破 . 

阿 贝尔 虽然 只 活 了 26 岁 ,但 是 他 的 工作 无 论 从 广度 及 深度 
来 看 ,都 是 极为 了 不 起 的 . 埃 尔 米 特 说 得 很 中 肯 :“ 阿 贝尔 留 下 的 
思想 可 供 数 学 家 工作 150 年 .” 阿 贝尔 是 19 世纪 最 重要 的 分 析 
家 ,除了 代数 方程 以 及 椭圆 函数 论 的 葛 基 性 工作 之 外 ,他 在 代数 
数论 (复数 乘法 ) .数学 分 析 、 函 数 方程 .分 析 基 础 以 及 超越 时 代 
的 代数 函数 论 方面 的 工作 都 极为 杰出 ,成 为 后 来 新 学 科 的 萌芽 . 

阿 贝尔 还 是 积分 方程 论 的 先驱 , 他 求解 的 阿 贝尔 积分 方程 
是 第 一 个 积分 方程 ,只 是 在 当时 没有 受到 注意 .另外 ,他 还 首次 
给 出 一 般 二 项 式 定理 的 严密 证 明 . 

阿 贝尔 的 论文 曾 于 1839 年 由 荷 尔 伯 编辑 出 版 ,不 过 常用 的 
《全 集 》( Oeuvres Completes ) 是 经 西 洛 和 S. 李 精心 编辑 ,在 1881 年 
分 两 卷 出 版 的 . 


第 11 章 代 数 395 


3.2 个 罗 华 


伽 罗 华 ,1811 年 10 月 25 日出生 于 巴黎 郊区 的 布尔 - 拉 - 
莱恩 镇 .他 的 父亲 是 拿破仑 的 支持 者 ,在 1815 年 拿破仑 百 日 复 
辟 期 间 , 任 该 镇 镇 长 ,他 的 母亲 是 法 官 的 女儿 .小 时 候 , 他 受 母 亲 
的 启蒙 教育 ,母亲 给 伽 罗 华 打下 坚实 的 希腊 语 和 拉丁 语 的 基础 
但 是 除了 普通 的 算术 之 外 ,没有 受到 什么 更 深 的 数学 教育 .1823 
年 10 月 伽 罗 华 进入 路 易 大 王 学 院 ,从 此 开始 他 的 正规 教育 .这 
所 学 院 是 巴黎 的 预科 学 校 .他 从 双亲 那里 继承 了 自由 主义 的 观 
点 ,在 学 校 里 也 表现 出 来 .在 人 学 后 的 第 一 个 学 期 ,他 就 参加 了 
一 次 小 小 的 造反 行动 :拒绝 在 教堂 唱 圣 歌 ,拒绝 为 复辟 的 国王 路 
易 十 八 祝酒 .虽然 合 罗 华 没有 因此 被 开除 ,但 校长 的 镇 压 反 而 助 
长 了 伽 罗 华 反抗 权威 的 态度 . 

在 路 易 大 王 学 院 最 初 的 两 年 里 , 伽 罗 华 成 绩 不 错 , 并 获得 过 
奖励 和 表扬 .第 三 学 年 因为 对 修辞 学 没有 下 足够 的 功夫 而 重读 
一 年 .在 这 次 挫折 之 后 ,他 才 开 始 选 学 数学 课 , 这 时 他 已 经 15 岁 
了 ,老师 的 讲课 唤起 了 伽 罗 华 的 数学 天 才 ,他 轻易 地 学 完了 普通 
的 课程 ,并 马上 阅读 当时 数学 大 师 们 的 著作 .他 学 过 勒 让 德 的 
《几何 学 》, 并 通过 拉 格 朗 日 的 著作 开始 学 到 方程 论 , 从 而 决定 了 
他 以 后 的 研究 方向 ,虽然 数学 老师 很 欣赏 他 的 才华 ,但 是 由 于 他 
忽视 其 他 课程 而 引起 其 他 老师 的 不 满 .他 在 还 没有 读 完 预科 课 
程 的 情况 下 ,提前 一 年 去 考 巴 黎 综合 工科 学 校 .由 于 缺乏 基本 训 
练 而 没有 考 上 .于 是 ,他 继续 留 在 学 院 中 选修 更 高 深 的 课程 .在 
老师 里 夏 尔 (Louis Richard,1795 一 1849) 的 鼓励 下 ,分 罗 华 的 数学 
有 了 飞速 的 进步 .1829 年 3 月 ,他 发 表 了 他 的 第 一 篇 论文 ,题目 
是 《周期 连 分 数 的 一 个 定理 的 证 明 》, 登载 在 《纯粹 与 应 用 数学 年 
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刊 ? 上 ,这 篇 论文 清楚 地 论述 了 拉 格 朗 日 关于 连 分 数 的 结果 , 虽 
然 显示 了 一 定 的 技巧 ,但 并 不 是 特别 富有 创见 

据 伽 罗 华 自己 讲 ,他 在 1828 年 也 同 阿 贝尔 一 样 , 误 以 为 自 
己 已 经 解 出 了 一 般 的 五 次 方程 ,但 他 很 快 就 发 觉 其 中 有 错 ,并 从 
另外 的 角度 重新 开始 研究 .1829 年 5 月 ,他 把 他 的 关于 群 论 的 
结果 提交 给 法 国 科学 院 .这 时 他 的 生活 发 生 了 不 幸 的 转折 ,1829 
年 7 月 初 , 合 罗 华 的 父亲 因 受 到 保守 势力 的 迫害 而 自杀 .一 个 月 
之 后 , 伽 罗 华 在 这 种 悲愤 的 心情 之 下 ,再 次 参加 巴黎 综合 工科 学 
校 的 人 学 考试 ,由 于 他 拒绝 主考 人 所 要 求 的 做 法 而 再 次 落 第 ,他 
不 得 不 去 考 巴 黎 高 等 师范 学 校 . 巴 黎 高 等 师范 学 校 是 培养 中 学 
教师 的 学 校 , 伽 罗 华 由 于 数学 成 绩优 秀 而 被 录取 ,并 于 1829 年 
10 月 人 学 .在 巴黎 高 等 师范 学 校 里 ,他 由 阅读 4 数学 科学 通报 》 
( Bulletin des Sciences Mathematiques ) 得 知 了 阿 贝尔 不 久 前 去 世 的 
消息 ,同时 发 现 自己 呈送 给 科学 院 的 论文 中 ,也 有 阿 贝 尔 已 经 得 
到 的 结果 . 柯 西 在 审定 伽 罗 华 的 论文 时 ,考虑 到 阿 贝尔 已 经 取得 
的 结果 ,不 得 不 劝告 件 罗 华 修改 他 的 论文 ,为 了 争取 科学 院 的 大 
奖 , 他 精心 写 了 一 篇 新 论文 ,于 1830 年 2 月 末 送 交 科学 院 .可 是 
由 于 审定 他 的 论文 的 傅立叶 于 1830 年 5 月 去 世 , 他 的 论文 遗失 
了 ,于 是 伽 罗 华 在 这 次 竞争 中 莫名 其 妙 地 失败 了 .关于 这 篇 论文 
的 简要 分 析 曾 发 表 在 1830 年 4 月 的 《数学 科学 通报 》 上 . 1830 年 
6 月 ,他 又 在 同一 杂志 上 发 表 了 关于 解数 学 方程 的 短篇 论文 《 数 
的 理论 》, 这 篇 文章 介绍 了 伽 罗 华 的 虚数 理论 . 

正在 这 时 , 伽 罗 华 的 命运 又 发 生 了 巨大 的 转折 . 1830 年 爆 
发 了 七 月 革命 ,革命 的 结果 使 得 代表 大 资产 阶级 利益 的 路 易 ' 非 
利 浦 上 台 , 这 完全 是 由 于 他 们 利用 了 大 多 数 人 痛恨 波 旁 王朝 的 
情绪 . 当时 还 不 满 19 岁 的 贫 罗 华 对 保守 的 高 等 师范 学 校 校 方 极 
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为 不 满 ,师范 学 校 的 生活 方式 同 修道 院 差 不 多 ,要 求 吃饭 \ 睡 觉 
前 都 要 搞 宗教 仪式 .在 革命 爆发 后 ,只 有 师范 学 校 的 学 生 不 准 上 
街 参 加 示威 活动 ,校长 把 校门 上 了 大 锁 . 伽 罗 华 表示 十 分 愤慨 ， 
他 多 次 试图 渔 到 街 上 去 ,但 都 没有 成 功 .于 是 , 伽 罗 华 积极 投身 
于 政治 活动 中 ,在 一 份 刊物 上 发 表 了 激烈 择 击 校长 的 文章 ,为 此 
他 于 1830 年 被 开除 . 从 此 , 谷 罗 华 把 自己 的 主要 精力 花 在 政治 
宣传 .参加 游行 示威 上 .同时 在 1831 年 1 月 ,他 完成 了 关于 方程 
可 解 性 的 研究 ,并 送 交 法 国 科学 院 .但 是 负责 审查 的 波 瓦 松 绞 尽 
脑 汁 也 没 看 懂 , 于 是 最 终 建议 科学 院 和 否定 它 ,好 让 伽 罗 华 写 得 更 
详细 些 清楚 些 .不 过 ,这 时 他 已 经 没有 时 间 去 写 了 .1831 年 5 
月 ,在 一 次 共和 派 的 宴会 上 , 伽 罗 华 一 手 举 杯 ,一 手 拿 刀 , 高 喊 : 
“为 路 易 . 菲 利 浦 干杯 上 由 于 他 明显 的 讨 讽 态度 ,第 二 天 早上 被 
奸 捕 .在 共和 派 的 努力 下 ,他 于 6 月 15 日 被 无 罪 释 放 .7 月 11 日 
政府 通过 逮捕 共和 党 领导 人 的 决议 .被 吓 破 胆 的 政府 当局 禁止 
示威 游行 .在 7 月 14 日 , 伽 罗 华 等 人 率领 600 名 示威 者 游行 , 马 
上 被 警察 抓 走 , 关 在 监狱 里 ,一 直 关 到 1832 年 3 月 16 日 .在 监 
狱 中 ,他 得 知 1831 年 7 月 在 科学 院 的 例会 上 ,他 的 论文 被 否定 . 
同年 10 月 23 日 ,他 出 庭 受 审 ,被 判 9 个 月 徒刑 伽 罗 华 在 监禁 
期 间 仍 不 停 地 工作 ,他 想 在 获释 后 立即 写 出 两 部 著作 . 在 他 去 世 
后 的 遗 稿 中 ,发 现 了 伽 罗 华 攻 击 科学 院 院 士 特别 是 波 瓦 松 的 记 
录 .1832 年 3 月 16 日 , 盆 罗 华 因 病 由 监狱 转 到 医院 ,不 久 于 4 月 
29 日 获释 . 在 医院 里 ,他 结识 了 一 个 “无 了 的 ,卖弄 风情 的 女 
人 ”, 他 于 5 月 30 日 为 这 个 女人 参加 了 决斗 .在 决斗 前 夕 ,他 给 
共和 派 的 朋友 们 写 了 绝 笔 信 ,并 给 他 的 朋友 会 瓦 利 耶 (Auguste 
Chevalier) 写 了 一 封 信 , 概 括 而 简要 地 介绍 了 他 的 数学 研究 结果 ， 
希望 他 的 朋友 把 他 的 结果 告诉 高 斯 或 雅 可 比 ,要 他 们 公开 表示 
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对 这 问题 的 重要 性 的 态度 .5 月 30 日 ,他 在 决斗 中 受 了 致命 伤 
后 被 送 进 医院 ,并 于 次 日 身亡 .他 参加 决斗 前 的 信 发 表 在 1832 
年 9 月 的 《百科 评论 》( Revue encyelopediqgue ) 上 

伽 罗 华 的 工作 长 期 以 来 没有 得 到 同时 代 任 何人 的 充分 理 
解 .在 当时 , 柯 西 也 许 是 能 够 理解 伽 罗 华 的 惟一 的 法 国 数学 家 ， 
但 是 由 于 波 旁 王朝 被 推翻 而 流亡 国外 . 直到 1843 年 9 月 , 刘 维 
尔 正式 整理 伯 罗 华 的 手稿 ,准备 于 1843 年 底 出 版 ,但 一 直 拖 到 
1846 年 10 月 才 发 表 在 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 上 .同时 , 柯 西 在 
1844 一 1846 年 也 发 表 了 一 系列 关于 置换 群 论 的 文章 ,这 无 疑 对 
促使 置换 群 论 为 大 家 所 接受 产生 了 积极 的 影响 . 

伽 罗 华 的 数学 著作 , 首次 由 刘 维 尔 在 1846 年 编辑 出 版 . 
1897 年 在 毕 卡 的 主持 下 ,出 版 《 埃 瓦 里 斯 特 . 佑 罗 华 数学 文集 》 
( Oeuvves mathematiques d’ Evariste Galois ) ,还 有 经 于 勒 ' 坦 纳 瑞 
(Jules Tannery,1848 一 1910) 编 辑 整理 的 一 些 未 发 表 遗 稿 ,收集 于 
《 埃 瓦 里 斯 特 : 伽 罗 华 的 手稿 》( Manuscrits de Evariste Calois ) 中 .其 
后 最 完整 的 版 本 《 埃 瓦 里 斯 特 ` 伽 罗 华 的 著述 及 论文 集 》 经 布尔 
涅 (R. Bourgne) 和 阿 兹 拉 (J.P. Azra) 编 辑 ,于 1962 年 出 版 . 它 不 
仅 汇 集 了 伽 罗 华 所 有 已 发 表 的 著作 ,还 收集 了 绝 大 部 分 尚 保存 
的 信件 .手稿 及 草稿 . 

虽然 贫 罗 华 英 年 早 逝 ,但 他 已 成 为 不 只 在 方程 论 一 个 领域 
有 巨大 成 就 的 专家 .尽管 只 活 到 20 岁 ,但 他 已 经 显示 出 大 数学 
家 的 广博 ,他 在 “虚数 ”理论 中 首先 引进 有 限 域 的 概念 ,这 种 域 后 
来 被 称 为 伽 罗 华 域 .他 还 研究 过 当时 的 热门 一 一 椭圆 函数 ,这 早 
在 1847 年 埃 尔 米 特 给 雅 可 比 的 信 中 就 提 到 过 . 伽 罗 华 对 数论 及 
分 析 也 有 研究 . 
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3.3 一 般 五 次 方程 代数 不 可 解 性 的 证 明 


在 许多 数学 家 力求 得 出 用 根 式 解 五 次 方程 的 公式 的 进程 
中 ,第 一 位 认识 到 这 也 许 办 不 到 的 是 拉 格 朗 日 .对 于 五 次 方程 ， 
他 无 法 找到 低 于 五 次 的 预 解 方程 .因此 他 得 出 结论 :用 代数 运算 
来 解 一 般 的 高 次 方程 看 来 是 不 可 能 的 .他 认为 ,或 者 是 这 个 问题 
超出 了 人 的 智力 ,或 者 根 的 表达 式 超出 当时 人 们 所 掌握 的 知识 . 
但 是 ,对 于 他 究竟 如 何 理解 代数 学 基本 定理 以 及 根 的 表达 式 并 
不 清楚 .高 斯 在 他 的 《算术 研究 》 中 也 提 到 ,这 个 问题 也 许 是 不 可 
解 的 .高 斯 知道 解 的 存在 性 ,认识 到 解 只 不 过 不 可 能 表示 为 用 代 
数 运算 的 公式 .他 们 的 这 些 说 法 并 没有 阻止 以 后 的 数学 家 继续 
探讨 五 次 方程 的 根 式 解 , 阿 贝尔 及 雅 可 比 都 曾 力求 找 出 这 种 公 
式 , 其 至 在 阿 贝 尔 及 件 罗 华 的 工作 已 广泛 传播 之 后 , 仍 有 人 奖 固 
坚持 错误 的 观点 .例如 ,英国 数学 家 杰 拉 德 到 死 还 认为 他 得 出 了 
根 式 解 , 科 克 (James Cockle,1819 一 1895) 直 到 1862 年 还 认为 这 
问题 尚未 解决 .而 真正 沿 着 拉 格 朗 日 的 思想 深入 下 去 寻求 证 明 
的 第 一 个 人 是 意大利 数学 家 鲁 非 尼 . 他 从 一 开始 就 认识 到 四 次 
以 上 的 代数 方程 不 能 用 代数 方法 解 .他 与 高 斯 的 做 法 不 同 ,不 去 
研究 特殊 的 可 解 方程 ,而 主要 探讨 一 般 理论 .他 的 第 一 篇 主要 著 
作 的 题目 就 反映 了 这 个 特点 .1799 年 ,他 写 了 《方程 的 一 般 理 
论 :其 中 证 明 高 于 四 次 的 一 般 方程 不 可 能 有 代数 解法 》. 但 是 , 许 
多 人 指出 他 的 证 明 中 有 漏洞 和 错误 .于 是 ,他 后 来 一 再 修正 自己 
的 证 明 ,但 没 能 取得 最 后 的 成 功 . 他 用 拉 格 朗 日 的 方法 证 明 ,对 
于 四 次 以 上 的 方程 ,不 存在 拉 格 朗 日 预 解 函数 ,满足 低 于 五 次 的 
方程 .在 证 明 中 ,他 引进 置换 的 考虑 ,而 这 对 以 后 的 发 展 无 疑 有 
着 巨大 的 影响 .他 证 明 , 当 n>4 时 ,不 存在 ”元 有 理 函 数 , 当 对 
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这 n 个 元 素 进行 置换 时 ,能 只 取 3 个 或 4 个 值 .在 1813 年 发 表 
的 论文 中 ,他 提供 了 一 条 辅助 定理 :如 果 一 个 方程 能 够 用 开 根 解 
出 来 ,那么 根 的 表达 式 就 可 以 写成 该 方程 的 根 和 单位 根 的 有 理 
系数 的 有 理 函数 .对 这 个 定理 的 完全 证 明 是 阿 贝 尔 作出 的 . 

1824 年 春 , 阿 贝尔 成 功 地 证 明 一 般 高 次 方程 不 可 能 有 根 式 
解 , 这 是 一 个 完全 清楚 的 证 明 . 他 自己 出 资 出 版 了 用 法 文 写 的 一 
本 只 有 6 页 的 小 册子 《代数 方程 论 》, 论 述 了 证 明 的 梗概 . 1826 
年 他 在 《克莱尔 杂志 》 上 发 表 了 一 篇 更 为 详尽 的 论文 《四 次 以 上 
的 一 般 方程 代数 解 的 不 可 能 性 的 证 明 》, 两 篇 文章 的 精神 是 完全 
一 样 的 .其 中 的 主要 之 点 是 证 明 鲁 菲 尼 的 假设 :如 果 方 程 的 根 可 
用 根 式 表 出 , 则 根 的 表达 式 中 的 根 式 都 可 以 表 为 这 些 根 和 某 些 
单位 根 的 有 理 函 数 ,进而 以 迁 回 的 方式 证 明 主 要 定理 . 

阿 贝 尔 在 1829 年 4 月 去 世 前 两 个 月 发 表 了 关于 方程 论 的 
男 一 篇 论文 《4 论 一 类 特殊 的 代数 可 解 方 程 ). 他 在 这 篇 论文 中 讨 
论 了 一 类 特殊 的 可 用 根 式 解 的 方程 .他 证 明了 下 列 一 般 性 定理 : 

设 方程 满足 下 列 两 个 条 件 : 

志方 程 的 所 有 根 x; 均 可 表示 为 其 中 一 根 (比如 说 x1) 的 有 
理 函 数 x; = 0,(x1); 

OO(O(x1)) = 0 (0 x1)); 
则 方程 可 用 根 式 解 .这 类 方程 于 1853 年 被 克 洛 耐克 称 为 阿 贝尔 
方程 ,其 中 包括 分 圆 方程 .这 个 工作 之 后 , 阿 贝尔 继续 探讨 能 用 
根 式 解 的 方程 的 特性 ,并 把 结果 告诉 了 克莱尔 和 勒 让 德 .但 阿 贝 
尔 定理 是 伯 罗 华 理论 的 主要 定理 的 特殊 情形 ,而 合 罗 华 理论 的 
主要 定理 是 1829 年 5 月 合 罗 华 在 呈 交 给 法 国 科学 院 的 一 篇 论 
文中 证 明 的 ， 

伽 罗 华 理论 不 仅 证 明了 一 般 五 次 以 上 代数 方程 不 可 根 式 


第 11 章 代 数 401 


解 ,而 且 彻 底 解决 了 哪些 方程 可 用 根 式 解 " 这 个 判定 问题 . 伽 罗 
华 的 思路 大 致 如 下 : 

(1) 引 进 基 域 及 基 域 上 不 可 约 方程 的 概念 ,也 就 是 由 在 基 域 
上 不 能 分 解 成 更 低 次 因子 的 多 项 式 构 成 的 方程 . 

(2) 考 虑 由 所 有 根 的 置换 构成 的 群 ,他 是 第 一 个 从 群 的 整体 
而 不 是 个 别 的 置换 上 来 使 用 群 的 . 

(3) 引 进 伽 罗 华 预 解 式 , 仿照 拉 格 朗 日 的 想法 , 设 不 可 约 代 
数 方程 

如 +al 知 -1+…+a_IX+aw=0 
的 根 为 a,5,c,…, 取 
7Y=4+8 有 b+C+…… 

为 方便 起 见 ,4,B,C,… 可 适当 选取 某 些 整数 ,这 不 同 于 拉 格 朗 
日 预 解 式 ,被 称 为 徊 罗 华 预 解 式 . 显 然 了 满足 mn! 次 方程 ,其 不 
可 约 部 分 被 称 为 伽 罗 华 预 解 方程 .于 是 ,他 证 明 引 理 : 

所 有 根 都 可 以 表示 为 了 的 有 理 函 数 , 即 a = p(TV). 设 V 为 
一 个 不 可 约 方程 的 根 ,V, 7 , VW,…, WU) 为 该 方程 的 根 , 则 易 
证 :如 果 a = p(V) 是 原 方程 的 根 , 则 gp(V ) 也 是 原 方程 的 根 . 

(4) 引 进 伐 罗 华 群 ,他 进而 证 明 主 要 定理 , 即 存在 a,b,c,… 
的 置换 群 ,使 得 : 

(D 每 个 在 该 置换 群 下 的 不 变 函数 是 有 理 已 知 的 ( 即 属于 a， 
b,c，… 构 成 的 域 ); 

外 反 过 来 ,任何 有 理 已 知 的 根 的 函数 在 该 置换 群 下 不 变 . 他 
把 这 个 群 称 为 原 方程 的 群 , 即 现在 所 说 的 人 罗 华 群 . 

(5) 群 与 域 的 对 应 关系 . 

伽 罗 华 接着 研究 当 基 域 添 加 辅助 方程 的 根 时 ,方程 的 伽 罗 
华 群 变 成 原来 群 的 子 群 . 
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如 果 瑟 是 6 的 真子 群 , 伽 罗 华 引进 分 解 
G=H+HS+ HS + 
和 G=H+TH+ TH+* 
这 两 种 分 解 一 般 不 重合 ,只 有 当 瑟 是 G 的 “不 变 子 群 "或 “正规 
子 群 "时 才 重 合 . 当 所 有 的 根 都 添加 进来 后 ,情况 仍 是 这 样 . 
(6) 引 进 可 解 群 的 概念 . 
如 果 存 在 有 限 步 终止 的 群 6 的 子 群 序列 
GIOHIIOHIO%…IOH,=E, 
其 后 每 一 群 均 为 前 一 群 的 正规 子 群 , 旦 所 有 指数 均 为 素数 ,他 称 
C 为 可 解 群 .于 是 他 证 明 : 方 程 可 根 式 解 , 当 且 仅 当 方程 群 G 是 
可 解 的 . 
(7) 证 明 一 般 五 次 方程 不 可 用 根 式 解 . 
设 方程 f(x) =0 不 可 约 , 次 数 为 素数 p ,如 果 方 程 可 用 根 式 
解 , 当 且 仅 当 其 方程 的 群 C 的 每 一 个 置换 把 x 变 成 x , 其中， 
满足 
k' = Qk + b (modp), 
而 一 般 五 次 方程 不 满足 这 个 条 件 , 从 而 不 能 用 根 式 解 . 


3.4 伽 罗 华 理论 的 传播 


和食 罗 华 理论 在 很 长 时 期 内 并 没有 为 数学 界 所 广泛 知晓 ,其 
传播 及 接受 经 历 了 三 四 十 年 的 过 程 . 在 法 国 , 刘 维 尔 首先 在 
1843 年 整理 伽 罗 华 的 遗 稿 , 并 于 1846 年 在 刘 维 尔 的 杂志 上 发 
表 . 其 后 , 塞 雷 (Joseph Alfred Serret) 在 他 的 《高 等 代数 学 教程 》 
( Cours dalgebre supérieure ) 第 一 版 (1849) 中 开始 加 以 介绍 ,并 在 第 
三 版 (1866) 中 给 予 系统 的 阐述 . 塞 雷 的 书 被 译 成 多 种 文字 ,对 其 
他 国家 也 产生 巨大 影响 . 若 尔 当 在 1870 年 的 《置换 论 及 代数 方 
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程 论 》( Traiié des substitutions et des equations algébriques ) 中 对 伽 罗 
华 理 论 也 有 大 的 发 展 ,不 过 已 偏重 于 置换 群 论 了 . 

在 意大利 ,从 1852 年 起 ,贝蒂 系统 地 介绍 了 阿 贝尔 及 伽 罗 
华 的 工作 ,他 还 证 明了 伽 罗 华 宣布 但 未 加 证 明 的 一 些 定理 ， 

在 德国 , 阿 贝尔 的 工作 由 于 克 菜 尔 的 努力 而 得 到 普及 ,在 刘 
维尔 的 杂志 上 登载 的 伽 罗 华 的 工作 也 受到 德国 数学 家 的 注意 . 
但 最 早 在 这 方面 开展 研究 工作 的 是 克 洛 耐克 ,他 在 1853 年 发 表 
的 论文 4 论 代数 可 解 方程 ?已 被 收入 1854 年 塞 雷 的 《高 等 代数 学 
教程 第 二 版 中 . 至 于 伽 罗 华 理论 ,大概 是 克 洛 耐克 在 1853 年 去 
巴黎 时 埃 尔 米 特等 人 告诉 他 的 ,在 1856 年 他 给 狄 利克 雷 的 信 中 
介绍 了 伽 罗 华 理论 ,这 传 到 戴 德 金 的 耳 洒 里 . 戴 德 金 在 1857 一 
1858 年 的 代数 学 课程 中 ,第 一 次 开 出 伽 罗 华 理论 的 课 , 从 此 德 
国 数学 家 认真 对 伽 罗 华 理论 进行 研究 ,特别 是 克 洛 耐克 在 1879 
年 对 阿 贝尔 的 工作 给 予 更 严密 的 证 明 . 其 后 , 克 菜 因 于 1886 年 
旧 天 在 格 廷 根 也 讲授 合 罗 华 理论 . 这些 工 作 结合 戴 德 金 , 克 洛 耐 
克 在 代数 数论 方面 的 工作 ,导致 一 般 域 ( 体 ) 理 论 的 产生 ,这 构成 
抽象 代数 学 的 一 部 分 .用 抽象 代数 学 的 观点 来 处 理 伽 罗 华 理论 
的 工作 最 终 由 阿 廷 在 1942 年 完成 ,可 以 说 他 的 《 伽 罗 华 理论 》 
( Galois Theory ) 是 数学 中 的 一 个 美妙 珍品 . 


3.5 伽 罗 华 以 后 的 代数 方程 论 


在 盆 罗 华 理论 的 影响 下 ,原来 的 代数 方程 的 研究 形成 了 三 
个 主要 方面 : 

(1) 继 续 寻 求 高 次 代数 方程 的 解 ,在 这 方面 首先 是 1858 年 
埃 尔 米 特 、 克 洛 耐克 及 意大利 数学 家 布 雇 斯 奇 用 椭圆 模 函 数 求 
五 次 方程 根 的 工作 . 
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(2) 寻 求 高 次 代数 方程 的 近似 解 ,在 19 世纪 中 期 ,这 已 成 为 
计算 数学 一 个 重要 的 组 成 部 分 ,与 以 后 代数 学 的 发 展 基本 上 没 
有 什么 关系 . 

(3) 由 于 置换 群 的 引进 ,产生 许多 有 关 群 论 的 问题 , 群 的 结 
构 的 研究 代替 方程 而 成 为 代数 学 的 主要 对 象 .1870 年 以 后 ,大 
部 分 群 论 的 研究 已 经 同方 程 没 有 什么 关系 ,而 成 为 一 个 独立 的 
分 支 . 

除了 这 三 个 新 趋向 之 外 ,原来 的 代数 方程 论 仍然 还 有 问题 ， 
有 的 在 后 来 逐步 解决 ,有 的 至 今 尚未 解决 ,其 中 包括 : 

(1) 方 程 的 预 解 式 问题 .给 定 方程 , 求 其 用 车 恩 豪 斯 变换 可 
以 化 成 的 最 简 形式 ,这 个 问题 也 构成 希 尔 伯 特 第 13 个 问题 的 一 
部 分 , 原 苏 联 数学 家 切 保 塔 麻 夫 (Nikolai Grigorievich Chebotaryov， 
1894 一 1947) 给 出 了 初步 的 解答 . 

(2) 求 方程 的 群 的 问题 . 范 ' 德 .瓦尔 登 (Bartel Leenert van der 
Waerden, 1903 一 1996) 及 查 森 豪 斯 (Hans Zassenhaus, 1912 一 1991 ) 
都 给 出 了 这 个 问题 的 解法 . 

(3) 伽 罗 华 理论 的 逆 问 题 . 给 定 群 ,是 否 有 有 理 系 数 方程 以 
它 为 群 ? 近 十 几 年 来 这 些 问 题 有 很 大 进展 . 


4 置换 群 理论 


牌 换 的 概念 首先 是 范 德 孟 及 拉 格 朗 日 彼此 独自 在 1771 年 
引进 的 .他 们 只 关心 那些 使 根 的 某 个 有 理 整 函数 不 变 的 置换 ,而 
没有 考虑 置换 的 全 体 .首先 考虑 置换 的 集合 的 是 鲁 菲 尼 , 他 称 之 
为 置换 集 ,并 研究 其 性 质 .他 的 置换 集 后 来 被 柯 西 称 为 “ 共 恩 置 
换 系 ”, 伽 罗 华 则 称 之 为 置换 “ 群 ”. 鲁 菲 尼 虽 没有 “ 群 " 的 概念 ,但 
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他 一 直 用 到 群 的 封闭 性 , 即 两 个 置换 的 合成 仍 为 一 个 置换 这 个 
事实 .和 鲁 菲 尼 把 置换 集 分 为 单 置换 集 及 复 置 换 集 ,前 者 是 由 一 个 
置换 生成 的 , 即 现在 的 循环 群 ,后 者 分 为 三 类 ; 

第 一 类 是 非 可 迁 置 换 群 ; 

第 二 类 是 可 迁 的 非 本 原 群 ; 

第 三 类 是 可 迁 的 本 原 群 . 
这 与 现代 置换 群 的 概念 基本 符合 .作用 在 n 个 根 |x,…, x,| 的 
集合 上 的 置换 群 被 称 为 可 迁 的 (传递 的 ), 如 果 对 任意 两 根 x,， 
zg 至 少 存在 一 个 置换 ,把 x 变 到 xo; 否则 ,置换 群 被 称 为 不 可 
迁 的 .如 果 不 存在 非 空 真子 集 | x ,xg,…, sf ,使 置换 群 中 的 每 
一 置换 均 把 该 真子 集 变 成 其 自身 或 与 它 不 相交 的 集合 , 则 可 迁 
群 被 称 为 本 原 的 ,否则 被 称 为 非 本 原 的 .可 迁 群 中 如 果 存 在 置换 
把 任意 天 个 根 变 成 任意 天 个 根 , 则 称 该 群 是 上 重 可 迁 群 .这 些 概 
念 对 以 后 置换 群 的 研究 是 至 关 重要 的 . 

鲁 非 尼 还 引进 群 的 阶 数 的 概念 ,并 引用 拉 格 朗 日 的 结果 , 即 
一 个 群 的 子 群 的 阶 一 定 整除 该 群 的 阶 . 鲁 菲 尼 为 了 证 明 五 次 方 
程 的 不 可 解 性 ,进而 决定 研究 对 称 群 5; 的 所 有 子 群 .但 他 的 研 
帘 主 要 还 是 考虑 有 理 函 数 所 能 取 值 的 数目 , 它 正好 是 指数 *. 他 
证 明 ,不 可 能 造 一 个 $ 个 元 的 4 值 函数 .而 柯 西 在 这 些 工 作 的 基 
础 上 ,首先 在 1812 年 证 明 (1815 年 发 表 ) ,mn 个 元 非 对 称 函 数 取 
不 同 值 的 数目 不 小 于 整除 " 的 最 大 素数 p ,除非 它 是 2. 这 仍然 
是 以 前 工作 的 继续 ,其 后 f(x1,…, x, ) 在 根 置 换 之 下 可 以 取 多 
少 种 不 同 的 值 成 为 一 个 独立 的 研究 问题 , 柯 西 在 1845 年 证 明 ， 
指数 * 或 者 是 2 或 者 至 少 是 n. 在 5 次 对 称 群 5; 中 ,的 确 存在 
一 个 20 阶 子 群 ,指数 ; = 6, 从 而 Ss 与 56 中 一 个 指数 为 6 的 可 
迁 子 群 豆 同 梅 .但 这 只 是 一 个 例外 ,1850 年 塞 雷 证 明 : 若 ; >， 
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n>8, 则 

s>2n. 
其 后 其 他 数学 家 又 证 明 这 定理 对 n = 6,7 也 成 立 . 塞 雷 还 证 明 : 
若 s>2n, 则 


sn(n -1). 


关于 指数 的 可 能 值 ,许多 数学 家 还 在 继续 进行 研究 .但 这 方面 的 
研究 已 不 是 置换 群 研究 的 主流 ,真正 对 置换 群 的 结构 进行 研究 
并 导致 抽象 群 的 发 展 才 是 大 方向 .在 这 方面 ,真正 对 置换 群 理论 
有 明显 贡献 的 是 分 罗 华 ,他 引进 正规 子 群 以 及 同 构 、 单 群 .复合 
群 等 概念 ,他 的 工作 在 1846 年 由 刘 维 尔 编辑 发 表 , 而 在 这 之 前 
鲜 为 人 知 . 但 就 在 仰 罗 华 的 工作 发 表 前 两 三 年 , 柯 西 发 表 了 二 三 
十 篇 论文 ,为 置换 群 葛 定 了 理论 基础 .他 明确 地 区 分 开 排 列 (n 
个 字母 的 某 种 顺序 ) 与 置换 或 代 换 ,置换 或 代 换 是 两 个 排列 的 变 
换 . 他 引进 置换 的 乘积 及 其 方 寡 的 概念 ,特别 是 引进 单位 置换 及 
可 道 置 换 的 概念 ,这 样 ,置换 群 的 基本 要 素 齐 备 了 . 柯 西 的 研究 
使 置换 独立 于 方程 的 研究 ,成 为 独立 的 分 支 , 并 且 证 明 其 中 的 一 
些 基 本 的 定理 ,如 素数 p 整除 有 限 置 换 群 的 阶 , 则 它 含 有 p 阶 
子 群 . 

19 世纪 长 期 研究 的 群 是 有 限 置 换 群 , 伽 罗 华 的 论文 在 1846 
年 发 表 之 后 ,吸引 了 凯 雷 、 戴 德 金 及 克 洛 耐克 的 注意 .但 从 1861 
年 起 , 以 后 的 20 年 间 , 若 尔 当 是 群 论 研究 的 主要 数学 家 .他 于 
1870 年 出 版 的 《置换 论 及 代数 方程 论 ) 影 响 了 几 代 数学 家 ,成 为 
群 论 的 “圣经 ”置换 群 的 许多 概念 及 定理 ,后 来 都 融 人 抽象 有 限 
群 乃至 一 般 抽 象 群 理论 当中 ,其 中 有 同 构 、 映 上 同 态 等 概念 . 
1873 年 若 尔 当 明显 地 引进 商 群 的 观念 ,他 还 引进 组 成 列 概念 并 
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证 明 若 尔 当 一 荷 尔 德 定理 ,1889 年 荷 尔 德 完成 了 现代 的 形式 . 

置换 群 的 算术 定理 中 最 重要 的 是 西 洛 定理 , 它 是 柯 西 定理 
的 深刻 推广 . 西 洛 在 1872 年 证 明 ,如 果 严整 除 群 6 的 阶 数 1C1， 
+ 不 能 整除 1C1, 则 6 中 存在 严 阶 子 群 ,被 称 为 西 洛 子 群 ,所 
有 西 治 子 群 相互 共 斩 . 伽 罗 华 的 手稿 中 也 提 到 西 洛 子 群 的 存在 ， 
但 没有 证 明 . 直 到 19 世纪 末 , 有 限 群 论 的 研究 是 以 置换 群 的 名 
义 进行 的 .虽然 抽象 有 限 群 的 概念 早 在 1854 年 就 已 由 凯 雷 提 
出 ,但 并 未 受到 重视 ,因为 当时 的 数学 家 并 不 欢迎 随意 的 抽象 . 
凯 雷 引进 有 限 集合 的 组 成 律 的 概念 , 它 只 满足 结合 律 ,存在 中 性 
元 ,并 且 所 有 置换 *H>ax 及 xhH=xa 都 是 映 上 同 态 (由 此 可 推出 
存在 道 元 ). 

对 于 置换 群 的 结构 及 分 类 的 研究 ,一 开始 还 是 有 方程 论 的 
背景 的 .人 徊 罗 华 完全 定 出 素数 p 次 不 可 约 的 可 解 方程 的 伽 罗 华 
群 .由 于 方程 如 果 是 不 可 解 的 ,只 有 当 群 是 可 迁 群 ,因此 如 果 p 
次 可 迁 置换 群 是 可 解 的 ,只 有 当 置 换 可 写成 

k'=ak + b(mod p). 
1846 年 发 表 的 伽 罗 华 的 论文 证 明了 如 果 可 解 群 是 本 原 的 , 则 其 
次 数 必定 为 素数 寄 . 伽 罗 华 讨论 过 p? 次 本 原 群 ,但 是 没有 完成 ， 
他 只 是 写 道 :“ 这 就 是 我 将 要 做 的 . "而 置换 群 论 以 后 的 工作 实际 
上 主要 得 力 于 车 尔 当 一 个 人 . 

若 尔 当 在 他 的 《置换 论 及 代数 方程 论 ) 中 ,概述 了 置换 群 论 
的 历史 及 思想 来 源 , 按 照 他 的 说 法 ,主要 是 三 个 思想 启动 了 这 个 
理论 :一 是 本 原 性 ,高 斯 及 阿 贝 尔 已 有 概述 ;二 是 可 迁 性 ,属于 柯 
西 ; 三 是 单 群 及 复合 群 的 区 别 , 它 远 比 前 两 个 重要 ,是 属于 伽 罗 
华 的 .而 若 尔 当 这 本 大 著 的 目的 是 发 展 伽 罗 华 的 方法 并 使 之 形 
成 一 个 完整 的 理论 ,他 漂亮 地 达到 了 这 个 目的 . 若 尔 当 在 书 中 对 
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P" 次 可 解 本 原 群 完 成 了 构造 及 分 类 .他 的 方法 是 递 推 的 , 即 在 
所 有 p"(m < n) 次 可 解 本 原 群 都 解决 的 情况 下 进行 的 ,而 这 个 
问题 又 可 化 为 线性 群 的 问题 .对 于 非 本 原 可 解 群 ,他 证 明 可 化 为 
本 原 的 情形 加 以 解决 .从 1871 年 起 ,他 不 断 进行 可 解 置 换 群 的 
研究 ,直到 晚年 

若 尔 当 在 1870 年 的 巨著 中 用 了 很 大 的 篇 幅 研 究 颁 罗 华 域 
( 即 有 限 域 ) 上 的 线性 群 .他 主要 是 考虑 由 系数 取 在 p 个 元 素 的 
域 CF(p) 上 的 线性 代 换 4 所 构成 的 群 ,其 矩阵 形式 是 

x' = Ax. 

在 特殊 情形 下 也 考虑 系数 域 为 GF(p”) 的 情形 .他 主要 研究 下 列 
内 容 : 

一 般 线性 群 GL(n,p), 是 由 n 个 变 元 (mod p) 的 所 有 可 
逆 线 性 变换 构成 的 群 ; 

@ 特 别 线性 群 SL(n,p), 即 行列 式 为 1 的 所 有 线性 变换 
群 ,以 及 GCL(n,p), SL(n,p) 对 应 的 射影 群 PCL(n,p)，PSL 
(n,p). 

@ 辛 群 Sp (2n,p), 若 尔 当 称 之 为 “ 阿 贝 尔 群 ”( groupe 
abélien) , 它 把 交错 双 线 性 型 


CE PACNANE 加 6) 
变 到 自身 (mod p), 它 也 有 对 应 的 射影 群 PS5p (2n,p). 
@ 史 坦 纳 群 ,把 2n 个 变 元 的 二 次 型 变 到 自身 (mod 2) 的 仿 
@ 正 交 群 0(n,p,0), 把 二 次 型 0 变 到 自身 (mod p ) 的 群 
(p 为 奇 素数 ). 
@ 正 交 群 0 (2n,2, 0), 车 尔 当 称 之 为 “ 亚 阿 贝尔 群 ” 


第 11 章 代 数 409 


(groupes hypoabéliens) , 因为 它 包含 在 “ 阿 贝 尔 群 ”Sp (2n,2) 之 
中 . 

在 许多 情形 中 , 若 尔 当 证 明 这 些 群 或 其 指数 为 2 的 子 群 是 
单 群 .这 些 群 后 来 被 外 尔 称 为 "古典 群 “( 典 型 群 ) ,并 与 李 群 联系 
在 一 起 ,从 而 开辟 了 线性 群 这 个 研究 方向 . 

1901 年 美国 数学 家 狄 克 逊 (Leonard Eugene Dickson, 1874 一 
1954) 把 若 尔 当 的 结果 推广 到 任意 伽 罗 华 域 CF(9) 中 ,其 后 还 有 
大 规模 的 推广 ,但 远 远 超 出 有 限 置 换 群 理论 的 范围 . 

车 尔 当 还 正式 开始 系统 地 研究 纯 属 置换 群 理论 的 问题 ;可 
迁 群 及 大 重 可 迁 群 . 与 伽 罗 华 理 论 有 密切 联系 的 是 由 ”个 文字 
( 根 ) 的 所 有 置换 构成 的 ”次 对 称 群 及 其 中 指数 为 2 的 子 群 
交错 群 4 S, 是 n 重 可 迁 的 , 4, 是 n -2 重 可 迁 的 , 且 除 n 
=4 外 , 伽 罗 华 已 证 明 4, 是 单 群 ,余下 的 问题 是 除了 4， 及 5， 
之 外 ,有 没有 较 大 的 重 可 迁 群 . 1861 年 及 1873 年 法 国 数学 家 
马 幕 厄 (Emile Léonard Mathieu, 1835 一 1890) 构 造 了 5 个 特殊 的 单 
群 M1, Mi, Mx, Mn, Mx, 其 中 下 标 是 它们 的 次 数 .他 发 现 
Mis, Mm 是 5 重 可 迁 的 (当然 也 是 4 重 可 迁 的 ), M11, Mw 是 4 重 
可 迁 的 .长 期 以 来 ,数学 家 们 希望 能 构造 6 重 及 6 重 以 上 的 可 迁 
群 ,但 没有 成 功 , 同 时 也 不 知道 其 他 的 4 重 及 5 重 可 迁 群 , 1981 
年 有 限 单 群 分 类 完成 之 后 , 才 肯 定 除 5, 及 4, 之 外 ,不 存在 其 他 
6 重 及 6 重 以 上 的 可 迁 群 ,而 且 5 重 可 迁 群 只 有 2 个 ,4 重 可 迁 
群 只 有 4 个 ,同时 定 出 所 有 2 重 可 迁 群 ,从 而 完全 解决 了 这 个 问 
题 . 

置换 群 论 的 另 一 个 基本 问题 是 定 出 次 数 为 4 的 所 有 置换 
群 . 可 迁 群 及 本 原 群 .至 今 为 止 ,只 对 于 较 小 的 d 取得 了 完整 的 
结果 . 
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19 世纪 有 关 置 换 群 的 工作 由 内 托 (Eugen Netto,1848 一 1919) 
概括 在 他 的 著作 《置换 理论 及 其 在 代数 中 的 应 用 》( Substitutionen 
theorie und ihre Anwendung auf de Algebra ) (1882) 之 中 .这 时 群 的 
研究 已 不 限于 置换 群 ,而 逐步 向 抽象 群 理论 过 渡 . 但 是 ,这 种 过 
渡 并 非 一 跷 而 就 ,而 是 经 历 了 相当 长 的 时 期 ,其 中 包括 几 个 关键 
步骤 : 

(1) 抽 象 地 及 公理 地 定义 群 ,把 群 从 置换 群 中 解放 出 来 ,其 
中 特别 是 克 洛 耐克 定义 阿 贝尔 群 (1870) ,韦伯 定义 有 限 群 
《1882) 及 无 限 群 (1893) ,这些 都 是 用 公理 定义 的 .另外 , 若 尔 当 
在 1867 年 引进 运动 群 , 5S. 李 在 1874 年 引进 变换 群 , 凯 雷 等 也 有 
抽象 群 的 观念 . 

(2) 研 究 一 般 群 的 结构 . 

(3) 研 究 抽 象 群 与 具体 群 的 关系 . 1878 年 凯 雷 最 早 引 入 置 
换 表示 ,从 而 证 明 每 个 有 限 群 都 可 以 表 为 置换 群 ,对 有 限 群 的 线 
性 表示 是 弗 罗 宾 尼 乌 斯 在 1895 年 引进 的 . 


5 代数 方程 组 论 


近世 代数 学 对 于 代数 方程 及 线性 方程 组 进行 了 充分 的 研 
究 , 得 出 了 比较 完整 的 理论 .但 是 ,有 关 两 个 或 两 个 以 上 联 立 代 
数 方程 ( 即 代数 方程 组 ) 的 研究 并 不 简单 . 从 历史 上 看 ,有 关 研 究 
都 是 从 简单 的 情形 开始 逐步 进行 的 .代数 方程 组 可 用 三 个 指标 
来 区 别 : 变 元 (未 知 量 ) 数 目 .方程 数目 和 方程 的 次 数 ;它们 还 有 
齐 次 , 非 齐 次 的 差异 .涉及 这 部 门 的 领域 不 少 ,如 线性 代数 学 (只 
讨论 线性 方程 组 ) 消去 法 .不 变 式 论 及 代数 几何 学 等 . 

最 早 研究 线性 方程 组 的 是 菜 布 尼 茨 . 1693 年 ,他 处 理 两 个 
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未 知 量 、 三 个 方程 时 ,得 到 一 个 行列 式 , 他 称 之 为 结 式 , 结 式 是 消 
去 法 理论 的 中 心 .对 于 非 线性 方程 组 ,是 牛顿 最 先 研究 的 .在 他 
的 《普遍 算术 》(1707) 中 给 出 将 一 个 未 知 数 、 次 数 同 为 二 次 到 四 
次 的 两 个 方程 消去 x 的 办 法 , 即 得 出 公共 解 的 条 件 . 其 后 , 欧 拉 
在 《无 穷 分 析 引 论 》(1748) 第 工 卷 第 19 章 “ 曲 线 的 交 截 "中 给 出 
两 个 二 次 方程 两 个 三 次 方程 和 一 个 二 次 一 个 三 次 联 立方 程 组 
的 消 元 法 .1764 年 欧 拉 在 《消去 方程 组 中 未 知 量 的 新 方法 ?一 文 
中 ,以 明显 的 结 式 为 基础 来 阐述 这 种 方法 . 欧 拉 及 克 莱 洛 都 注意 
到 m 次 方程 f=0 及 n 次 方程 g =0 有 公共 解 的 条 件 是 它们 的 
根 ai……an 及 pi,p, 的 差 之 积 
(a1~ Bo- Ba) (an— BI) (am — Br,) 
为 0, 它们 可 以 用 两 个 方程 的 系数 表示 出 来 . 贝 祖 在 他 的 《数学 
教程 》(1764 一 1769) 中 考虑 乘除 消去 法 ,他 考虑 两 个 n 次 方程 : 
f(x) = anx" + Qn-1X" ++ao=0, 
g(x) = bx" + bi-ix" + + bo=0. 

第 一 步 ,f 乘 上 4b,,g 乘 上 o, 相 减 得 一 个 ”- 1 次 方程 ;第 二 步 ， 
J 乘 上 bx+ 吕 lg 乘 上 ax+a 1 然后 相 减 ,得 出 第 二 个 m- 
1 次 方程 ,…, 最 后 第 ” 步 ,得 出 第 n 个 n -1 次 方程 .这 nn 个 方 
程 的 n 个 系数 组 成 的 行列 式 就 是 f=0 及 g = 0 的 结 式 . 对 于 两 
个 次 数 不 同 的 方程 , 贝 祖 也 给 出 一 个 求 结 式 的 方法 .对 于 两 个 未 
知 数 、 两 个 方程 的 联 立方 程 组 f(x,y) =0 及 g(x,y) =0, 贝 祖 
在 1764 年 出 版 的 《代数 方程 的 一 般 理 论 》( Théorie générale des 
équations algébriques ) 中 ,给 出 了 消去 一 个 未 知 量 的 方法 .解决 这 
个 问题 有 着 重要 的 几何 意义 , 即 定 出 与 它们 相应 的 平面 代数 曲 
线 的 交点 数目 . 贝 祖 消 去 g ,得 出 方程 r(x) = 0, 也 称 之 为 结 式 . 
它 的 次 数 等 于 mn ,正好 等 于 两 条 曲线 的 交点 数目 . 对 于 这 个 几 
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何 的 结果 ,人 们 早 就 知道 ,但 是 严格 的 证 明 直 到 19 世纪 才 得 到 . 
贝 祖 的 消 元 法 后 来 也 由 雅 可 比 (1836) 及 闵 定 (1841) 独 立 得 出 . 
1827 年 柯 西 也 独立 得 出 自己 的 方法 . 

1842 年 西 尔 维 斯 特 改 进 了 将 一 个 n 次 方程 和 一 个 m 次 方 
程 消去 % 的 方法 ,他 称 之 为 透析 法 (Dialytic method) .他 得 出 两 个 
一 元 方程 有 公共 解 的 充分 必要 条 件 , 确 切 地 写 出 
m-l 


= ao tan_ix" +*…+ao=0 


与 
g= bx +b1X ++bo=0 
的 结 式 为 
an or … Qo 
am am-l a0 
Qs 0 n 行 
am a0 
M7 bn bn-l 2? bo 
bn 加-1 bo 
pb, bo m 行 
by bo 


他 在 1852 年 的 论文 中 对 当时 已 知 的 消去 法 给 出 总 结 ,并 同 不 变 
式 论 联系 起 来 . 19 世纪末, 消去 理论 沿 着 不 同 的 道路 发 展 .一 是 
1840 一 1890 年 不 变 式 论 的 发 展 ;二 是 从 1870 年 起 关于 代数 曲线 
的 研究 ;三 是 1930 年 以 后 从 抽象 代数 角度 的 研究 ;最 后 一 条 道 
路 是 由 戴 德 金 的 理想 理论 经 过 希 尔 伯 特 的 基 定 理 及 零点 定理 而 
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发 展 起 来 的 . 

希 尔 伯 特 的 基 定 理 和 零点 定理 开始 都 是 作为 不 变 式 论 的 定 
理 而 提出 的 , 基 的 有 限 性 定理 是 1890 年 证 明 的 . 基 定 理 可 表述 
为 :多 项 式 理想 了 中 存在 有 限 基 ( 户 ,…, 太 ) ,使 得 了 中 任何 多 项 
式 可 以 表示 为 

f= Eef, 
其 中 cj 均 为 多 项 式 , 它 们 不 一 定 在 了 中 .零点 定理 可 表述 为 :如 
果 多 项 式 g(x1,…,x,) 在 f(x1,…,xn)(1<ish) 的 所 有 公共 
零点 上 均 为 0, 则 存在 * 使 
g = Sof, 

其 中 c,(xi,…,%,) 也 是 多 项 式 .这 些 定理 同 消去 法 密切 相关 ,后 
经 腊 斯 克 (Emanuel Lasker, 1868 一 1941) 、 麦 考 莱 (Francis Sowerby 
Maeaulay, 1862 一 1937) 等 人 的 工作 ,到 下 ' 诺 特 1922 年 的 论文 (多 
项 式 理想 与 结 式 理论 ) 而 成 为 抽象 代数 的 一 部 分 . 

克 洛 耐克 在 1882 年 的 大 论文 《代数 量 的 算术 理论 纲要 》 中 ， 
用 除 子 的 方法 讨论 一 般 n 个 未 知 量 m 个 方程 的 消去 法 理论 ,得 
出 域 的 概念 . 这 种 方法 为 法 国 数学 家 莫 尔 克 ( Conrad Frédéric 
Jules Molk,18$7 一 1914) 所 发 展 , 莫 尔 克 在 1885 年 的 论文 中 总 结 
了 一 般 消 去 法 理论 . 

在 20 世纪 抽象 化 的 浪潮 中 ,代数 方程 组 理论 主要 以 代数 几 
何 学 的 形式 发 展 , 并 取得 巨大 成 就 . 对 于 古典 算法 的 研究 ,在 20 
世纪 70 年 代 也 取得 重大 突破 . 吴 文 俊 继承 中 国 古 算 的 传统 ,得 
出 了 多 项 式 方程 组 的 完整 解法 ,并 有 着 大 量 的 实际 应 用 ， 
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随 着 1801 年 高 斯 的 《算术 研究 》 的 问世 ,近代 数论 已 由 过 去 
的 零散 问题 和 结果 逐步 形成 一 个 系统 的 理论 .由 于 分 析 方 法 的 
引进 ,进而 形成 解析 数论 这 一 分 支 , 1831 年 由 高 次 互 反 律 以 及 
二 元 二 次 型 理论 产生 出 数学 中 最 漂亮 的 分 支 一 一 代数 数论 ( 参 
看 第 14 章 第 1 节 ). 


1 高 斯 


高 斯 ,1777 年 4 月 30 日 出 生 在 德国 布 隆 什 维 克 一 个 贫穷 的 
工人 家 庭 中 .但 是 高 斯 显然 是 个 天 才 ,3 岁 时 ,他 已 经 能 纠正 他 
父亲 的 计算 错误 ,他 自己 曾 说 他 学 说 话 以 前 就 会 计数 了 .8 岁 
时 ,他 就 能 准确 而 快速 地 算出 1 +2+3+…+100 的 和 ,而 其 他 
孩子 费 好 大 力气 把 一 个 数 一 个 数 加 起 来 ,还 加 错 了 .11 岁 时 ,高 
斯 与 酷爱 数学 的 年 轻 教 师 巴特 尔 斯 (Johann Martin Christian Bar- 
tels, 1769 一 1836) 一 起 学 习 , 表 现 出 非凡 的 数学 天 才 .14 岁 时 , 当 
地 的 布 隆 什 维 克 公 履 (Carl Wilhelm Ferdinand, 1735 一 -1806) 得 知 
自己 领地 上 的 高 斯 有 非凡 的 才能 ,召见 了 他 并 资助 他 上 学 .次 
年 ,高 斯 人 布 隆 什 维 克 的 卡 罗 琳 学 院 求学 ,攻读 牛顿 . 欧 拉 、 拉 格 
朗 日 等 人 的 著作 .1795 年 10 月 ,高 斯 离开 卡 罗 琳 学 院 ,就 读 于 格 
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廷 根 大 学 .此 时 他 面临 一 次 痛苦 的 抉择 ,是 继续 研究 数学 呢 , 还 
是 研究 古代 语言 ”因为 他 这 两 门 功课 的 成 绩 同样 优异 ,而 且 他 
同样 感 兴趣 .1796 年 3 月 30 日 ,高 斯 用 尺 规 作出 了 正 十 七 边 形 ， 
终于 使 他 下 定 决心 献身 于 数学 .这 时 他 开始 写 日 记 , 记 下 他 的 许 
多 发 现 .18 年 中 ,他 一 共 写 了 146 条 ,由 于 他 作风 严谨 ,有 些 很 
晚 才 发 表 . 这 本 日 记 直 到 1898 年 才 被 发 现 ,1901 年 由 克 莱 因 编 
订 出 版 .在 大 学 期 间 , 他 阅读 了 费 尔 马 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 . 勒 让 德 
等 的 著作 ,得 出 一 系列 的 结果 ,如 重新 发 现 并 证 明 二 次 互 反 律 ， 
得 出 分 圆 域 的 概念 以 及 二 次 型 的 许多 算术 结果 .这 时 他 决定 写 
《算术 研究 》. 除 了 数论 的 诸多 结果 外 ,他 还 由 算术 几何 均值 得 到 
椭圆 函数 的 原始 概念 .高 斯 于 1798 年 秋 离开 格 廷 根 大 学 回 到 家 
乡 , 这 时 他 写 了 关于 代数 学 基本 定理 的 第 一 个 证 明 .1799 年 底 
他 到 海尔 姆 斯 台 德 大 学 ,以 普法 夫 为 名 义 上 的 导师 ,用 这 篇 论文 
取得 博士 学 位 .他 利用 大 学 的 图 书馆 进行 阅读 和 写作 ,到 1800 
年 复活 节 时 返回 布 隆 什 维 克 , 并 完成 《算术 研究 》. 不 过 ,这 部 著 
作 远 远 超过 当时 数学 家 的 水 平 ,并 没有 为 学 术 界 所 理解 .高 斯 在 
19 世纪 初 的 名 声 主要 来 源 于 他 在 天 文学 方面 的 工作 ,特别 是 有 
关 小 行星 轨道 的 确定 ,这 使 他 最 终 就 任 格 廷 根 天 文 台 台 

当时 天 文学 家 的 一 项 主要 工作 是 观测 行星 并 研究 其 运行 规 
律 .1776 年 提 丢 斯 (Johann Daniel Titius, 1729 一 1796) 发 现 了 太阳 
和 行星 间 的 距离 有 着 某 种 规律 性 :; 写 出 数列 0,3,6,12,24,48， 
96,192,… 每 一 项 是 前 面 一 项 的 2 倍 ,然后 把 每 一 项 加 上 4, 就 得 
到 数列 4,7,10,16,28,52,100,196,… 这 些 数字 除了 28 以 外 , 非 
常 接近 太阳 到 水 星 ,金星 .地 球 、 火 星 .木星 ,土星 的 距离 的 比 .这 
个 规律 叫做 波 德 (Johann Eler Bode,1747 一 1826) 定 律 (因为 波 德 
偷 了 提 于 斯 的 成 果 ). 1781 年 英国 天 文学 家 威廉 . 赫 合 尔 
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(William Herschel, 1738 一 1822) 在 相当 于 196 的 位 置 上 发 现 了 天 
王 星 ,这 就 更 加 使 人 相信 在 28 的 位 置 上 一 定 还 有 未 发 现 的 行 
星 . 于 是 天 文学 家 的 注意 力 都 集中 在 28 这 个 位 置 上 .正好 在 
1800 年 除夕 的 夜晚 ,意大利 巴 勒 摩 的 天 文学 家 皮 雅 齐 (Giuseppe 
Piazzi,1746 一 1826) 发 现在 28 这 个 位 置 上 有 一 颗 新 星 , 后 来 命名 
为 谷 神 星 .现在 知道 它 是 以 后 发 现 的 几 千 颗 小 行星 中 的 头 一 名 ， 
可 是 当时 还 拿 不 准 它 是 行星 还 是 在 星 .要 想 肯 定 它 是 行星 ,还 得 
继续 对 它 进 行 观 察 ,可 是 到 哪儿 去 找 它 呢 ? 即使 再 看 到 它 儿 次 ， 
至 于 下 一 次 它 在 何 时 何 地 出 现 仍然 不 知道 ,因此 必须 算出 它 的 
轨道 来 .牛顿 曾 说 过 ,根据 少量 的 观测 数据 计算 轨道 是 非常 困难 
的 事 .于 是 高 斯 发 挥 他 的 数学 天 才 ,创造 了 只 需要 3 次 观察 就 可 
以 用 来 计算 星体 运动 椭圆 轨道 的 方法 , 它 可 以 极 准 确 地 预测 行 
星 的 位 置 ,天 文学 家 根据 他 的 数据 马上 又 找到 了 谷 神 星 .他 的 方 
法 至 今 还 在 使 用 ,而 且 可 以 编 成 程序 上 计算 机 运算 . 

他 30 岁 时 成 为 新 建 的 格 廷 根 天 文 台 台 长 ,当时 新 天 文 台 刚 
有 地 基 , 他 花 了 大 量 的 时 间 和 精力 装配 观测 仪器 ,后 来 一 直 不 断 
地 进行 实际 天 文 观测 ,做 了 大 量 的 计算 及 报告 .他 经 常 工作 到 晚 
上 一 两 点 钟 才 休息 .这 些 “ 杂 务 " 占 了 他 许多 时 间 ,可 是 他 认为 这 
些 实际 工作 是 真正 为 人 类 做 贡献 ,并 没有 因为 自己 是 理论 上 的 
天 才 而 觉得 是 个 负担 . 

18 世纪 末 19 世纪 初 ,频繁 的 战争 和 欧洲 经 济 发 展 的 需要 
要 求 绘制 精确 的 地 图 ,因此 欧洲 各 国 便 开始 进行 本 国 的 国土 测 
量 及 地 图 绘制 工作 .1820 年 起 ,高 斯 虽然 已 过 了 40 岁 ,但 还 用 了 
许多 年 亲自 搞 野外 测量 工作 .他 从 事 大 量 的 劳动 ,夏天 到 野外 进 
行 测量 ,冬天 进行 数据 处 理 .当时 的 工作 条 件 十 分 糟糕 ,交通 不 
便 , 天 气 恶 劣 ,居住 条 件 不 好 ,当地 官吏 不 合作 ,事故 很 多 ,政府 
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资助 又 少 ,助手 没 几 个 ,许多 事情 都 得 亲自 动手 .他 就 是 在 这 种 
情况 下 干 了 8 年 ,而 且 在 理论 上 及 实际 上 都 有 发 明 创 造 ,后 来 他 
在 物理 学 上 也 做 了 许多 工作 ,还 发 明了 最 早 的 电报 .这 些 都 说 明 
他 不 仅 能 动脑 ,还 能 动手 , 既 能 搞 实际 工作 ,又 能 把 实际 结果 提 
高 到 理论 的 高 度 .1827 年 他 发 表 的 《曲面 的 一 般 理 论 研究 》 就 是 
通过 大 量 的 观测 和 计算 总 结 出 来 的 理论 .在 书 中 他 证 明 ; 曲 面 的 
高 斯 曲率 只 与 弧 长 要 素 有 关 .这 是 微分 几何 学 中 的 基本 定理 ,他 
称 之 为 “伟大 定理 ”. 

高 斯 在 50 岁 以 后 ,兴趣 又 集中 在 物理 学 上 面 . 他 对 于 力学 、 
毛细 现象 .声学 .光学 以 及 结晶 学 都 做 出 了 一 些 重要 贡献 ,其 中 
最 主要 的 是 他 关于 地 磁 的 研究 .1828 年 亚历山大 . 汉 ' 洪 堡 邀 请 
他 到 柏林 ,他 在 那里 结识 了 年 轻 的 物理 学 家 WW: 韦伯 (Wilhelm E- 
duard Weber,1804 一 1891) ,1831 年 W: 韦 伯 到 格 廷 根 任 物理 学 教 
授 , 他 们 两 人 密切 合作 ,进行 地 磁 的 观测 .高 斯 和 WW' 韦 伯 合 作 
发 明了 磁 强 计 , 而 且 还 通过 组 织 欧 洲 地 磁 观 测 网 来 测量 各 地 地 
磁场 的 变化 .高 斯 通过 理论 分 析 证 明 , 地 磁 是 在 地 球 内 部 产生 
的 ,他 把 他 的 理论 写成 一 本 书 《 地 磁 的 一 般 理 论 》, 在 1839 年 发 
表 .1840 年 他 和 W: 韦 伯 总 结 了 他 们 的 观测 结果 , 画 出 世界 上 第 
一 张 地 球 磁场 图 ,而且 定 出 了 地 球 磁 南 极 和 磁 北 极 的 位 置 .现在 
用 “高 斯 " 作 磁 场 强度 的 单位 ,用 “韦伯 ” 作 磁 通 量 的 单位 ,就 是 为 
了 纪念 他 们 的 工作 . 

1833 年 高 斯 还 发 明了 最 原始 的 电报 ,实际 上 是 一 条 连接 天 
文 台 和 韦伯 实验 室 的 8 000 英尺 导线 , 线 的 两 端 都 有 电磁 铁 , 电 
流通 过 后 推动 小 针 硕 铃 ,但 当时 还 没有 普遍 推广 ,原来 一 条 铁路 
想 采用 ,最 后 因为 太 贵 而 最 终 放弃 了 ,但 是 他 们 的 确 是 把 电流 用 
于 通讯 的 先驱 者 . 
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长 期 以 来 ,高 斯 的 主要 精力 花 在 自然 科学 上 ,但 对 数学 也 不 
断 进行 许多 研究 .他 的 数学 成 果 既 深 且 广 ,许多 结果 超过 当时 的 
学 术 水 平 .但 是 他 追求 完美 ,又 不 愿 因 不 被 理解 而 引起 争议 ,所 
以 他 生前 所 发 表 的 著作 并 不 多 ,以 致 有 许多 结果 在 他 发 现 后 几 
年 .十 几 年 甚至 几 十 年 ,让 别人 优先 发 表 . 如 高 斯 1794 年 发 现 最 
小 二 乘法 (1809 年 发 表 ), 1799 年 发 现 非 欧 几何 学 (他 首先 在 
1813 年 .1816 年 的 信 中 谈 到 ) ,1811 年 得 到 复 变 函数 论 的 柯 西 定 
理 ,1812 年 发 表 关于 超 儿 何 级 数 的 定理 .另外 ,他 还 发 现 了 椭圆 
函数 理论 .他 的 数论 通过 狄 利克 雷 及 爱 森 斯 坦 而 得 到 长 足 的 发 
展 , 他 的 曲面 理论 则 通过 黎 曼 得 到 发 展 .高 斯 不 喜欢 教学 ,出 色 
的 学 生 也 不 多 ,只 有 黎 曼 . 戴 德 金 等 几 人 ,其 中 戴 德 金 为 编辑 高 
斯 的 著作 做 出 了 重要 贡献 . 

高 斯 于 1855 年 2 月 23 日 在 格 廷 根 去 世 . 高 斯 的 著作 收集 
在 他 的 12 卷 《4 全集 》( Werke )(1870 一 1927) 之 中 


2 《算术 研究 》 


近代 数论 经 历 了 17 一 18 世纪 的 发 展 已 经 初 具 规 模 , 但 主要 
是 零散 的 结果 ,在 高 斯 的 《算术 研究 ?一 书 问世 之 后 ,数论 才 发 展 
成 一 门 系统 的 学 科 , 并 由 此 分 化 出 现代 数论 的 几 大 分 支 一 一 型 
论 .代数 数论 及 解析 数论 . 

《算术 研究 ?在 1801 年 出 版 , 共 分 七 个 部 分 ,他 用 的 是 “ 节 ”， 
其 中 讨论 了 三 大 类 问题 .前 四 部 分 是 同 余 理 论 , 它 把 以 前 零散 的 
整除 性 问题 系统 化 了 .第 一 节 只 有 5 页 ,定义 模 m 同 余 , 证 明 其 
初等 性 质 . 第 二 节 证 明 整 数 素 因子 分 解 惟一 性 定理 ,求解 同 余 方 
程 
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ao + 8=c(modm), 

还 研究 欧 拉 函数 pg(m). 第 三 节 研 究 模 索 数 的 蜂 剩 余 ,其 基础 是 
费 尔 马 小 定理 .他 引进 原 根 及 指数 的 概念 ,并 指出 如 何 用 它们 来 
计算 .这 三 节 构 成 初等 数论 的 基本 内 容 , 实 质 上 到 今天 也 没有 多 
少 变动 .第 四 节 是 这 部 分 的 重点 ,集中 证 明 二 次 互 反 律 .第 五 节 
和 第 六 节 是 二 次 型 理论 , 占 了 全 书 的 大 部 分 篇 幅 .第 七 节 实 际 上 
属于 代数 学 , 讲 的 是 分 圆 方程 及 正 多 边 形 的 作 图 理论 . 在 《算术 
研究 ) 出 版 之 后 ,高 斯 还 继续 研究 数论 ,主要 是 高 斯 和 、 高 斯 复 
数 、 三 次 互 反 律 .四 次 互 反 律 以 及 素数 定理 等 ,这 些 都 大 大 推动 
了 后 来 数论 的 发 展 . 


2.1 同 余 理论 


同 余 理论 也 被 称 为 模 算术 ,是 高 斯 把 以 前 的 整除 性 理论 系 
统 化 的 结果 ,由 此 发 展 出 一 系列 新 的 数论 问题 . 同 余 的 定义 如 
下 :两 个 整数 a 和 6 的 差 如 果 可 被 非 零 整数 m 整除 , 则 称 a ,5 
对 模 m 同 余 , 记 作 

a=b(modm). 

如 果 a=b(modm), 则 a = b+ km, 上 为 某 个 整数 ,如果 a,b 对 
模 m 同 余 , 则 它们 除 以 m 的 余数 相等 . 同 余 关系 在 所 有 整数 之 
中 建立 了 一 个 等 价 关 系 , 按 照 模 m 的 余数 ,可 以 把 全 部 整数 划 
分 为 m 个 等 价 类 ( 剩 余 类 ), 每 类 中 任意 两 个 整数 均 彼此 对 模 m 
同 余 , 对 于 同 模 m, 同 余 式 可 以 相 加 、 相 减 、 相 乘 .高 斯 进一步 研 
究 同 余 方程 的 解 , 证 明了 拉 格 朗 日 在 1768 年 建立 的 多 项 式 同 余 
式 基本 定理 ; 

如 果 p 是 素数 , 则 n 次 同 余 式 

Ax" + Bx"-!+*…+ Mx + N=0(modp) 
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的 解数 <n ,这 里 p 不 能 整除 4. 线性 同 余 式 的 解 的 问题 实际 上 
就 是 欧 几 里 得 轧 转 相 除法 .但 高 斯 在 书 中 提 到 ,也 可 用 连 分 数 方 
法 来 求解 . 而 二 次 及 高 次 同 余 式 问题 从 18 世纪 末 起 一 直 是 数论 
研究 的 中 心 ,受到 高 斯 及 其 后 数学 家 的 极 大 关注 . 其 结果 就 是 
19 世纪 的 核心 课题 一 一 二 次 互 反 律 及 高 次 互 反 律 . 

在 研究 x* + ay? 型 的 整数 的 素 因 子 时 ,导致 二 次 互 反 律 这 
个 数论 中 最 重要 的 定理 .二 次 剩余 又 被 称 为 平方 剩余 ,是 由 欧 拉 
在 1754 年 引进 的 :如 果 存 在 一 个 整数 * ,使 得 x* - p 能 被 g 整 
除 ,就 说 p 是 g 的 二 次 剩余 ;如 果 这 种 x 不 存在 ,就 说 p 是 9 的 
二 次 非 剩 余 .关于 二 次 剩余 的 性 质 及 定理 ,用 勒 让 德 在 1808 年 


引进 的 记号 是 很 方便 的 ,这 个 记号 { 二 ) 被 称 为 勒 让 德 记号 , 它 
的 定义 是 


(2) _ 人 当 p 是 g 的 二 次 剩余 ; 
q -1, 当 p 是 g 的 二 次 非 剩 余 . 

欧 拉 在 1783 年 的 一 篇 论文 中 ,给 出 关于 二 次 剩余 的 五 条 定 
理 , 其 中 包括 二 次 互 反 律 及 两 个 补 律 : 

二 次 互 反 律 :如 果 p >2,g >2 为 素数 , 且 pg,, 则 


(2) (4) =(- 1)43C- D(9-D. 


@ 补 律 1 
-1 pl 1， 如 p 二 1(mod 4); 
( P ) -0 -sc 
@ 补 律 2: 


2 ， 2D 1， 如 p=1,7(mod 8); 
(3)=( D8™ se) 
后 来 有 人 发 现在 欧 拉 1751 年 发 表 的 论文 中 已 出 现 类 似 的 叙述 ， 
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不 过 在 1783 年 的 这 篇 论文 中 , 欧 拉 只 提 到 他 是 从 1772 年 开始 
研究 的 .他 通过 计算 给 出 的 “证 明 ” 是 不 完备 的 ,但 是 得 出 一 系列 
特殊 情形 .1785 年 勒 让 德 声称 他 独立 发 现 了 二 次 互 反 律 ,并 给 
出 一 个 不 完全 的 证 明 . 1798 年 勒 让 德 出 版 他 的 《数论 ) 第 一 版 ， 
其 中 给 出 一 个 证 明 , 这 个 证 明 用 到 某 一 算术 级 数 中 存在 无 穷 多 
素数 这 个 尚未 证 实 的 假定 .这 个 假定 刺激 了 19 世纪 数学 家 研究 
这 个 问题 的 兴趣 ,直到 1837 年 才 由 狄 利 克 雷 给 出 严格 的 证 明 . 
而 二 次 互 反 律 的 第 一 个 严格 证 明 则 是 由 高 斯 给 出 的 . 

对 于 二 次 互 反 律 ,高 斯 一 共 给 出 过 8 个 证 明 , 实 际 上 用 了 6 
种 不 同 的 方法 .高 斯 在 1796 年 4 月 已 经 发 现 了 二 次 互 反 律 的 第 
一 个 证 明 , 证 明 很 长 而 且 复杂 ,但 完全 是 初等 方法 . 在 《算术 研 
究 ) 第 五 节 中 给 出 的 第 二 个 证 明 , 是 在 1796 年 6 月 得 出 的 ,用 的 
是 二 次 型 理论 .第 四 个 证 明 用 到 所 谓 高 斯 和 

S(n)= DOr, 

求 高 斯 和 的 值 曾 使 他 伤 透 脑筋 ,经 过 儿 年 的 努力 ,他 才 得 出 
Vn， 如 n=1(mod 4); 
iVn, 如 n=3(mod 4)， 
他 生前 共 发 表 过 6 个 证 明 (1808 一 1818). 在 他 的 遗 稿 中 还 有 2 
个 证 明 . 这 2 个 证 明 都 来 源 于 他 所 说 的 黄金 定理 (theorema au- 
reum) ,它们 不 像 以 前 被 认为 是 二 次 互 反 律 本 身 ,而 是 对 任何 素 
数 p ,如 果 p -1=ef, 则 存在 方程 使 得 其 根 是 p 次 单位 根 的 e 周 
期 ,每 周期 含 f 项 .其 后 ,许多 数学 家 都 曾 给 这 个 定理 以 新 的 证 
明 , 至今 已 有 160 多 种 . 

高 斯 进一步 研究 高 次 互 反 律 , 即 同 余 式 

x*=a(mod m) 


so -| 
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的 解 问题 . 1831 年 他 建立 四 次 互 反 律 ,为 此 他 引进 了 复 整 数 (后 
称 之 为 高 斯 整数 )a + b V -1( 其 中 ec,8 为 整数 ). 他 建立 了 高 
斯 整数 的 惟一 分 解 定理 .从 某 种 意义 上 讲 , 这 是 代数 数论 的 真正 
开端 ,高 斯 原 计划 在 第 三 篇 论文 中 发 表 证 明 ,但 该 论文 始终 没有 
发 表 ,而 且 在 他 的 遗 稿 中 也 没有 找到 ,因此 ,定理 的 证 明 首先 是 
由 雅 可 比 在 1836 一 1837 年 的 讲课 中 给 出 的 ,随后 年 轻 的 德国 数 
学 家 爱 森 斯 坦 给 出 5 个 证 明 (1844 一 1847) . 高 斯 还 研究 过 三 次 
互 反 律 ,并 引进 三 次 单位 根 po(p = exi2) ,建立 a + 如 的 算术 . 
雅 可 比 在 1827 年 首先 提出 三 次 互 反 律 ,并 在 1836 年 的 讲课 中 
”给 出 证 明 .1844 年 爱 森 斯 坦 首先 发 表 自 己 的 证 明 ,这 导致 雅 可 
比 和 爱 森 斯 坦 在 优先 权 问 题 上 的 争议 .他 们 也 先后 研究 了 高 次 
互 反 律 .同时 , 库 默 尔 对 高 次 互 反 律 的 研究 导致 他 得 出 理想 素数 
(而 非 如 通常 认为 主要 是 由 于 费 尔 马 大 定理 ). 一 般 的 互 反 律 经 
许多 大 数学 家 如 克 洛 耐克 (1891) .H 韦伯、 希 尔 伯 特等 的 研究 ， 
至 1927 年 为 阿 廷 所 彻底 解决 . 


2.2 二 次 型 理论 


二 次 型 是 二 次 齐 次 多 项 式 ,数论 中 研究 整数 系数 的 二 次 型 ， 
变 元 数目 如 果 为 2, 则 称 之 为 二 元 二 次 型 , 即 4x2 + Bxy + C7. 数 
论 中 二 次 型 的 研究 来 源 有 两 个 :一 是 不 定 方程 ,如 配 尔 方程 x? 
- Dy = 1 的 求解 问题 ;二 是 整数 可 表 性 问题 , 即 某 一 整数 或 一 
类 整数 是 否 可 以 表 为 某 种 类 型 的 二 次 型 ,这 最 早 可 追溯 到 一 个 
整数 是 否 可 表 为 平方 和 的 问题 ,这 个 问题 很 早已 有 不 少 研究 ,从 
丢 番 图 . 巴 软 韦 达 到 费 尔 马 、 欧 拉 均 得 出 许多 特殊 的 结果 .但 
是 ,近代 二 次 型 理论 的 奠基 者 应 该 说 是 拉 格 朗 日 ,他 不 仅 在 
1770 年 证 明了 每 一 整数 可 表 为 四 个 平方 和 ,而 且 紧 接着 研究 整 
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数 被 二 元 二 次 型 表示 的 问题 ,并 于 1773 年 到 1777 年 发 表 其 研 
究 结 果 . 拉 格 朗 日 得 到 下 面 一 些 结果 : 

如果 一 个 整数 m 能 被 一 个 二 元 二 次 型 f(x,y) 表 示 , 则 
也 可 被 许多 其 他 的 二 元 二 次 型 (x,y) 所 表示 ,他 称 这 些 二 次 
型 为 “可 以 互相 变换 的 ” ,实际 上 即 后 来 高 斯 所 说 的 “等 价 的 ”二 
次 型 . 

@@f(x,y) 与 (x,y) 之 间 存 在 关系 

F(x,y)= f(ax+By,Yx + 6y), 
其 中 a ,8B,Y,6 是 整数 ,上 且 a6 - By = +1. 

图 等 价 的 二 次 型 具有 相同 的 判别 式 . 定 义 ax? + bxy + cy? 
的 判别 式 为 刀 - 4ac, 记 作 DD. 

@ 可 以 按照 等 价 关 系 把 二 次 型 划分 为 等 价 类 . 

@ 每 类 中 的 二 次 型 (4 ,B,C) 都 可 以 通过 逐步 变 元 代 换 

人 ry,y) 
(x,Y)—>(x,y ~ sx) 
变 成 约 化 型 , 即 满足 1B1<141, 且 181< C. 

@ 按 二 次 型 f(x,y) 的 D<0 及 D >0, 把 型 分 为 定型 及 不 
定型 ,其 算术 性 质 很 不 同 ,例如 当 D <0,4 >0 时 , 均 存 在 惟一 一 
类 ,使 0< Bs<4<C. 这 方面 勒 让 德 作 了 改进 . 

比 起 拉 格 朗 日 的 结果 ,高 斯 的 结果 更 为 接近 “现代 "的 标准 ， 

志高 斯 研究 的 二 次 型 为 

F(x,y)= Ax: +2Bxy + Cy’, 
因此 判别 式 D = 下 - AC. 

@ 拉 格 朗 日 在 对 二 次 型 进行 分 类 时 也 考虑 变换 -By = 5 
的 情形 .高 斯 只 考虑 8S = + 1 的 情形 ,并 区 别 +1 及 -1 的 情形 ， 
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前 者 被 称 为 真 等 价 类 ,后 者 被 称 为 非 真 等 价 类 . 

在 拉 格 朗 日 工作 的 基础 上 ,高 斯 大 大 发 展 了 二 次 型 的 工作 ， 
这 成 为 后 来 代数 数论 及 二 次 型 理论 的 出 发 点 . 

QD 每 一 等 价 类 可 以 选 最 简单 的 二 次 型 约 化 型 为 其 代表 ,对 
于 正定 二 次 型 , 约 化 型 满足 

2181<141 三 16C1. 

@ 虽 然 等 价 的 二 元 二 次 型 判别 式 相 等 ,但 其 逆 定 理 不 成 立 . 
高 斯 证 明 , 同 一 判别 式 D 的 二 元 二 次 型 只 有 有 限 多 个 等 价 类 ， 
等 价 类 的 数目 被 称 为 类 数 , 记 作 h(D), 每 一 类 还 可 进而 分 成 许 
多 种 . 

图 任意 两 个 二 元 二 次 型 f,f ,可 以 定义 乘法 ff ,如 果 三 等 
价 于 g,f ' 等 价 于 g', 则 ff ' 等 价 于 gg' , 即 乘法 可 以 扩充 为 类 的 
运算 . 

@ 高 斯 还 求 出 不 定 方程 4x* + 2Bry + Cy? = N 的 所 有 解 . 

高 斯 在 得 出 二 元 二 次 型 的 完整 理论 后 ,进而 研究 三 元 二 次 
型 ,得 出 一 些 类 似 的 结果 ,特别 对 历史 上 著名 的 三 元 二 次 不 定 方 
程 

axrr + y+ =0 

给 出 具有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 ,建立 相当 于 后 来 的 闵可夫 斯 
基 (Hermann Minkowski ,1864 一 1909) 一 哈 塞 (Helmut Hasse,1898 一 
1979) 局 部 整体 原理 的 原始 形式 . 1830 年 吉 伯 尔 (Ludwig August 
Seeber,1793 一 1855) 写 了 一 本 关于 三 元 二 次 型 的 书 , 高 斯 在 该 书 
的 书评 中 发 表 了 型 的 几何 表示 ,这 是 后 来 闵可夫 斯 基 的 几何 表 
示 的 先 声 . 

高 斯 的 二 次 型 理论 开辟 了 数论 的 两 大 领域 . 一 是 狄 利克 雷 
发 展 的 二 元 二 次 型 理论 ,给 出 类 数 公式 .单元 型 概念 ,并 且 同 二 
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次 域 进行 类 比 , 得 出 单元 公式 , 从 而 开辟 了 代数 数论 这 个 新 方 
问 . 二 是 除了 二 次 域 之 外 ,三 次 域 . 四 次 域 乃 至 一 般 代数 数 域 与 
二 次 型 没有 关系 ,同时 多 元 二 次 型 与 代数 数论 也 没有 关系 , 这 
样 ,多 元 二 次 型 理论 发 展 成 二 次 型 理论 乃至 更 一 般 的 型 论 , 在 
19 世 纪 末 经 闵可夫 斯 基 的 努力 ,型 论 成 为 一 门 重要 的 数论 分 
支 . 

高 斯 之 后 ,数论 沿 着 他 所 开辟 的 方向 迅猛 发 展 .英国 数学 家 
斯 密 司 在 1859 一 1865 年 发 表 一 个 300 页 的 综合 报告 《数论 报 
告 》, 简 化 并 改进 了 前 人 的 许多 结果 ,并 加 进 自己 的 许多 成 果 . 其 
中 特别 应 该 提 到 的 是 关于 平方 和 表 法 数 x? + %3+… + 入 =n 
的 整数 解 (x ,x2，… ,zi) 数 目 x(n) 的 公式 ， 

拉 格 朗 日 早 在 1770 年 证 明了 著名 的 四 平方 和 定理 ,但 是 并 
没有 指出 一 个 正 整 数 可 用 多 少 种 方式 表 为 四 个 平方 和 ,而 这 是 
雅 可 比 通过 对 椭 贺 函数 的 研究 得 到 的 . 雅 可 比 还 给 出 两 个 平方 
和 以 及 六 个 平方 和 的 表 法 数 . 爱 森 斯 坦 给 出 了 三 个 平方 和 的 表 
法 数 .斯 密 司 进而 研究 五 个 平方 和 以 及 七 个 平方 和 的 表 法 数 ,他 
在 1864 年 把 他 的 结果 写成 一 个 摘要 , 1868 年 给 出 更 一 般 的 公 
式 ,但 是 没有 证 明 .1881 年 ,法 国 科学 院 在 不 知道 他 的 工作 的 情 
况 下 ,提出 了 数学 大 奖 的 竞赛 题目 : 表 一 整数 为 五 个 平方 和 的 表 
法 数 . 1882 年 ,斯 密 司 给 出 一 般 定理 的 详细 证 明 . 1883 年 ,在 斯 
密 司 去 世 后 ,法国 科学 院 把 这 项 大 奖 授予 斯 密 司 和 闵可夫 斯 基 
两 人 . 

在 19 世纪 ,二 次 型 的 算术 理论 还 在 其 他 方面 有 很 大 发 展 ， 
其 中 特别 是 n 元 整 系数 二 次 型 的 约 化 理论 , 即 约 化 成 等 价 的 典 
范 形式 ,正定 二 元 二 次 型 由 拉 格 朗 日 及 高 斯 成 功 地 化 成 约 化 型 

0<21Bl<As<C. 
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正定 三 元 二 次 型 的 约 化 由 德国 数学 家 泽 林 (Eduard Selling， 
1834 一 1920) 在 1874 年 解决 ,四 元 二 次 型 的 约 化 由 夏 尔 复 (Léon 
Charve,1849 一 ? ) 在 1881 年 完全 解决 ,而 一 般 二 次 型 的 约 化 问题 
首先 由 埃 尔 米 特 在 1850 年 正式 提出 ,他 还 设计 了 一 些 算法 . 
1885 年 闵可夫 斯 基 在 自己 的 博士 论文 中 完全 解决 了 正定 型 的 
约 化 问题 ,他 还 由 此 得 出 几何 方法 的 思想 ,并 从 1891 年 起 在 一 
系列 论文 中 只 手 创 立 “ 数 的 几何 "这 一 分 支 .1896 年 他 的 《 数 的 
几何 》( Geomeirie der Zahlen ) 出 版 ,给 这 个 分 支 以 系统 的 论述 . 


3 解析 数论 


解析 数论 是 应 用 数学 分 析 方 法 来 研究 数论 问题 的 分 支 ,从 
这 个 意义 上 来 讲 , 它 类 似 于 微分 几何 及 分 析 ( 解 析 ) 力 学 , 却 与 解 
析 几 何 中 的 “解析 "意义 大 不 一 样 .与 解析 数论 相对 的 应 该 是 综 
合 数 论 ,虽然 后 者 见 诸 某 些 著 作 , 但 并 未 形成 一 门 公 认 的 学 科 . 
另外 ,解析 数论 也 不 能 与 代数 数论 区 别 得 很 清楚 ,因为 代数 数论 
中 许多 问题 的 解决 ,特别 是 类 数 的 计算 , 仍 需 仰赖 解析 方法 ,不 
过 通常 解析 数论 大 都 处 理 整 数 的 问题 . 

从 费 尔 马 到 高 斯 ,数论 取得 了 巨大 的 进步 .但 是 ,解决 问题 
所 用 的 方法 大 都 是 初等 的 代数 方法 .这 种 初等 方法 对 于 数论 中 
的 许多 问题 几乎 完全 无 能 为 力 ,例如 华 林 问 题 及 哥 德 巴赫 问题 ， 
另外 一 些 猜 想 ,例如 等 差 级 数 是 否 存 在 无 穷 多 素数 ,也 不 是 初等 
方法 所 能 解决 的 .为 了 解决 这 些 问题 ,不 得 不 求助 于 更 有 力 的 解 
析 工 具 一 一 数学 分 析 ,例如 微 积 分 .无 穷 级 数 、 复 分 析 万 至 函数 
论 ,从 而 形成 解析 数论 这 一 分 支 .第 一 个 用 解析 方法 解决 数论 大 
问题 的 是 狄 利克 雷 , 他 在 1837 年 用 所 谓 狄 利克 雷 级 数 L( ,x ) 
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证 明 一 般 等 差 级 数 中 的 素数 有 无 穷 多 .因此 ,从 历史 上 来 讲 , 解 
析 数 论 的 创始 人 是 狄 利克 雷 , 时 间 是 1837 年 ,大 大 晚 于 其 他 应 
用 分 析 方 法 的 学 科 ， 

正如 其 他 学 科 一 样 ,解析 数论 也 有 一 段 前 史 , 它 至 少 可 追 淹 
到 分 析 大 师 欧 拉 . 欧 拉 大 胆 使 用 无 穷 分 析 方 法 ,特别 是 对 无 穷 级 
数 及 无 穷 乘积 引进 & 图 数 以 及 分 拆 函 数 p(m) ,并 研究 其 性 质 ， 
他 应 该 是 解析 数论 的 先驱 . 狄 利克 雷 以 后 , 切 贝 舍 夫 向 素数 定理 
迈进 了 一 大 步 . 1859 年 黎 曼 把 欧 拉 ! 函数 复 化 ,提出 黎 曼 5 区 
数 ,进行 系统 研究 ,给 解析 数论 提供 了 有 力 的 工具 . 几乎 数论 的 
每 一 步 进 展 都 同 : 函数 和 L(s,x) 有 关 , 特 别 是 1896 年 阿达 马 
和 瓦 莱 - 布 桑 分 别 独 立 证 明 素 数 定理 .20 世纪 初 ,经 过 德国 数 
学 家 朗 道 (Edmund Landau, 1877 一 1938) ,英国 数学 家 哈代 (God- 
frey Harold Hardy,1877 一 1947) 和 李 特 尔 伍德 (John Edensor Little- 
wood,1885 一 1977) 的 开创 性 工作 ,解析 数论 成 为 一 门 专门 的 技 
术 ,数论 的 背景 已 经 淡化 了 .因此 魏 伊 讲 , 它 是 数学 分 析 的 一 个 
分 支 而 非 数论 的 分 支 . 更 广义 地 说 , 雅 可 比 用 椭圆 函数 研究 平方 
和 的 表 法 数 , 希 尔 伯 特 用 多 重 积分 解决 华 林 问题 等 也 属于 解析 
数论 ,不 过 19 世纪 解析 数论 的 主流 主要 是 素数 定理 及 “《 函数 ， 
它们 由 于 黎 曼 的 工作 而 联系 在 一 起 . 


3.1 素数 定理 


(1) 素 数 的 数目 . 

欧 几 里 得 已 经 证 明 ,素数 有 无 穷 多 . 其 后 有 不 少 新 证 明 , 其 
中 欧 拉 及 库 默 尔 的 证 明 均 极为 简单 而 巧妙 ， 

(2) 素 数 表 . 

近代 许多 数学 家 花费 大 量 的 时 间 和 精力 来 计算 整数 的 因 
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子 , 特 别 还 列 出 素数 表 来 . 布 兰 科 尔 (Thomas Brancker) 在 1668 年 
列 出 100 000 以 下 整数 的 最 小 因子 , 克 鲁 格 (Johann Gottlob Kriger) 
在 1746 年 列 出 10 以 下 的 素数 , 维 加 (Georg Freiherrvon Vega， 
1756 一 1802) 在 1797 年 列 出 素数 到 400 031, 切 尔 那 克 (Ladislaus 
Chemac,1740 一 1816) 在 1811 年 列 出 10 以 下 整数 的 素 因 子 , 布 
尔 克 哈 特 (Johann Kar Burckhardt, 1773 一 1825) 在 1816 一 1817 年 
扩充 到 3 x 105.1856 年 克莱尔 呈 递 给 柏林 科学 院 的 素数 表 一 直 
到 6 000 000, 1861 年 达 塞 (Zacharias Dase, 1824 一 1861 ) 扩张 到 
9 000 000 , 而 库 利 克 在 他 1863 年 去 世 时 已 花 了 20 多 年 时 间 把 这 
个 纪录 推 到 100 330 200, 他 的 8 大 卷 手稿 ( 共 4 212 页 ) 于 1867 年 
2 月 存放 到 维也纳 科学 院 ,不 过 后 来 发 现 其 中 有 丢失 也 有 些 错 
误 .1909 年 雷 默 尔 (Derrick Norman Lehmer,1867 一 1938) 出 版 因子 
表 ,1914 年 出 版 10 000 000 以 下 的 素数 表 , 这 张 表 得 到 广泛 流传 
. 及 使 用 . 
计算 机 出 现 之 后 ,用 计算 机 搜寻 素数 的 工作 一 直 在 进行 . 

1959 年 达到 104 395 289, 刚 超过 100 年 前 手 算 的 结果 ,不 过 这 次 
是 准确 的 .1976 年 计算 到 1.2 x 102, 1985 年 达到 4 x 10', 求 得 
x(4x1%) =1075292778753 150,1994 年 达到 107 .下 面 把 107 
以 下 素数 的 个 数列 举 如 下 (其 中 x (x) 表 示 x 以 下 素数 的 数 
目 ). 

x(10)=4, 

x(10)=25, 

r(1l0) = 168, 

r(104) = 1229， 

r(10) =9592， 

r(105) = 78 498， 
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x(10’) = 664 579， 
r(108) =5 761 455, 
r(10?) = 50 847 534， 
r(1010) =455 052 512， 
r(101) =4118 054 813, 
r(102) = 37 607 912 018, 
x(103) = 346 065 536 839， 
r(104) =3 204 941 750 802, 
r(105) = 29 844 570 422 669, 
x(10') = 279 238 341 033 925， 
r(107) =2 623 557 157 654 233, 
到 20 世纪 末 , 已 得 到 r(102) = 2 220 819 602 560 918 840. 
(3) 素 数 计数 函数 x (x) 的 估计 . 
18 世纪 末 , 勒 让 德 和 高 斯 根据 各 自 的 计算 以 及 当时 的 素数 
表 , 估 计 不 大 于 某 实数 x 的 素数 的 数目 即 x(%) 的 大 小 , 勒 让 德 
在 1798 年 提出 猜想 


n(x) = jogr A) 
其 中 lim 4A(%) = 1.083 66…, 但 这 个 猜想 在 1850 年 为 俄国 数学 
家 切 贝 舍 夫 所 否定 .更 正确 的 猜想 属于 高 斯 , 据 他 讲 , 他 在 15 岁 
时 已 猜想 x(x) 与 x 的 对 数 积分 Li(*) 渐 近 相 等 , 记 作 


r(xz)~ILi(x)= | 寺 ， 


或 者 说 ， 
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由 于 Li(x ) ~ ae， 所 以 x(x) ~ 让 ,这 通常 被 称 为 素数 定理 . 
注意 ,这 里 的 jog 是 以 。 为 底 的 自 线 数 ， 也 常 写作 In. 素数 定理 
被 认为 是 解析 数论 中 最 重要 的 定理 ,由 它 出 发 发 展 了 解析 数论 
的 一 系列 重要 工具 和 问题 . 对 素数 定理 的 第 一 个 突破 是 俄国 数 
学 家 切 贝 含 夫 所 取得 的 ,他 在 1850 年 证 明 


co < (x) < cjogx jogx 
其 中 常数 c,c' 是 接近 1 的 常数 ,0 < co < 1 < c. 1892 年 , 西 尔 维 


斯 特 改进 为 : 当 x 充分 大 时 ， 


0.956 95 一 一 <A(x) <1.044 23 1 —. 


je ]ogx 
但 是 真正 证 明 素数 定理 的 是 法 国 数学 家 阿达 马 马 和 比利时 数学 家 
瓦 莱 - 布 桑 ,他 们 在 1896 年 分 别 独立 得 出 ,用 的 都 是 黎 曼 引进 
的 函数 E(x). 其 后 ,素数 定理 又 有 许多 证 明 , 用 的 都 是 分 析 工 
具 . 令 人 惊叹 的 初等 证 明 直 到 1949 年 才 由 挪威 数学 家 塞 尔 伯 格 
(Atle Selberg, 1917 一 ”) 以 及 匈牙利 数学 家 埃 多 什 (Paul Frdis， 
1913 一 1996) 各 自 独立 得 到 . 

(4) 素 数 的 分 布 . 

素数 定理 特别 是 黎 曼 猜想 是 解析 数论 中 的 主要 课题 , 除 此 
之 外 ,还 有 一 系列 有 关 素 数 分 布 的 主要 问题 ,其 中 最 重要 的 是 关 
于 等 差 级 数 中 的 素数 . 欧 拉 临终 前 曾 猜 想 ,等 差 级 数 a + nd( 其 
中 a,d 互 素 ,dz>2,a 是 任意 正 整数 ) 中 也 含有 无 穷 多 个 素数 ， 
显然 这 里 面包 含 无 穷 多 种 情形 ,证 明 要 困难 得 多 . 1788 年 勒 让 
德 也 提出 同样 的 猜想 ,并 在 他 的 《数论 ?第 二 版 (1808) 中 给 出 一 
个 证 明 ,但 证 明 有 错误 . 直到 1837 年 狄 利克 雷 才 给 出 第 一 个 证 
明 ,他 用 到 分 析 工 具 , 特 别 是 所 谓 狄 利克 雷 级 数 
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狄 利克 雷 级 数 在 数论 中 最 常 用 的 裕 称 为 了 级 数 
Lp) = SY 

有 两 点 值得 注意 ,一 是 黎 曼 5 函数 是 其 特殊 情形 ,二 是 其 中 隐 
含 着 群 的 特征 标 观 念 .这 个 定理 被 证 明 以 后 ,历代 的 数学 家 又 进 
而 证 明 等 差 级 数 中 的 素数 定理 ,并 提出 解析 数论 中 一 个 重要 的 
未 解决 问题 :每 个 等 差 级 数 中 的 最 小 素数 为 何 ” 更 进一步 还 可 
把 这 个 问题 推广 到 特殊 序列 中 的 素数 ,例如 : 

是 否 存 在 无 穷 多 形 如 刀 + 1 的 素数 ? 

加 是 否 存 在 无 穷 多 形 如 2* - 1 的 素数 ( 马 桑 素数 )? 

@ 是 否 存在 无 穷 多 形 如 2 + 1 的 素数 ( 费 尔 马 素数 )? 

@ 是 否 存 在 无 穷 多 菲 波 那 奇 素数 ? 
这 些 问题 都 极为 困难 , 离 解 决 尚 远 . 


3.2 黎 田 2 函数 


从 素数 定理 的 历史 即 可 看 出 ,解析 数论 中 头等 重要 的 工具 
是 黎 曼 5 函数 ， 它 是 由 黎 曼 在 1859 年 首先 提出 的 , 即 


5(s) = > 1, 
al 7 


当 ;=1 时 , 即 调 和 级 数 ,5(s) 发 散 ; 当 ;为 大 于 1 的 整数 时 , 欧 
拉 证 明 

1 1 

2 n: 二 工 ， 


Pp 
其 中 p 通过 每 一 素数 .这 个 公式 已 经 显示 5(s) 与 素数 之 间 的 关 
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系 . 欧 拉 在 1737 年 利用 这 个 表示 证 明 素数 有 无 穷 多 ， 即 允 = 
% .此 外 , 欧 拉 还 证 明 


并 求 出 5(25) 的 值 
之 1 ， 
$00) = D208! 


其 中 Bi 是 伯 努 利 数 . 1749 年 , 欧 拉 还 得 出 5(s), EE(1--s) 与 
PP(s) 满 足 函 数 方程 


5(1-5) = 


Cn 2 Ts) Cs), 


并 且 对 实 变量 加 以 验证 . 这 篇 论文 在 1761 年 发 表 (1768 年 出 
版 ) .但 直到 歼 曼 把 它 推广 到 复 变 量 之 后 , 它 才 真正 成 为 解析 数 
论 的 有 效 工具 . 

黎 曼 是 现代 意义 下 解析 数论 的 莫 基 者 ,他 生前 只 是 在 1859 
年 发 表 过 一 篇 论文 《 论 给 定量 以 内 的 素数 数目 》( Uber de Anzahl 
der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse ) .在 黎 曼 之 前 ,高 斯 早已 
对 x 以 内 的 素数 数目 x(x) 猜 想 有 渐 近 公式 


r(x) 一， 
logx 


但 高 斯 并 没有 证 明 素 数 定理 ,甚至 连 提 也 没有 提 到 它 . 他 的 目标 
是 具体 求 出 x(x), 或 者 更 确切 地 说 ,是 得 出 与 x(x) 密 切 相关 的 
函数 5(s) 的 无 穷 级 数 的 明显 表示 . 歼 曼 第 一 个 指出 要 解决 这 个 
问题 ,首先 要 研究 作为 复 变量 ; = oc + ii 的 & 函数 ,特别 是 它 的 
零点 分 布 . 欧 拉 在 证 明 素数 无 穷 多 时 已 经 得 出 过 实 变量 的 了 范 
数 
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6)= n=l) 


但 黎 曼 第 一 个 把 函数 由 实 变量 过 渡 到 复 变量 ,并 证 明 : 

中 5(s) 是 * 的 解析 函数 ,除了 在 * = 1 处 有 一 个 单 极点 之 
外 ,在 全 平面 正则 . 

@5(s) 满 足 函 数 方程 


5(1- 5) =2(2r) cos ST(s) Es). 


四 8) 在 *= -2, -4, -6,… 处 有 零点 (后 来 称 之 为 平凡 
零点 ) , 且 除 了 * 的 实 部 在 [0,1] 的 带 状 区 域 上 时 可 能 有 复 零点 
外 ,没有 其 他 的 零点 . 

黎 曼 在 论文 中 提出 6 个 猜想 : 

个 他 断言 ,事实 上 “(*) 有 无 穷 多 个 复 零 点 ,全 部 都 位 于 临 
界 带 状 区 域 0<o<1 上 . 

@ 设 5(s) 在 矩形 0<o<1,0<1<7T 间 ,零点 的 数目 为 入 
(7) ,他 用 简单 的 复 变 函数 论 推断 , 当 7T->%w 时 ,N(T) 近 似 等 于 


了 | 了 了 
2r 52r ”27 


他 希望 得 到 更 强 有 力 的 证 明 ， 
@ 他 定义 复 变 函 数 
0 r(3)rie(s), 


用 po 表示 &(;) 的 复 根 ， 则 之 1 1 发 散 , 工 1p 天 5 收敛， 其 中 之 表 


示 对 所 有 复 根 求 和 . 
@ 他 简单 证 明 上 6(s ) 的 乘积 公式 


SC =-e(OOL(1- 二 )， 
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但 他 没有 考虑 
Zioe 1-— a 

的 虚 部 ,也 没有 考虑 其 收敛 性 ,因此 证 明 是 不 完全 的 ， 

他 猜想 “非常 可 能 ” (sehr wahrscheinlich) 全 部 复 零点 的 实 
部 都 等 于 ,这 就 是 通常 所 说 的 黎 曼 猜 想 . 

@ 获 曼 在 论文 的 后 半 部 得 出 x(x*) 与 5(s) 的 关系 公式 , 即 

» > ” I du ae 
HH(x)= Li(x)-— Li(*) + | wi logu + 常数 ， 


其 中 p 跑 遍 5(s) 的 所 有 复 零点 , 且 


II(x)=x(x) + 六 (3) + rx) + 


Li(x) = lim( J + | 入 
通过 黎 曼 的 工作 及 他 的 猜想 ,5(s) 在 解析 数论 中 处 于 中 心 的 地 
位 . 

黎 曼 这 篇 划时代 的 论文 虽然 引起 数学 界 的 普遍 关注 ,但 是 
经 历 30 年 却 不 能 向 前 移动 分 毫 . 德国 分 析 大 师 外 尔 斯 特 拉 斯 年 
逾 70 岁 , 正 在 编辑 自己 的 全 集 . 法 国 数学 界 的 头面 人 物 、 分 析 大 
师 埃 尔 米 特 又 不 懂 德 语 ,于 是 他 于 1889 年 3 月 28 日 写 信 给 他 
的 朋友 , 旅 法 荷兰 数学 家 斯 蒂 尔 捷 斯 ,让 他 告诉 自己 歼 曼 这 篇 8 
页 的 论文 究竟 有 些 什 么 内 容 . 作为 法 国 数学 界 的 权威 , 埃 尔 米 特 
在 1890 年 以 "决定 一 定 界 内 素数 个 数 " 为 题 ,设立 1892 年 度 法 
国 科 学 院 数 学 科学 大 奖 ,其 中 特别 提出 :通过 更 深入 地 研究 黎 曼 
# 函数 以 填补 黎 曼 文章 中 的 漏洞 . 埃 尔 米 特 的 确 邀 请 斯 蒂 尔 捷 
斯 参与 竞赛 大 奖 ,但 斯 带 尔 捷 斯 因 生 病 及 一 些 个 人 原因 没有 参 
加 .1893 年 1 月 ,法 国 科 学 院 宣布 27 岁 的 法 国 数学 家 阿达 马 获 
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奖 , 阿 达 马 的 论文 题目 是 《 整 函 数 ,特别 是 黎 曼 考 虑 的 随 数 的 性 
质 研究 》 他 严格 证 明了 黎 曼 不 完全 证 明 的 猜想 中 和 外, 并 证 明 
猜想 图 成 立 . 这 个 突破 掀起 了 研究 解析 数论 的 热潮 . 1894 年 德 
国 数学 家 曼 戈 尔 特 (Hans Carl Friedrich von Mangoldt, 1854 一 1925) 
证 明 猜 想 @ ,他 引进 曼 戈 尔 特 函 数 A(n), 通 过 一 些 素数 定理 的 
等 价 形式 ,得 出 素数 定理 与 聘 数 零点 之 间 更 明显 的 关系 .这 
样 大 家 所 关注 的 素数 定理 与 函数 明显 地 挂 上 钩 ,虽然 黎 曼 当 
时 并 没有 明显 提 到 素数 定理 , 却 为 素数 定理 的 证 明 铺 平 了 道路 . 
1896 年 ,阿达 马 和 比利时 数学 家 瓦 莱 - 布 桑 分 别 独立 证 明 素 数 
定理 ,在 当时 造成 埃 动 .实际 上 他 们 所 依据 的 只 是 
(1+it)0, 

也 就 是 5(s) 的 非 平凡 零点 不 在 实 部 为 1 的 轴 上 ,显然 这 与 黎 曼 
猜想 相距 其 远 ,但 这 已 经 显示 了 5(s) 的 威力 , 1900 年 瓦 莱 - 布 
柔 还 得 出 带 余 项 的 公式 : 


一 “dx -av lnx 
(4)= | 旦 +o(ne ) ,a >0， 


1895 年 曼 苹 尔 特 证 明 黎 曼 的 猜想 四 ,不 过 有 些 错误 ,他 最 终于 
1905 年 给 出 一 个 完全 的 证 明 , 而且 误差 项 也 比 黎 曼 当 时 估计 的 
更 为 精确 , 即 


了 
2 


30 多 年 之 后 , 黎 曼 的 6 个 猜想 中 的 5 个 都 已 获得 证 明 , 同 
时 , 沿 着 黎 曼 所 指明 的 道路 使 素数 定理 也 得 到 证 明 ,而 只 有 黎 曼 
猜想 始终 未 得 到 证 明 或 反 证 , 它 仍然 是 解析 数论 中 头等 重要 的 
问题 . 1859 年 黎 曼 在 给 外 尔 斯 特 拉 斯 的 信 中 提 到 5(s ) 在 临界 带 
上 的 另外 一 种 表示 , 西 格 尔 (Carl Ludwig Siegel, 1896 一 1981) 追 查 


N(T) = 让 log 训 一 守 + 0(log7T). 
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这 个 表示 的 下 落 ,在 格 廷 根 图 书馆 手稿 部 发 现 黎 曼 的 一 个 不 完 
全 的 手稿 . 西 格 尔 对 它 进 行 了 仔细 的 研究 ,得 出 所 谓 黎 曼 一 西 格 
尔 公 式 , 它 大 致 是 把 Res > 1 的 级 数 部 分 同 Res < 0 的 函数 方程 
所 得 出 的 表示 部 分 结合 在 一 起 ,给 出 5(s) 在 临界 带 上 的 较 好 的 
渐 近 表示 . 黎 曼 给 出 误差 的 完全 渐 近 展开 ,还 做 了 许多 数值 计 
算 .但 西 格 尔 的 工作 发 表 时 ,哈代 和 李 特 尔 伍德 于 1921 年 已 发 
表 了 类 似 的 结果 并 给 出 误差 项 的 上 界 ,这 说 明 黎 曼 方 法 对 求 临 
界 带 上 “ 函数 的 行为 很 重要 . 

19 世纪 未 ,解析 数论 得 到 突飞猛进 的 发 展 . 1894 年 ,第 一 部 
以 解析 数论 为 题 的 专著 问世 , 它 是 巴赫 曼 (Paul Gustav Heinrich 
Bachmann, 1837 一 1920) 的 《数论 》(5 卷 ) 中 的 一 卷 . 

这 时 解析 数论 的 中 心 仍 是 素数 定理 及 歼 曼 《 函数 . 朗 道 在 
他 的 博士 论文 (1899) 中 证 明 同 素数 定理 等 价 的 定理 ,他 还 引进 
无 穷 大 阶 的 记号 0, 与 。 一 起 成 为 渐 近 估计 的 标准 记号 . 估计 
误差 项 也 成 为 解析 数论 的 主要 工作 ,特别 是 科 赫 在 1901 年 证 明 
黎 曼 猜想 与 估计 

n(x)=Li(x)+ 0O(xz+e) 

等 价 ,这 样 素数 定理 与 黎 曼 猜想 真正 变 得 密 不 可 分 了 . 关于 素数 
分 布 的 早期 成 果 , 朗 道 总 结 在 他 的 专著 《素数 分 布 论 手 册 》 
( Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen )(1909) 中 . 

1910 年 起 ,哈代 、 李 特 尔 伍德 的 合作 使 解析 数论 产生 新 的 


突破 . 1914 年 哈代 证 明 5(s) 在 临界 线 | o = 十] 上 有 无 穷 多 零 
点 .1921 年 两 人 证 明 ,在 临界 线 上 ,1:1 < 7 的 零点 数 大 于 47, 其 
中 4 是 某 个 常数 . 1942 年 塞 尔 伯 格 证 明 零 点 数 大 于 47log7. 


1974 年 菜 文 松 (Norman Levinson,1912 一 1975) 证 明 有 广 以 上 的 复 
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零点 在 临界 线 上 . 1989 年 被 进一步 改进 为 亏 . 时 至 今日 , 黎 曼 
5 函数 及 其 种 种 推广 仍 是 解析 数论 研究 的 中 心 .我 们 相信 ,在 不 
久 的 将 来 ,这 个 领域 会 取得 重大 突破 . 


4 不 定 方程 


4.1 通论 


不 定 方程 又 称 丢 番 图 方程 ,是 最 上 古老 的 数学 领域 , 它 的 问题 
往往 没有 实际 背景 ,一 经 偶然 提出 ,再 不 断 推广 而 得 到 .最 典型 
的 不 定 方程 是 

x + y= 2 (1) 
这 也 是 最 古老 的 不 定 方程 .巴比伦 泥 版 文书 上 已 出 现 它 的 多 组 
解 ,最 大 的 一 组 解 是 


Y= 13 500, 

z=18541. 
其 后 证 明 , 当 (x,y) =1 时 , 设 x 为 偶数 , 则 方程 (1) 的 正 整 数 解 
均 可 表 成 


| 12 709 ， 


x%=2ab, 


y= a -b, 


z=a:+b. 

其 中 a,b 为 任意 互 素 的 正 整数 ,a > 5b. 这 个 结果 是 一 个 不 定 方 
程 的 最 好 的 结果 了 .以 这 个 方程 为 模式 ,我 们 希望 求 出 某 一 不 定 
方程 的 全 部 解 ,也 就 是 证 明 除 此 之 外 没有 正 整 数 解 (或 整数 解 或 
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有 理 数 解 ), 要 不 就 证 明 它 根本 没有 正 整数 解 .这样 的 不 定 方程 
很 多 ,许多 可 以 看 成 是 方程 (1) 的 推广 .第 一 个 推广 是 费 尔 马 大 
定理 , 费 尔 马 说 他 证 明了 


+= (2) 
没有 正 整 数 解 .实际 上 ,他 真正 证 明 的 只 有 

x + y= (3) 
没有 正 整 数 解 . 欧 拉 在 1770 年 证 明 

x + y= (4) 


没有 正 整 数 解 ,但 没 能 证 明 其 他 情形 .不 过 欧 拉 又 做 了 第 二 步 推 
广 , 他 指出 
x +y + =a (5) 
有 人 解 ,因为 
P+4 +S = 人 
仿照 三 次 的 情形 ,他 在 1778 年 猜想 
Xt y+2+i= (6) 
有 人 解 ,但 
Xt 十 2 二 拉 (7) 
没有 解 .注意 到 (5) 和 (6) 的 左边 项 数 都 等 于 方程 的 次 数 , 还 可 以 
作 类 似 的 推广 :不 定 方程 
x+ 于 (8) 
有 正 整数 解 ,而 
y+ (9) 
没有 正 整 数 解 ,如 此 等 等 . 
大 量 不 定 方程 就 是 这 人 么 推广 来 的 ,这 种 推广 虽然 不 费事 ,可 
是 却 够 儿 代数 学 家 干 一 辈子 ,而 且 还 不 一 定 有 什么 结果 . 费 尔 马 
大 定理 已 经 有 350 年 的 历史 ,直到 20 世纪 90 年 代 才 得 到 解决 . 
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对 于 欧 拉 猜想 ,1911 年 得 出 方程 (6) 的 一 组 解 
304 + 1204 + 2744 + 3154 = 3534, 
但 直到 1987 年 才 用 椭圆 曲线 理论 及 计算 机 推翻 方程 (7) 无 解 的 
猜想 ,给 出 了 一 个 反例 
95 8004 + 217 $194 + 414 5604 = 422 481 ， 
而 对 于 方程 (9) 无 解 ,在 1966 年 也 给 出 了 反例 
275 + 845 + 1105 + 1335 = 1445 ， 
但 方程 (8) 的 解 至 今 尚 未 得 出 . 
这 个 问题 还 可 以 从 不 同 的 方向 推广 ,一 是 向 高 次 寡 推 广 , 一 
是 左边 项 数 增多 ,一 是 右边 项 数 增多 , 当 方程 (6) 的 左边 再 加 上 
一 项 ,100 年 前 就 找到 一 组 解 
4+6 +8+9+14=154. 
方程 (8) 的 左边 再 加 上 一 项 也 有 解 
4+55+46+F+9 +11=125. 
可 以 看 出 , 单 是 等 短 次 的 不 定 方程 就 可 以 无 尽 无 休 地 推广 下 去 . 
由 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 丢 番 图 方程 ,即使 是 同一 类 型 ,其 
难 易 程度 大 不 相同 ,解法 也 不 一 样 ,因此 很 难 用 同一 观点 加 以 处 
理 及 分 类 .为 了 方便 起 见 ,还 是 从 方程 的 次 数 考虑 较为 适宜 . 而 
从 变 元 数目 .方程 数目 以 及 求解 的 范围 .方法 来 分 类 也 可 以 , 特 
别 是 近年 来 于 番 图 几何 的 发 展 ,这 样 处理 有 一 定 优越 性 . 
在 19 世纪 之 前 ,主要 研究 的 丢 鼻 图 方程 是 一 次 不 定 方程 及 
二 次 不 定 方程 . 二 元 ,三 元 一 次 不 定 方 程 在 古代 已 经 解决 ,一 般 
n 元 一 次 不 定 方程 已 由 巴 歌 统一 处 理 .特殊 的 二 次 不 定 方程 ,如 
方程 (1), 早 已 完全 解决 ,而 配 尔 方程 正如 前 所 述 ,已 于 1766 年 
由 拉 格 朗 日 解决 ,他 的 方法 可 推广 到 一 般 的 二 元 二 次 非 齐 次 方 
程 .n 元 二 次 方程 则 可 归结 为 二 次 型 理论 ,1969 年 西 格 尔 最 终 证 
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明 , 它 可 以 有 一 般 的 算法 解法 . 

高 次 不 定 方程 的 求解 问题 ,在 19 世纪 有 一 系列 零散 结果 ， 
其 中 绝 大 多 数 是 用 初等 方法 得 到 的 , 而 有 重大 意义 的 两 项 研究 
是 费 尔 马 大 定理 ( 见 下 节 ) 和 闵可夫 斯 基 一 哈 塞 局 部 整体 原理 ， 
19 世纪 末 ,两 个 有 力 的 新 方法 (逼近 方法 和 几何 方法 ) 促 使 两 个 
新 的 分 支 产 生 , 即 丢 番 图 和 逼近 和 和 于 番 图 几何 ,它们 使 丢 番 图 方程 
理论 出 现 系 统 的 重大 成 果 . 

丢 番 图 晕 近 问题 最 早 来 源 于 用 有 理 数 逼近 无 理 数 问题 , 系 
统 研究 开始 于 1844 年 刘 维 尔 关于 代数 数 的 逼近 问题 , 丢 番 图 到 
近 的 重大 突破 来 源 于 挪威 数学 家 图 埃 (Axel Thue, 1863 一 1922)， 
他 于 1908 年 把 求 出 整数 n 次 不 可 约 二 元 型 方程 

flx,y)=4 

的 解 x,y 的 上 界 归结 为 多 项 式 f(x,1) 的 根 a 的 有 理 逼 近 问 题 ， 
从 而 证 明 , 当 n>3,4 是 整数 时 , 它 只 有 有 限 多 个 解 . 

竺 番 图 几何 方法 的 主要 依据 在 于 多 项 式 方程 组 的 解 ( 也 就 
是 它 的 零点 ) 是 方程 组 定义 的 代数 簇 上 的 整 点 或 有 理 点 (也 就 是 
坐标 为 整数 或 有 理 数 的 点 ), 最 简单 的 情形 当然 是 代数 曲线 ,有 
关 代 数 曲线 上 的 有 理 点 的 研究 始 于 1890 年 , 希 尔 伯 特 和 胡 尔 维 
茨 证 明 亏 格 为 零 的 代数 曲线 上 的 有 理 点 有 无 穷 多 ,这 个 结果 很 
一 般 . 1901 年 庞 加 莱 研 究 亏 格 g = 1 的 曲线 , 即 椭 贺 曲线 ,他 发 
明 弦 一 切线 法 来 求 有 理 点 . 1922 年 英国 数学 家 莫 德 尔 (Louis Joel 
Mordel,1888 一 1972) 用 庞 加 莱 方 法 研究 椭圆 曲线 的 有 理 点 ,证 
明 它 们 构成 群 ,它们 是 有 限 生 成 的 阿 贝 尔 群 . 他 猜想 亏 格 g 二 2 
的 代数 曲线 只 有 有 限 多 有 理 点 ,这 就 是 著名 的 莫 德尔 猜想 , 1928 
年 魏 伊 研究 亏 格 g>2 的 情形 ,只 证 明了 相应 的 阿 贝尔 艇 有 限 
生成 的 定理 ,但 没 能 证 明 有 限 性 定理 . 1929 年 西 格 尔 把 丢 番 图 
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逼近 法 与 莫 德 尔 和 魏 伊 的 结果 联系 在 一 起 ,证 明 亏 格 g>>2 的 
代数 曲线 上 的 整 点 数目 是 有 限 多 的 ,这 是 图 埃 定理 的 重大 推广 ， 
但 离 莫 德 尔 猜 想 相 距 甚 远 . 在 没有 任何 初步 结果 的 情形 下 ,最 终 
法 尔 廷 斯 (Gert Faltings,1954 一 ”) 于 1984 年 证 明了 莫 德 尔 猜想 ， 
使 一 大 批 三 元 齐 次 高 次 不 定 方程 问题 原则 上 得 到 解决 . 


4.2 费 尔 马 大 定理 


作为 x*+ y*= 有 的 直接 推广 , 费 尔 马 在 1637 年 左右 提出 了 

费 尔 马 大 定理 , 即 对 于 

Xr 六 =， 
当 n>3 时 没有 非 平凡 的 整数 解 .1621 年 巴 软 校订 注释 丢 番 图 
的 《算术 》, 出 版 了 希腊 文 一 拉丁 文 对 照 本 . 费 尔 马 在 看 这 本 《 算 
术 》 时 ,在 论述 方程 zz + y= 安 的 页 边 ,用 拉丁 文 写 下 这 段 具 有 
历史 意义 的 文字 : 

“但 一 个 立方 数 不 能 划分 为 两 个 立方 数 ,一 个 四 次 方 数 不 能 
划分 为 两 个 四 次 方 数 ,一 般 说 来 , 除 平方 之 外 ,任何 次 寡 都 不 能 
划分 为 两 个 同 次 寡 , 我 发 现 了 一 个 真正 奇妙 的 证 明 ,但 书 上 的 空 
日 太 小 , 写 不 下 .” 

费 尔 马 去 世 后 ,他 的 儿子 把 原 书 连同 书 上 的 评注 一 起 编辑 
出 版 , 费 尔 马 这 个 断言 才 以 费 尔 马 大 定理 或 费 尔 马 最 后 定理 流 
传 下 来 .显然 , 费 尔 马 的 无 穷 递 降 法 可 以 证 明 n =4 的 情形 ,但 
他 没有 明显 写 出 . 欧 拉 证 明 n =4 及 和 =3 的 情形 . 欧 拉 关于 nm 
=3 的 证 明 把 费 尔 马 的 无 穷 递 降 法 与 二 次 型 w+3y? 的 理论 结 
合 起 来 ,1753 年 他 称 费 尔 马 大 定理 是 非常 漂亮 的 定理 ,但 他 只 
能 证 明 ”=3,nm = 4 两 种 情形 .直到 1825 年 狄 利克 雷 才 在 巴黎 科 
学 院 宜 读 一 个 n = 5 的 证 明 , 但 证 明 不 够 完全 ,为 勒 让 德 所 指 
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出 . 勒 让 德 独立 地 给 出 一 个 完备 的 证 明 ,1828 年 狄 利克 雷 也 补 
全 了 自己 的 证 明 . 1832 年 狄 利克 雷 又 证 明 n = 14 的 情形 . 1839 
年 ,法 国 数学 家 拉 梅 证 明 n =7 的 情形 ,不 久 勒 让 德 简化 n =7 
的 证 明 ,他 巧妙 地 运用 了 恒等式 

(xt+yt+z) (x +y +z) 

=7(x+y)(x+ z)(y + 2) x 

[(x2 ty +2+ r++ 7) + ry (x+ y+z)]. 

大 约 同 时 ,法 国 女 数学 家 热 尔 曼 (Sophie Germain, 1776 一 
1831) 得 出 一 个 一 般 的 定理 :如果 是 奇 素数 ,2p + 1 也 是 素数 ， 
则 费 尔 马 大 定理 的 第 一 情形 成 立 , 也 就 是 不 存在 *,y,z 使 得 
pzyz 上 且 刀 + 如 = 了 2. 勤 让 德 发 展 了 热 尔 曼 的 思想 ,证 明 如 果 p 
是 素数 , 且 4p +1,8p +1,10p+1,14p+1 或 16p + 1 也 是 素数 ， 
则 第 一 情形 成 立 .1847 年 , 柯 西 得 到 定理 :如 果 费 尔 马 大 定理 的 
第 一 情形 不 成 立 , 则 


?+4+ (25) 


-4 


是 p 的 信 数 . 

1840 年 法 国 数学 家 柯 西 拉 梅 等 热衷 于 证 明 一 般 情形 的 费 
尔 马 大 定理 ,为 此 ,他 们 不 约 而 同 地 把 注意 力 集中 到 分 圆 整数 
上 ,也 就 是 变 元 取 值 不 仅 限于 有 理 整数 ,而 且 还 包括 单位 根 . 柯 
西 . 拉 梅 都 已 经 走 到 了 关键 的 一 步 :如 果 分 圆 整数 能 满足 惟一 因 
子 分 解 定理 , 则 费 尔 马 大 定理 可 以 证 明 . 

1847 年 , 费 尔 马 大 定理 取得 了 最 重要 的 突破 ,取得 这 次 突 
破 的 原因 一 是 引进 分 圆 整 数 ,二 是 注意 惟一 因子 分 解 定理 . 

分 圆 整 数 不 是 什么 新 东西 , 早 在 18 世纪 , 拉 格 朗 日 研究 费 
尔 马 大 定理 时 就 引 和 一些 1 的 n 次 复 根 d 来 使 x+?+ y? 分 解 成 n 
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个 因子 ,为 了 简单 起 见 ,假定 ”是 奇 素数 p,a" = 1, 于 是 

好 十 内 =(X+TY)( 和 十 ay)(x tay)(x+ar iy), 
其 中 每 个 因子 都 只 含 x 和 y 的 一 次 窜 . 也 就 是 说 ,w+ y 的 每 
一 个 因子 都 是 形 如 ao+ ala + … + a,_10? 的 数 ,其 中 ao, al， 
…, a -1 是 通常 的 整数 ,这 种 数 被 称 为 分 圆 整数 ,因为 a 是 1 的 
n 次 方 根 ,也 就 是 把 单位 圆 分 成 n 等 份 的 分 点 .分 图 整数 也 像 a 
+ bY3 这 类 数 一 样 ,它们 相 加 、 相 减 、 相 乘 也 是 一 个 分 圆 整数 . 

1847 年 3 月 法 国 数学 家 拉 梅 再 一 次 重 犯 前 人 的 错误 ,他 把 
惟一 因子 分 解 定 理 套用 在 分 圆 整 数 上 ,从 而 完全 “证 明 ”" 了 费 尔 
马 大 定理 . 他 过 于 激动 ,结果 犯 了 不 能 挽回 的 错误 .其 实 ,三 年 之 
前 ,德国 数学 家 库 默 尔 已 经 发 表 了 重要 的 结果 :对 于 分 圆 整 数 ， 
惟一 因子 分 解 定理 一 般 不 成 立 . 当 拉 梅 正 陷 人 错误 的 泥沼 中 不 
能 自 拨 时 , 库 默 尔 已 经 在 那里 考虑 怎样 绕 开 惟 一 因子 分 解 定 理 
所 带 来 的 障碍 .结果 ,他 在 1847 年 4 月 取得 了 决定 性 的 进展 . 

库 默 尔 的 想法 很 巧妙 ,他 引进 所 请 理想 数 来 代替 通常 的 数 . 
比如 [2] 表 示 所 有 数 的 2 倍 的 集合 ,在 通常 整数 集合 中 包括 10， 
+2, 4, 土 6, + 8,…| ,在 分 圆 整数 集合 中 包括 所 有 形 如 2( ao6 
+ QiQ + 020 +… + Qs_10f  ) 的 数 .不 难看 出 ,通常 的 数 2 只 是 
理想 数 的 代表 ,或 者 说 2 生成 这 个 理想 数 . 像 [2] 这 样 由 一 个 数 
2 生成 的 理想 数 被 称 为 主 理想 数 . 理想 数 相 加 、 相 乘 也 是 理想 
数 , 比 如 [6] = [21*[3]. 如 果 一 个 “整数 "集合 里 所 有 的 理想 数 都 
是 主 理想 数 ,那么 惟一 因子 分 解 定 理 成 立 , 否 则 就 不 成 立 . 要 是 
惟一 因子 分 解 定理 不 成 立 , 过 去 的 数学 家 就 一 点 办 法 也 没有 了 . 
库 默 尔 的 主要 贡献 在 于 ,他 发 现 要 证 明 费 尔 马 大 定理 不 一 定 非 
得 要 对 任何 p ,惟一 因子 分 解 定 理 都 成 立 ,因为 这 实际 上 是 办 不 
到 的 事 . 他 提出 一 个 较 弱 的 假设 ,就 是 要 求 这 个 p 满足 下 面 的 
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正则 性 假设 : 

任何 非 主 理想 数 的 p 次 军 都 不 是 主 理想 数 . 

后 来 称 这 样 的 p 为 正则 素数 .在 100 以 下 的 奇 素数 中 ,除了 
37,59,67 以 外 ,其 余 的 都 是 正则 素数 .于 是 , 库 默 尔 进而 证 明 , 对 
于 正则 素数 , 费 尔 马 大 定理 成 立 .他 声称 ,他 已 对 无 穷 多 素数 证 
明了 费 尔 马 大 定理 ,不 过 这 个 想当然 的 结论 并 没有 证 明 . 正 则 素 
数 到 底 有 多 少 昵 ? 西 格 尔 估计 ,有 60% 左右 的 素数 是 正则 的 ， 
而 证 明 其 无 穷 多 却 极为 困难 . 反 过 来 ,1915 年 ,丹麦 数学 家 延 森 
(KK. 工 ， Jensen) 却 证 明了 非 正 则 素数 有 无 穷 多 个 ,因此 , 非 正 则 
素数 的 问题 也 还 得 另外 想 办 法 ， 

库 默 尔后 来 进一步 研究 非 正 则 素数 的 费 尔 马 大 定理 , 他 只 
能 一 个 一 个 去 解决 ,终于 证 明 对 37,59,67 这 三 种 情形 , 费 尔 马 
大 定理 也 成 立 ( 原 证 明 不 太 严 密 , 后 来 得 到 改进 ). 这 样 他 由 以 前 
的 3,5,7 一 直 推 进 到 100 以 下 的 所 有 奇 素数 ,以 及 100 以 上 的 所 
有 正则 素数 .从 这 里 可 以 看 出 库 默 尔 的 成 就 是 多 么 巨大 ! 

1816 年 以 及 1850 年 ,巴黎 科学 院 两 次 设置 大 奖 ,提供 一 枚 
金 质 奖章 及 3 000 法 郎 的 奖金 , 奖 给 解决 费 尔 马 大 定理 的 人 .应 
征 这 个 奖赏 的 人 很 多 ,但 没有 一 个 能 完全 解决 . 1856 年 审查 委 
员 会 终于 决定 把 这 项 大 奖 撤销 ,而 只 奖 给 对 费 尔 马 大 定理 贡献 
最 大 的 库 默 尔 一 枚 金 质 奖章 ,以 表彰 他 对 费 尔 马 大 定理 的 贡献 . 

库 默 尔 之 后 , 费 尔 马 大 定理 有 一 些 零 星 的 进展 . 1908 年 , 活 
尔 夫 斯 克 尔 (Paul Wolfskehl ,1856 一 1906) 遗 赠 10 万 马克 奖金 , 奖 
给 完全 证 明 费 尔 马 大 定理 的 人 .这 样 一 来 ,大 批 业余 “数学 家 " 自 
己 印 的 小 册子 纷纷 出 笼 , 据 不 完全 统计 , 只 是 在 1909 一 1911 年 
这 三 年 中 ,发 表 的 错误 证 明 就 达 1 000 种 以 上 .第 一 次 世界 大 战 
以 后 ,德国 战败 ,要 负担 高 额 的 赔款 ,马克 急骤 贬值 ,到 1923 年 ， 
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10 万 马克 几乎 变 成 废 纸 一 张 ,但 各 国 还 有 不 少 业余 研究 者 . 据 
1958 年 一 份 银行 报告 ,这 一 款项 还 剩余 5 600 德国 马克 . 

对 于 费 尔 马 大 定理 ,又 进一步 分 成 两 种 情形 ,一 般 用 反 证 
法 ,假设 有 正 整 数 解 (x， y,z) 的 话 ,把 p 不 能 整除 x， y,z 的 情 
形 , 称 为 第 一 情形 ,而 把 p 能 整除 *, y,z 的 情形 , 称 为 第 二 情 
形 .对 于 第 二 情形 至 今 所 知 甚 少 ,而 对 于 第 一 情形 , 则 有 相当 大 
的 进展 . 1909 年 , 魏 菲 利 希 (Arthur Wieferich) 证 明 ,如 果 费 尔 马 大 
定理 的 第 一 情形 不 成 立 , 则 p 满足 

27-1=1(modp’). (10) 

但 几 年 之 内 没有 找到 这 种 p ,到 1913 年 才 首 先 发 现 1 093 满足 
这 个 必要 条 件 ,1922 年 又 发 现 3511 也 满足 .其 后 ,直到 1971 年 
用 计算 机 计算 发 现 ,在 3 x 10 之 内 的 素数 中 ,还 没有 第 三 个 满 
足 上 述 条 件 的 素数 . 1910 年 ,米利 马 诺 夫 (Dmity Mirimanoff， 
1861 一 1945) 更 进一步 发 现 p 不 仅 满 足 (10), 还 满足 32-1=1 
(modp2) ,这 样 连 1093 及 3511 也 不 满足 了 .不 久 ,这 个 判 据 被 进 
一 步 推广 , 如 果 对 于 奇 素数 p, 费 尔 马 大 定理 的 第 一 情形 不 成 
立 , 则 22-1-1,32--152 -172- -1,…,43?-! -1 都 能 被 
p” 整除 .满足 这 样 条 件 的 素数 相当 少 . 1989 年 这 个 必要 条 件 又 
被 推广 到 47"-1- 1,532-1- 1 ,892-1-1( 即 前 24 个 素数 ) 都 
能 被 斑 整除 . 由 此 从 计算 机 得 出 在 费 尔 马 大 定理 第 一 情形 下 成 
立 的 p 的 范围 

1988 年,p <7.14x 108; 

1989 年 ,p <1.56 x 107 

1990 年 ,p <7.568 x 100 ; 

1995 年 ,p < 8.858 x 102. 
如 此 看 来 ,对 绝 大 多 数 素数 来 讲 , 费 尔 马 大 定理 第 一 情形 成 立 . 
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不 过 对 于 第 二 情形 ,只 知 其 成 立 的 p 满足 
p<15000=1.5x 10+， 

在 历史 上 还 有 另外 一 条 试图 证 明 费 尔 马 大 定理 的 途径 ,这 
就 是 :如 果 费 尔 马 大 定理 有 反例 ,也 就 是 如 果 存 在 解 x,y,z， 
0<x<y<z, 满 足 x*+ y"= zz, 那么 x 至 少 有 多 大 ? 1856 年 , 格 
隆 耐 特 (J. A，Griinert) 证 明 , 如 果 有 反例 , 则 x > n ,如果 nn 为 素 
数 p, 可 改进 为 

x>6p’. 


根据 计算 机 的 结果 ,如 果 有 反例 , 则 x > 102x10 ,这 是 一 个 几 百 
万 位 数字 , 比 天 文 数字 还 要 大 得 多 . 因此 ,即使 求助 于 计算 机 去 
寻求 反例 , 恺 怕 也 是 徒劳 的 .解决 费 尔 马 大 定理 还 要 靠 证 明 . 

近 十 几 年 来 , 费 尔 马 大 定理 与 椭圆 曲线 联系 起 来 .1993 年 6 
月 ,外 尔 斯 (Andrew Wiles,1953 一 ”) 声 称 已 经 完全 证 明 费 尔 马 
大 定理 ,引起 了 秦 动 .不久 , 发 现 他 的 证 明 中 有 一 些 漏洞 . 1994 
年 10 月 ,他 对 关键 的 定理 采取 不 同 的 途径 ,最 终 完 成 了 费 尔 马 
大 定理 的 证 明 ,论文 在 1995 年 5 月 全 文 发 表 . 

外 尔 斯 的 证 明 的 关键 一 步 是 证 明 关 于 椭圆 曲线 的 魏 伊 一 谷 
山 一 志 村 猜想 对 于 半 稳 定 曲线 ( 费 尔 马 方程 巡 + +z=0 所 
属 的 曲线 ) 成 立 . 1999 年 证 明 这 个 猜想 对 所 有 椭圆 曲线 均 成 立 . 
这 成 为 20 世纪 数学 最 辉煌 的 成 就 之 一 . 


第 13 章 几何 学 


19 世纪 几何 学 比 起 前 .后 两 个 世纪 来 ,可 以 说 发 生 了 翻天 
履 地 的 变化 .经 过 一 系列 分 化 及 重组 ,大 部 分 内 容 趋 于 式微 . 20 
世纪 中 ,属于 几何 学 范畴 的 拓扑 学 ,代数 几何 学 .微分 几何 学 ,在 
新 观点 的 指引 下 成 为 当前 的 热门 (参看 第 14 章 第 3 节 及 第 18 
章 ). 


1 通 论 


19 世纪 是 几何 学 的 黄金 时 代 . 据 统计 ,19 址 纪 的 所 有 数学 
文献 中 ,几何 学 文献 的 数量 占 总 数 的 一 半 以 上 ,也 就 是 超过 数 
论 .代数 学 数学 分 析 、 渔 数论 等 学 科 文 献 的 总 和 . 几何 学 不 仅 在 
文献 数量 上 遥遥 领先 ,在 质量 上 也 取得 许多 突破 性 进展 .这 一 时 
期 几何 学 的 特点 在 于 几何 学 对 象 的 扩大 ,几何 学 研究 方法 的 多 
样 性 以 及 几何 学 成 果 的 多 姿 多 彩 .美不胜收 ,特别 是 几何 对 整个 
数学 产生 了 持续 的 不 可 忽视 的 影响 .下 面 我 们 分 三 个 时 期 具体 
地 叙述 一 下 . 

(1) 前 期 (1800 一 1840). 

这 一 时 期 的 主要 特点 是 综合 几何 学 的 复兴 及 其 与 解析 几何 
学 的 对 立 .19 世纪 初 ,几何 学 的 一 大 特点 是 综合 几何 学 的 复兴 . 
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解析 几何 学 的 方法 虽然 精细 而 有 力 ,但 在 许多 问题 上 未 免 显得 
间接 而 繁琐 ,特别 是 在 研究 图 形 的 过 程 中 扎 弃 了 我 们 的 直观 而 
只 是 诉 诸 机 械 的 计算 ,而且 在 计算 过 程 中 也 看 不 到 其 几何 意义 . 
这 就 导致 许多 数学 家 倡导 综合 的 方法 ( 即 不 用 坐标 的 方法 ) , 特 
别 是 这 种 方法 导致 射影 几何 学 的 产生 .射影 几何 学 在 17 世纪 已 
初 具 规模 ,但 在 解析 几何 学 的 强大 攻势 下 淹没 无 闻 , 一 些 著作 到 
19 世纪 才 被 发 现 .这 时 法 国 数学 家 庞 塞 莱 已 经 建立 起 自己 的 身 
影 几何 学 ,这 标志 着 综合 几何 学 的 新 牛 .同时 ,与 之 对 立 的 解析 
几何 学 也 有 巨大 的 突破 ,一 是 各 种 坐标 系 以 及 坐标 变换 方法 的 
出 现 , 二 是 用 分 析 方法 得 出 许多 新 的 概念 并 有 各 种 应 用 . 19 世 
纪 上 半 叶 的 几何 学 家 可 分 为 两 大 对 立 的 阵营 :一 些 数学 家 走 到 
一 个 极端 ,坚持 综合 方法 ,反对 任何 形式 的 分 析 方 法 ,如 法 国 数 
学 家 庞 塞 菜 . 沙 勤 以 及 出 生 于 瑞士 的 德国 数学 家 史 坦 纳 等 人 ; 另 
一 个 极端 是 高 举 解析 几何 学 的 大 旗 , 反 对 综合 方法 的 几何 学 家 ， 
如 德国 数学 家 普 吕 克 尔 等 . 他 们 之 间 的 斗争 是 如 此 激烈 ,以 至 于 
在 史 坦 纳 等 人 的 排挤 之 下 , 普 吕 克 尔 不 得 不 中 断 几 何 学 研究 二 
十 几 年 , 转 而 去 研究 物理 ,直到 史 坦 纳 去 世 后 ,他 才 再 捡 起 几何 
学 来 研究 .不 过 ,许多 数学 家 并 不 坚持 任何 一 种 极端 观点 ,他 们 
从 实际 出 发 ,吸收 各 种 方法 的 长 处 为 我 所 用 ,例如 法 国 数学 家 莹 
日 ,德国 数学 家 高 斯 及 莫 比 乌 斯 等 ,他 们 的 成 就 自然 更 为 杰出 ， 
特别 是 高 斯 的 曲面 论 , 对 后 来 的 微分 几何 学 有 着 深远 的 影响 . 

(2) 中 期 (1840 一 1870). 

这 一 时 期 几何 学 产生 了 革命 性 的 变革 ,打破 传统 欧 几 里 得 
几何 学 的 一 统 天 下 ,这 就 是 非 欧 几何 学 的 产生 以 及 黎 曼 对 几何 
学 观念 的 五 大 革新 . 黎 曼 不 仅仅 提出 歼 曼 式 的 非 欧 几何 ,同时 发 
展 了 高 斯 的 曲面 论 ,创立 了 内 区 几何 学 ,以 流 形 为 研究 对 象 ,从 
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此 几何 学 由 图 形 的 研究 转变 为 对 空间 的 研究 ,而 且 这 空间 不 再 
局 限于 现实 的 三 维 空间 ,而 成 为 任意 维 的 ,这 导致 后 期 的 高 维 几 
何 学 的 发 展 . 黎 曼 的 第 四 个 观念 革新 是 明确 区 别 几 何 对 象 的 拓 
扑 性 质 及 度量 性 质 ,他 应 该 说 是 现代 拓扑 学 的 缔造 者 . 另外 , 黎 
曼 也 是 把 解析 几何 学 转变 为 代数 几何 学 的 关键 人 物 .这 样 ,几何 
学 研究 的 对 象 一 下 子 大 大 膨胀 起 来 ,形成 了 多 种 多 样 的 学 科 . 除 
了 上 面 提 到 的 欧 氏 几何 学 .平面 几何 学 .立体 几何 学 .球面 几何 
学 . 非 欧 几何 学 .高 维 几 何 学 .拓扑 学 .射影 几何 学 .解析 几何 学 、 
微分 几何 学 (1894 年 才 有 这 个 名 称 , 当时 称 之 为 无 穷 小 几何 学 ) 
等 之 外 ,还 有 反 演 几何 学 、 线 几何 学 .运动 几何 学 、 代 数 几 何 学 
等 ,这 使 几何 学 出 现 了 精彩 纷呈 的 多 样 化 局 面 . 

(3) 后 期 (1870 一 1900). 

这 一 时 期 几何 学 发 展 的 特点 是 :一 方面 继续 研究 中 期 所 产 
生 的 一 系列 对 象 及 方法 ,一 方面 寻求 多 种 几何 学 间 的 统一 性 以 
及 几何 学 的 基础 ,例如 ,研究 高 维 流 形 的 几何 学 产生 出 张 量 演 
算 ,这 为 黎 曼 几何 学 提供 了 重要 工具 .而 这 一 时 期 在 寻求 统一 性 
及 基础 方面 对 后 来 几何 学 乃至 数学 的 发 展 影响 最 大 . 这 方面 首 
先是 1872 年 克 菜 因 的 埃 尔 兰 根 纲领 的 提出 ,以 变换 群 的 观点 统 
一 几何 学 ,其 后 挪威 数学 家 9 . 李 提 出 连续 变换 群 的 概念 ,形成 
了 李 群 这 一 重要 分 支 . 基 灵 (Wihelm Kan Joseph Killing, 1847 一 
1923) 对 李 群 ( 实 为 李 代 数 ) 及 空间 形式 的 研究 为 后 来 的 研究 英 
定 了 基础 ,并 为 后 来 的 几何 学 提供 了 一 系列 可 以 处 理 的 理想 对 
象 . 希 尔 伯 特 在 1899 年 发 表 的 《几何 学 基础 为 几何 也 为 整个 数 
学 的 基础 性 研究 制定 了 新 的 纲领 ,通过 几何 学 公理 的 增 减 变化 
产生 一 系列 新 几何 学 ,如 非 阿 基 米 德 几何 学 . 非 德 萨 格 几何 学 
等 .各 种 非 欧 几 何 学 及 射影 几何 学 等 也 仿照 希 尔 伯 特 的 办 法 公 
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理化 .这 些 几何 学 的 公理 中 ,几何 性 质 的 公理 最 终归 结 为 基 域 的 
代数 性 质 的 公理 ,例如 欧 氏 几何 学 的 基 域 为 实数 域 ,从 而 几何 学 
的 问题 转变 成 代数 的 问题 ,而 且 数 域 的 变化 又 导致 一 些 新 几何 
学 的 产生 ,除了 复数 域 上 的 几何 学 之 外 ,研究 最 多 的 是 有 限 域 上 
的 几何 学 一 一 有 限 几 何 学 ,现在 有 限 几 何 学 已 不 属于 几何 学 范 
畴 ,而 成 为 组 合 数学 的 一 个 分 支 .另外 , 环 . 半 环 , 群 等 代数 结构 
也 产生 一 些 新 几何 学 ,它们 更 是 连 几 何 的 影子 也 没有 了 .时 至 今 
日 ,原来 意义 下 的 几何 学 领域 已 经 大 大 缩小 了 . 


2 综合 几何 学 与 解析 几何 学 的 对 立 


射影 几何 学 的 建立 是 有 着 深刻 的 历史 背景 的 ,其 中 最 主要 
的 是 综合 方法 与 解析 方法 的 对 立 . 在 20 世纪 初出 版 的 《数学 百 
科 全 书 》 中 ,就 有 专 章 讲述 “综合 几何 与 解析 几何 的 对 立 ”, 许 多 
人 一 直 坚 持 综合 几何 学 的 严格 标准 ,但 由 于 解析 几何 学 以 及 解 
析 方 法 的 普遍 性 使 得 综合 方法 在 17 一 18 世纪 中 一 直 处 于 劣势 ， 
连 综合 方法 新 的 倡导 者 庞 塞 菜 也 认识 到 解析 方法 的 优越 性 ,他 
说 :解析 几何 学 以 其 特有 的 方法 提供 通用 而 一 致 的 手段 去 解决 
出 现 的 问题 …… 它 得 出 的 结果 其 普遍 性 是 无 限 的 ……” 而 综合 
方法 却 需要 使 用 者 的 技巧 ,而 且 结 果 总 是 局 限于 他 所 考虑 的 特 
定 图 形 . 吴 文俊 曾 一 针 见 血 地 指出 ,综合 几何 学 需要 奇 招 怪 招 ， 
而 且 一 题 一 证 ,难以 推广 ; 而 解析 几何 学 完全 可 以 机 械 化 ,一 种 
方法 可 以 普遍 适用 .但 是 在 19 世纪 初 ,许多 人 仍 不 喜欢 解析 方 
法 ,其 理由 有 三 方面 :一 是 传统 的 几何 学 是 数学 严密 性 的 典范 ， 
代数 及 分 析 方 法 在 逻辑 上 还 很 难说 是 靠得住 的 ;二 是 几何 学 的 
优美 及 直观 在 解析 方法 中 完全 看 不 到 ,证 明 难 题 的 过 程 中 所 用 
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的 直观 技巧 也 都 淹没 在 符号 演算 的 汪洋 大 海 之 中 ,而 且 有 些 问 
题 通 过 综合 方法 可 以 很 简单 而 清晰 地 加 以 解决 ,无 需 繁琐 的 机 
械 过 程 ;三 是 解析 方法 把 中 间 过 程 的 几何 意义 完全 忽略 掉 , 证 明 
的 出 发 点 与 最 后 的 结论 之 间 的 联系 则 完全 不 清楚 .这 些 理由 导 
致 许多 数学 家 产生 复兴 综合 几何 学 的 愿望 并 付 诸 行动 .这 些 人 ， 
除了 蒙 日 . 卡 诺 等 人 ,主要 是 庞 塞 莱 . 沙 蒜 以 及 德国 数学 家 史 坦 
纳 、 史 陶 特 (Karl Georg Christian von Staudt, 1798 一 1867) 等 . 

射影 几何 学 的 建立 除了 综合 方法 与 解析 方法 的 对 立 之 外 ， 
还 有 学 科 内 容 及 方向 上 的 差异 ,在 当时 几何 学 研究 的 对 象 仍 是 
现实 空间 中 的 图 形 性 质 及 其 间 关 系 ,在 很 久 以 前 人 们 就 知道 这 
些 性 质 有 两 方面 ,一 是 度量 性 质 , 一 是 非 度量 性 质 ,后 者 包括 相 
交 . 平 行 等 定性 的 .描述 性 的 性 质 ,不 涉及 线段 和 角 的 度量 .射影 
几何 学 所 研究 的 图 形 性 质 主要 属于 非 度量 性 质 ,而 图 形 的 度量 
性 质 , 后 来 已 是 微 积分 与 微分 几何 学 的 内 容 ,但 对 于 某 些 度量 性 
质 的 关系 ,射影 几何 学 仍 有 用 武之 地 ,而 且 对 于 非 度量 性 质 , 射 
影 几 何 学 不 仅 显 示 了 其 威力 ,而 且 开 辟 了 几何 学 的 新 方向 , 即 从 
变换 以 及 变换 群 的 观点 来 研究 几何 学 ,统一 几何 学 ,这 就 给 几何 
学 葛 定 了 一 个 新 基础 . 

摆 在 射影 几何 学 建立 者 面前 的 任务 非常 明确 :要 使 综合 方 
法 也 像 解 析 方法 那样 具有 普遍 性 .为 此 , 庞 塞 菜 考 虑 的 不 是 特殊 
图 形 的 特殊 问题 ,而 是 考虑 一 般 问 题 ;几何 图 形 在 任 一 投影 之 下 
保持 不 变 的 性 质 ,这 里 投影 指 的 是 中 心 投影 .这 样 , 庞 塞 莱 在 欧 
几 里 得 几何 学 内 部 创立 了 一 个 新 的 几何 学 科 , 在 他 1822 年 出 版 
的 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 一 书 中 ,已 经 包括 了 射影 几何 学 的 主要 
内 容 : 区 别 图 形 的 射影 性 质 与 度量 性 质 ,列举 射影 变换 ,提出 连 
续 原理 从 而 引进 虚 元 素 .他 还 发 展 了 对 合 及 调和 点 列 的 概念 ,以 
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及 配 极 变换 的 理论 .他 给 出 有 关 从 极点 到 极 线 和 从 极 线 到 极点 
的 变换 的 一 般 论 述 ,其 目的 是 建立 对 偶 原理 :当时 他 已 经 注意 
到 ,帕斯卡 定理 与 布 里 安 香 (Charles-Julien Brianchon, 1783 一 
1864) 定 理 只 不 过 是 把 定理 中 的 “点 "与 “ 线 ” 互 换 、“ 点 共 线 ”与 
“ 线 共 点 " 互 换 的 结果 .在 平面 几何 学 中 ,许多 定理 这 样 对 换 之 
后 ,所 得 的 定理 不 仅 讲 得 通 ,而且 还 是 正确 的 ,这 就 是 所 谓 对 偶 
原理 .数学 家 对 于 这 个 原理 持 不 同 的 态度 , 布 里 安 香 等 人 怀疑 这 
个 原理 的 正确 性 ,但 庞 塞 莱 认 为 这 个 原理 之 所 以 成 立 , 配 极 关系 
是 其 原因 .但 是 , 配 极 关系 需要 有 一 个 圆锥 曲线 为 中 介 ,因此 , 庞 
塞 莱 的 对 侦 原 理 有 局 限 性 . 另 一 位 法 国 数学 家 热 尔 岗 (Joseph 
Diaz Gergonne ,1771 一 1859) 则 主张 对 偶 原 理 是 普遍 原理 ,对 除了 
涉及 度量 性 质 之 外 的 命题 一 律 适用 ,而 配 极 关系 是 不 必要 的 中 
介 . 他 还 注意 到 三 维 情形 ,点 与 面 互 为 对 偶 , 线 与 线 自 成 对 偶 ,这 
当然 扩大 了 对 偶 概 念 的 应 用 范围 .他 在 1825 一 1826 年 的 论文 
中 ,把 德 萨 格 定理 对 偶 化 ,并 写成 两 栏 的 形式 ,但 是 他 并 不 能 给 
出 证 明 . 在 庞 塞 莱 与 热 尔 岗 之 间 , 先 是 (1818 年 ) 在 综合 方法 与 
解析 方法 各 自 的 优越 性 方面 有 所 争论 ,其 后 又 在 发 现 对 偶 原 理 
的 优先 权 上 争吵 .而 对 偶 原 理 直 到 后 来 经 过 莫 比 乌 斯 、 沙 勤 及 普 
昌 克 尔 等 人 才 逐 步 得 到 澄清 . 

沙 勒 是 综合 射影 几何 学 的 集大成 者 ,他 引进 一 系列 新 术语 ， 
如 对 射 变换 ,特别 是 射影 几何 学 的 基本 不 变量 一 一 非 调和 比 ( 即 
交 比 ), 并 追溯 其 历史 到 帕 普 斯 时 代 , 过 去 把 共 线 的 四 点 4, 8B， 
C,D 的 交 比 定义 为 

(A,B,C,D)=(AC/CB)'(AD/DB), 
其 中 所 有 线段 均 为 有 向 线段 .同样 可 以 定义 平面 上 四 条 共 点 线 
a,b,c,d( 依 序 ) 的 交 比 为 
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(a,b,c,d)= (sinac /sineb ) (sinod /sindb ) ; 

其 中 ac ,cb ,ad 和 db 分 别 指 两 线 间 的 夹 角 .1829 年 沙 勒 证 明 : 圆 
锥 曲线 上 的 四 个 固定 点 4, B,C,D 与 该 圆锥 曲线 上 的 任意 第 
五 个 点 所 确定 的 四 条 线 有 相同 的 交 比 .他 的 男 一 贡献 是 把 射影 
几何 学 建立 在 两 大 原理 之 上 , 即 对 偶 原 理 及 射影 变换 原理 .由 此 
他 明确 指出 ,在 射影 几何 学 中 ,点 与 线 是 一 样 基本 的 . 沙 勤 在 
1837 年 出 版 的 著名 数学 中 著作 《几何 方法 的 起 源 与 发 展 的 历史 
概述 ?可 以 说 是 法 国学 派 的 工作 总 结 , 因为 沙 勒 不 懂 德 文 , 也 不 
了 解 同 时 代 几 何 学 家 莫 比 乌 斯 及 史 坦 纳 等 人 的 工作 ,但 其 后 的 
射影 几何 学 则 主要 由 德国 学 派 所 发 展 . 

同 法 国学 派 一 样 ,德国 的 射影 几何 学 派 也 分 为 综合 方法 与 
解析 方法 两 派 ,综合 方法 的 主要 维护 者 是 史 坦 纳 和 史 陶 特 . 史 坦 
纳 的 思想 反映 在 他 的 早期 著作 中 .他 的 主要 贡献 是 用 射影 方法 
从 最 简单 的 元 素 (如 点 、 线 ,线束 ) 出 发 ,来 构造 (或 生成 ) 比 较 复 
杂 的 曲线 ,曲面 .例如 ,圆锥 曲线 既 不 像 过 去 那样 用 平面 截 圆 锥 
来 构造 ,也 不 是 通过 解析 方法 来 定义 ,而 是 通过 两 个 射影 相关 的 
线束 所 有 各 对 应 直线 的 交点 的 集合 . 他 还 用 类 似 的 方法 定义 二 
次 曲面 以 及 更 高 阶 曲线 .曲面 .这 样 , 他 充分 研究 二 次 曲线 及 曲 
面 ,而 且 从 一 开始 就 运用 对 偶 原 理 . 由 于 在 证 明 中 使 用 交 比 的 概 
念 ,所 以 人 们 认为 他 的 射影 几何 还 不 够 纯粹 , 因为 定义 交 比 还 是 
要 靠 长 度 之 类 的 度量 概念 ,而 长 度 显然 在 射影 变换 下 不 是 不 变 
的 .第 一 个 把 射影 几何 学 从 度量 概念 中 解放 出 来 的 是 史 陶 特 . 史 
陶 特 给 自己 规定 的 任务 是 在 交 比 的 定义 中 去 掉 长 度 . 他 的 办 法 
是 选 定 直线 上 的 三 个 点 ,分 别 给 它们 指定 符号 0,1, % ,然后 通 
过 一 定 的 作法 ,给 直线 上 的 每 一 个 点 配 上 有 理 数 坐 标 ,再 定义 四 
点 x1,x2,X3,%4 的 交 比 为 
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和 1 一 23 /X23 
和 1 一 X%4 NX2— Xa4 
这 样 上 面 的 困难 就 迎刃而解 了 . 

庞 塞 菜 在 1822 年 的 书 中 就 已 指出 ,图 形 的 射影 性 质 和 度量 
性 质 之 间 有 所 区 别 , 射 影 性 质 更 为 基本 ,而 长 度 和 角度 在 射影 变 
换 之 下 都 有 变化 .为 此 , 史 陶 特力 图 把 这 些 度量 性 质 都 抛弃 掉 而 
建立 纯粹 的 射影 几何 .但 是 ,如 何 从 射影 概念 来 建立 欧 氏 几何 的 
度量 性 质 却 被 忽视 了 .完成 “度量 几何 是 射影 几何 的 一 部 分 "这 
个 纲领 的 是 克 莱 因 . 他 在 1871 年 不 仅 把 欧 几 里 得 几何 ,而 且 把 
各 种 非 欧 几 何 都 包括 在 射影 几何 当中 ,他 的 思想 建立 在 凯 雷 的 
结果 之 上 , 而 在 凯 雷 之 前 , 拉 盖 尔 (Edmond Nicolas Laguerre， 
1834 一 1886) 已 经 做 了 初步 的 工作 . 

法 国 数学 家 拉 盖 尔 以 他 的 分 析 成 就 而 著名 ,他 是 巴黎 综合 
工科 学 校 的 毕业 生 ,1854 一 1864 年 参军 ,没有 发 表 任何 著作 ,后 
来 回 到 母校 教书 .1883 一 1886 年 曾 任 法 兰 西学 院 教授 ,还 是 在 巴 
黎 综 合 工科 学 校 读 书 时 ,他 曾 考虑 射影 变换 之 下 角度 如 何 变 化 
的 问题 .1853 年 他 发 表 了 著名 的 直线 交角 公式 ,这 里 的 角度 是 
通过 射影 性 质 一 一 交 比 来 表达 的 . . 

拉 盖 尔 的 工作 在 当时 并 没有 引起 注意 ,直到 克 莱 因 发 表 他 
完整 的 论文 之 后 才 看 到 .实际 上 ,在 此 之 前 , 凯 雷 已 经 有 意识 地 
把 度量 几何 看 成 射影 几何 的 一 部 分 .他 说 过 “度量 几何 是 画 法 
几何 的 一 部 分 ,而 画 法 几何 就 是 全 部 儿 何 学 ,反之 亦 然 ”. 这 里 的 
画 法 几何 就 是 射影 几何 . 凯 曙 的 方法 完全 是 代数 的 ,为 了 定义 两 
点 = (x ,X25X3) 及 y=(y1,Y2,73) 间 的 距离 ,他 引进 二 次 型 


3 
F(x,%x)= Qi Qj = qj 
j= 


与 双 线性 型 
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F(x,y)= Dapp, 
这 样 ,他 把 x,y 之 间 的 距离 6 定义 为 


F(x,y) 
V F(x,x) Fy,y) 


类 似 地 ,可 以 定义 角度 . 当然 ,这 种 距离 和 角度 的 定义 与 二 次 型 
F(x,x) 的 选取 有 关 , 也 就 是 相对 于 F(x*,*) =0 这 个 二 次 曲线 
取 的 ,因此 , 凯 雷 把 F(x,x)=0 称 为 绝对 型 . 当 绝 对 型 退化 成 无 
穷 远 点 (1,i,0) 及 (1, -i,0) 时 ,距离 和 角度 就 化 为 通常 欧 几 里 得 
几何 的 公式 . 

克 菜 因 看 到 了 饥 雷 工作 的 灵活 性 ,也 看 到 了 其 中 的 坐标 概 
念 相当 含混 .他 吸收 了 史 陶 特 直接 的 射影 定义 ,但 去 掉 了 其 中 不 
必要 的 平行 公设 .这样 ,通过 射影 几何 不 仅 可 以 定义 欧 几 里 得 几 
何 的 度量 ,而且 也 能 定义 各 种 非 欧 几何 学 的 度量 .他 最 终 完 成 了 
沁 雷 的 工作 ,并 且 进 一 步 曾 明 , 射 影 几 何在 逻辑 上 是 独 并 于 欧 氏 
岂 何 的 ,而 且 欧 氏 几 何 同 非 欧 几 何 一 样 ,都 是 射影 几何 的 子 几 
何 ,是 射影 几何 学 的 一 部 分 . 

综合 射影 几何 发 展 到 1870 年 左右 基本 上 已 经 定型 ,其 后 的 
发 展 包 括 : 

把 射影 几何 学 中 风 坦 纳 的 构造 法 由 二 阶 曲 线 推广 到 高 阶 
曲线 及 高 阶 曲面 ,这 是 德国 数学 家 瑞 厄 (Theodor Reye, 1838 一 
1919) 等 人 发 展 的 ， 

@ 定 义 射 影 变 换 群 ,这 是 1872 年 由 克 菜 因 首 先 提出 的 . 

定义 与 欧 氏 空间 不 同 的 射影 平面 并 推广 到 高 维 射影 空 
间 , 这 也 是 由 克 莱 因 完成 的 ,这 样 就 把 射影 几何 学 变 成 与 欧 氏 几 
何 学 不 同 的 几何 学 ， 

@ 射 影 几 何 学 的 公理 化 ,由 于 与 欧 氏 几何 学 不 同 ,射影 几何 
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学 的 第 一 组 公理 首先 是 由 意大利 数学 家 法 诺 (Cino Fano, 1871 一 
1952) 给 出 的 (1892) ,1899 年 意大利 数学 家 皮 埃 利 给 出 另 一 组 ， 
其 后 又 在 希 尔 伯 特 公理 化 的 影响 之 下 ,得 到 其 他 的 公理 系统 . 

在 综合 射影 几何 学 发 展 的 同时 , 也 开始 用 代数 的 方法 来 研 
究 射 影 几 何 学 .要 用 代数 的 方法 ,当然 要 引进 坐标 .一般 的 笛 卡 
尔 坐 标 不 适用 , 因为 它 无 法 表示 无 穷 远 点 .无穷 远 线 等 理想 元 
素 .为 此 ,需要 设计 出 新 的 坐标 一 一 齐 次 坐标 ， 

第 一 类 齐 次 坐标 是 由 德国 数学 家 莫 比 乌 斯 在 1827 年 引进 
的 ,他 表示 平面 上 点 的 方案 是 所 谓 重心 坐标 .他 从 一 个 固定 的 
全 4BC 出 发 ,表示 一 点 已 的 坐标 是 在 这 三 角形 的 三 个 顶点 上 各 
加 一 定 的 质量 (可 正 可 负 ) ,使 其 重心 是 点 已 .这 时 4,8,C 处 的 
质量 就 取 作 (4,B,C). 当 然 4, B,C 不 惟一 确定 ,都 要 乘 上 一 个 
常数 0, (X44 ,4B,AC) 也 是 点 PP 的 重心 坐标 ,从 而 P 与 4:B: 
C 一 一 对 应 . 

另 一 位 德国 数学 家 普 吕 克 尔 在 1828 年 引进 了 第 二 类 齐 次 
坐标 . 他 也 从 一 个 固定 的 三 角形 出 发 , 取 一 点 P 的 坐标 为 点 P 
到 三 边 的 垂直 距离 (可 正 可 负 ). 他 还 举 出 一 个 特殊 情况 ,把 固定 
三 角形 的 一 条 边 看 成 无 穷 远 直 线 , 这 也 就 相当 于 把 通常 笛 卡 尔 
坐标 x,y 换 成 x = 站 ,y= 如 ,曲线 方程 对 于 xx, x3 为 齐 次 
的 ,这 是 现在 广泛 使 用 的 射影 坐标 . 在 齐 次 坐标 系 (xj，, x2, x3) 
中 ,无 穷 远 直 线 的 方程 是 xs = 0， 

平面 上 的 点 有 了 坐标 ,与 它 对 偶 的 线 也 应 该 有 坐标 . 普 吕 克 
尔 对 几何 的 一 大 贡献 在 于 他 通过 引进 线 坐 标 而 建立 新 的 几何 
一 一 线 几 何 . 变 点 坐标 为 (x,y,z) 的 直线 方程 是 齐 次 线性 方程 


ux +vy+ w=0, 
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所 以 可 以 把 (u,v,w) 或 其 常数 信 (Xhu ,Av,Ahw) (4 大 0) 当 做 这 条 
直线 的 齐 次 坐标 . 当 直 线 用 坐标 (u,v, w) 表 示 时 ,方程 ou + 因 
+ cw =0 就 表示 一 个 点 ,这 个 点 无 非 是 满足 这 个 方程 的 所 有 直 
线 的 公共 交点 .在 这 里 ,点 与 线 的 对 偶 性 是 非常 清楚 的 . 他 不 仅 
得 出 了 这 种 最 简单 的 对 偶 关系 ,而 且 通 过 线 坐 标 建立 了 更 一 般 
的 对 偶 原 理 .通过 解析 方法 ,对 射影 变换 群 也 给 出 了 明确 的 表 
示 , 对 曲线 .曲面 也 可 以 得 到 射影 分 类 ， 同时 也 得 出 “射影 几何 学 
基本 定理 ” ,使 射影 几何 学 体系 最 终 完成 . 

平面 射影 几何 学 建立 之 后 , 仍 有 一 些 新 发 展 : 

建立 空间 射影 几何 学 ,其 中 点 与 平面 成 对 偶 , 直线 自 对 
偶 . 

名 构成 实 射影 空间 及 复 射 影 空 间 ， 

二 建立 仿 射 几 何 学 ,形成 变换 几何 学 . 


3 非 欧 几何 学 


3.1 非 欧 几何 学 的 前 史 


欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 第 一 卷 中 提出 23 个 定义 ,5 个 公 
理 ,5 个 公设 .麻烦 出 在 第 五 公设 ,也 就 是 平行 公设 上 《几何 原 
本 》 的 平行 公设 是 这 么 叙述 的 ;平面 上 两 直线 被 一 直线 所 截 , 如 
果 截 线 一 侧 的 两 内 角 之 和 小 于 两 直角 , 则 此 二 直线 必 相 交 于 截 
线 的 这 一 侧 《 几 何 原本 》 中 的 第 23 个 定义 是 平行 线 , 它 们 必须 
在 同一 平面 上 ,并 且 两 边 无 限 延 长 后 均 不 相交 .这 个 公设 不 像 其 
他 公理 和 公设 在 直观 上 明显 ,而 且 直 到 命题 29 才 需 用 第 五 公设 
来 证 明 .因此 ,从 古 到 今 有 许多 学 者 企图 利用 其 他 公理 和 公设 来 
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证 明 这 个 平行 公设 ， 

长 期 以 来 ,这 种 “证 明 " 并 未 取得 成 功 , 却 大 大 简化 了 第 五 公 
设 ,使 它 变 成 了 直观 上 明显 的 等 价 命题 .其 中 最 常用 的 是 苏格兰 
物理 学 家 、 数 学 家 普 雷 范 尔 (John Playfair, 1748 一 1819) 的 命题 : 
过 不 在 给 定 直 线 上 的 一 点 ,可 作 一 条 且 仅 可 作 一 条 直线 与 该 给 
定 直线 平行 .他 在 1795 年 证 明 这 个 命题 与 平行 公设 等 价 之 后 ， 
成 为 平行 公设 的 通用 提 法 .实际 上 ,公元 5 世纪 普罗 克 留 斯 已 经 
提 到 过 , 沿 着 这 条 路 走 下 去 ,得 到 了 一 些 与 平行 公设 等 价 的 命 
题 : 

(1) 至 少 存在 一 个 三 角形 ,其 三 个 内 角 之 和 等 于 两 直角 ; 

(2) 存 在 一 对 相似 三 角形 但 不 全 等 ; 

(3) 过 任意 不 共 线 的 三 点 总 可 以 作 一 圆 ; 

(4) 在 小 于 60? 的 角 内 一 点 ,总 可 以 作 一 直线 与 该 角 的 两 边 
相交 ，; 

(5) 两 条 相交 直线 不 能 同时 平行 于 第 三 条 直线 . 

这 些 命 题 都 同 平行 公设 一 样 , 不 能 单独 从 其 他 几 条 公理 中 推出 ， 
如 果 推 出 来 ,必定 都 隐 含 运用 一 条 等 价 的 公理 .这 样 一 种 办 法 行 
不 通 ,于 是 许多 人 采取 第 二 种 办 法 :用 与 平行 公设 相 矛 盾 的 命题 
代替 平行 公设 , 即 :中 罗氏 公设 ,过 一 直线 外 一 点 可 作 两 条 直线 
与 该 直线 平行 ;@ 黎 氏 公 设 , 过 一 直线 外 一 点 不 能 作 直 线 与 该 直 
线 平行 .由 此 试图 推出 矛盾 但 没有 成 功 ,而 导致 非 欧 几何 学 的 产 
生 . 

萨 开 里 (Cirolamo Saccheri, 1667 一 1733) 受 过 耶稣 会 教育 ， 
1694 年 被 任命 圣 职 . 他 曾 在 帕 威 亚 耶 稣 会 学 校 教书 , 1699 年 以 
后 任 帕 威 亚 大 学 教授 .他 和 仔细 研究 过 纳 希 . 埃 丁 (Nasir Aldin， 
1201 一 1274) 及 沃 利 斯 的 工作 ,力图 通过 自己 的 方法 来 证 明 第 五 
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公设 .他 的 方法 在 1697 年 出 版 的 (证 明 逻 辑 》( D 
一 书 中 已 有 所 阐述 ,其 实 就 是 欧 几 里 得 已 经 
用 过 的 归 廖 法 .他 引进 著名 的 萨 开 里 四 边 形 
4BDC( 如 图 7), 其 中 二 4 和 LB 是 直角 ,AC 
= BD ,不 难 证 明 CC = 人 LD.LC 及 LD 有 
三 种 可 能 性 : 

(1) 直 角 假 设 :人 C= 人 D 且 都 是 直角 ; 

(2) 钝 角 假 设 : 人 C = 人 D 且 都 是 印 角 ; 

(3) 锐 角 假 设 :了 C= 一 D 且 都 是 锐角 
他 试图 用 其 他 9 条 公理 和 公设 以 及 由 它们 推出 的 前 26 条 定理 
来 推出 第 五 公设 .要 证 明 平 行 公设 ,就 是 要 证 明 直 角 假 设 , 也 就 
要 证 明 由 钝 角 假设 及 锐角 假设 导出 荒 雇 的 结果 . 

在 证 明 钝 角 假 设 荒 廖 时 ,他 默认 直线 长 度 无 穷 这 个 假设 ,从 
而 和 否定 了 该 假设 .但 在 证 明锐 角 假 设 荒 迹 时 ,他 遇 到 了 很 大 困 
难 . 他 得 出 在 无 穷 远 点 相交 的 直线 在 交点 处 应 有 公共 的 垂直 线 ， 
他 认为 这 是 与 直线 的 本 质 相 抵触 的 ,从 而 他 认为 他 证 明了 平行 
公设 ,并 于 1733 年 发 表 在 《免除 污点 的 欧 几 里 得 几何 ) 一 书 中 . 

这 部 书 虽 然 并 没有 从 锐角 假设 中 真正 找到 矛盾 ,但 它 的 确 
包含 后 来 非 欧 几何 学 中 的 丰富 内 容 .例如 ,他 证 明 , 锐 角 假 设 与 
三 角形 内 角 和 小 于 两 直角 可 以 互 推 ( 即 等 价 ) , 钝 角 假 设 与 三 角 
形 内 角 和 大 于 两 直角 等 价 . 他 还 证 明 ,由 锐角 假设 可 以 推出 过 一 
直线 外 一 点 ,可 以 作 无 穷 多 条 直线 不 与 该 直线 相交 , 而 由 钝 角 假 
设 可 以 推出 过 一 直线 外 一 点 没有 直线 不 与 该 直线 相交 . 这 些 结 
果 虽 被 用 来 说 明 欧 几 里 得 平行 公设 的 可 靠 性 ,实际 上 却 预示 了 
非 欧 几 何 学 的 结果 ,而且 由 钝 角 假 设 可 以 直接 得 出 黎 曼 式 非 欧 
几何 学 的 结论 ,这 大 大 超出 了 罗氏 几何 学 的 内 容 . 
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归根 结 底 , 萨 开 里 并 没有 真正 找到 矛盾 ,也 没有 证 明 第 五 公 
设 .德国 海尔 姆 斯 台 德 大 学 教授 克 吕 格 尔 (Georg Simon Kugel， 
1739 一 1812) 看 过 萨 开 里 的 著作 之 后 ,于 1763 年 指出 :平行 公设 
的 正确 性 是 基于 经 验 , 他 对 平行 公设 没 能 够 证 明 表 示 怀 疑 . 兰 伯 
特 在 看 到 这 篇 论文 之 后 ,于 1766 年 写 了 《平行 线 论 》 一 书 , 于 
1786 年 出 版 .这 本 书 的 第 三 部 分 考虑 三 个 角 为 直角 的 四 边 形 ， 
对 第 四 个 角 也 分 别提 出 直角 、 钝 角 、 锐 角 的 假设 .他 也 放弃 了 钝 
角 假 设 , 但 不 认为 锐角 假设 将 得 出 矛盾 .他 注意 到 , 钝 角 假 设 可 
以 给 出 球面 上 图 形 的 定理 ,而 锐角 假设 可 以 应 用 于 半径 为 虚数 
的 球面 上 的 图 形 , 这 实际 上 是 后 来 非 欧 几何 学 模型 的 先 声 .为 
此 ,他 于 1768 年 把 三 角 函 数 推广 到 虚 角 ,实际 上 得 出 了 双 曲 函 
数 的 概念 ， 

德国 法 学 教授 史 外 卡特 (Ferdinand Karl Schweikart, 1780 一 
1859) 的 研究 更 进一步 ,他 在 萨 开 里 及 兰 伯 特 工作 的 基础 上 , 明 
确 区 分 两 种 几何 学 : 欧 几 里 得 几何 学 与 三 角形 三 内 角 和 不 是 两 
直角 的 星 界 几何 学 .他 引进 一 个 常数 , 即 当 等 边 直角 三 角形 两 边 
增长 时 , 斜 边 上 的 高 线 的 增长 不 会 超过 一 定 长 度 ,这 个 长 度 被 称 
为 史 外 卡特 常数 .他 的 手稿 于 1816 年 写 出 后 ,于 1818 年 送 给 高 
斯 看 ,1819 年 3 月 高 斯 在 一 封 信 中 表示 赞同 ,但 又 说 他 已 经 大 
大 推广 了 其 中 所 有 的 结果 . 史 外 卡特 没有 发 表 自 己 的 结果 ,但 他 
在 1820 年 劝 他 的 外 曙 塔 乌 林 努 斯 (Franz Adolph Taurinus, 1794 一 
1874) 进 一 步 研究 星 界 几 何 学 . 塔 乌 林 努 斯 到 1824 年 才 认 真 地 
加 以 研究 ,1825 年 发 表 《 平 行 线 论 》, 并 进一步 修订 成 1826 年 的 
《几何 原理 初步 》, 在 这 本 书 的 附录 中 ,他 根据 锐角 假设 建立 了 新 
型 的 解析 几何 学 ,得 出 许多 半径 为 虚数 的 球面 几何 学 (他 称 之 为 
对 数 球面 几何 学 ) 基 本 公式 . 同 兰 伯 特 一 样 ,他 认识 到 锐角 假设 
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与 钝 角 假设 分 别 对 应 于 对 数 球面 几何 学 与 球面 几何 学 .总 之 ,在 
非 欧 几何 学 建立 之 前 ,有 些 人 已 逐步 有 了 一 些 新 概念 

QD 承认 平行 公理 的 独立 性 ; 

可 能 建立 另外 人 逻辑 上 相 容 的 几何 ; 

@ 这 种 几何 甚至 可 能 应 用 于 星空 . 

不 过 ,他 们 都 没有 破除 现实 空间 只 可 能 是 欧 氏 空间 的 先 验 
观点 ,而 这 一 步 首先 是 高 斯 迈 出 的 . 


3.2 非 欧 几 何 学 的 创立 


现在 公认 非 欧 几何 学 的 奠基 人 是 高 斯 \ 罗 巴 切 夫 斯 基 和 雅 
诺 什 : 波 耶 , 他 们 是 彼此 独立 地 得 到 所 谓 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ( 克 
莱 因 称 之 为 双 曲 几何 ) 的 . 

高 斯 早 在 1792 年 就 开始 深入 研究 这 个 问题 ,但 他 并 没有 公 
开发 表 过 任何 著作 .1799 年 他 声称 他 已 掌握 一 种 违背 平行 公理 
的 新 几何 学 .1813 年 他 进一步 发 展 了 他 的 新 几何 学 ,他 称 之 为 
反 欧 几何 ,后 称 之 为 星空 几何 或 非 欧 几何 .他 在 后 来 的 书信 中 一 
再 明确 指出 ,平行 公理 不 能 由 其 他 公理 证 明 ,而 且 认 为 这 种 新 的 
几何 学 确 有 实际 应 用 .他 曾 实 际 测 量 由 三 个 山峰 构成 的 三 角形 
的 内 角 和 是 否 180*, 由 于 实际 误差 而 没有 得 到 确切 的 结论 ,他 认 
识 到 只 有 更 大 的 三 角形 才 会 显示 出 明显 的 差别 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 1826 年 宣读 了 非 欧 几何 学 的 第 一 篇 论文 ， 
而 且 在 1837 年 和 1840 年 分 别 用 法 文 和 德 文 发 表 在 西欧 的 主要 
杂志 上 ,但 直到 他 去 世 也 没有 得 到 理解 和 重视 ， 

罗 巴 切 夫 斯 基 ,1792 年 12 月 1 日 生 于 俄国 的 诺 夫 戈 罗 德 . 
因 家 境 贫寒 ,最 后 靠 公费 才 在 喀 山 中 学 完成 了 学 业 .他 在 中 学 时 
已 经 对 数学 产生 浓厚 的 兴趣 ,1808 年 进入 喀 山 大 学 后 继续 攻读 
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数学 ,成 绩 出 色 .在 喀 山 大 学 里 ,他 的 老师 巴特 尔 斯 是 高 斯 的 朋 
友 , 很 可 能 将 高 斯 对 非 欧 几 里 得 几何 的 思想 告诉 过 他 . 1811 年 
毕业 时 他 被 授予 硕士 学 位 ,其 后 留 在 喀 山 大 学 任教 .1814 年 ,他 
已 经 独立 授课 .1822 年 ,他 升 为 正教 授 ,1827 年 被 任命 为 喀 山 大 
学 校长 ,1846 年 去 职 ,其 后 任 喀 山 教 育 管区 的 助理 督办 ,1856 年 
2 月 24 日 去 世 . 

早 在 1815 年 , 罗 巴 切 夫 斯 基 就 已 开始 研究 平行 公设 问题 . 
从 1815 一 1817 年 他 在 喀 山 大 学 的 授课 笔记 中 可 以 看 出 ,他 多 方 
设法 企图 证 明 第 五 公设 ,得 到 过 一 些 与 勒 让 德 接 近 的 结果 .直到 
1823 年 的 一 份 手稿 中 , 罗 巴 切 夫 斯 基 还 认为 这 样 一 个 证 明 或 许 
是 可 行 的 . 

1823 一 1825 年 间 , 罗 巴 切 夫 斯 基 把 自己 的 注意 力 转 向 所 谓 
“ 虚 几 何 学 ”. 他 用 法 文 写 了 《平行 线 理论 和 几何 学 原理 概述 及 证 
明 》, 在 1826 年 2 月 提交 喀 山 大 学 数学 物理 系 并 于 同年 2 月 12 

宣读 .这 篇 论文 第 一 次 宣布 一 种 与 欧 氏 几何 完全 不 同 的 新 几 

何 学 ,其 中 过 直线 外 一 点 可 以 画 两 条 直线 与 该 直线 平行 ,而 且 三 
角形 的 三 内 角 和 小 于 二 直角 .这 样 一 来 , 非 欧 几 何 学 正式 诞生 
了 .遗憾 的 是 ,这 篇 论文 没有 出 版 ,手稿 也 下 落 不 明 . 他 正式 发 表 
的 第 一 篇 非 欧 几何 学 论文 是 《 论 几 何 学 原理 》, 1829 一 1830 年 发 
表 在 《 喀 山 公报 》 上 , 其 中 包括 1826 年 论文 的 主要 内 容 , 而 且 加 
上 新 理论 的 应 用 .其 后 在 《 喀 山 大 学 科学 报告 》 上 发 表 有 关 虚 几 
何 学 的 几 篇 论文 (1835) ,其 中 用 解析 方法 建立 非 欧 几何 学 .他 在 
已 知 球面 三 角 的 公式 中 把 长 度 用 纯 虚 数 代 人 而 得 出 非 欧 几 何 的 
公式 ,这 样 就 论证 了 他 的 几何 学 的 无 矛盾 性 . 

1837 年 , 罗 巴 切 夫 斯 基 在 克莱尔 杂志 上 发 表 《 虚 几何 学 》， 
并 于 1840 年 用 德 文 写 了 《平行 线 理论 的 几何 研究 ) ,希望 能 够 引 
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起 欧洲 数学 家 的 注意 ,但 是 成 效 其 微 .与 他 同时 代 的 凯 雷 、 奥 斯 
特 洛 格拉 德 斯 基 以 及 布 涅 亚 科 夫 斯 基 (Victor Yakovlevich Bun- 
yakovsky , 1804 一 1889) 都 不 能 很 好 地 理解 它 .高 斯 当然 懂得 罗 巴 
切 夫 斯 基 的 工作 ,并 且说 了 好 话 ,支持 他 当选 为 格 廷 根 科 学 会 会 
员 (1842 ) ,不 过 高 斯 从 来 不 公开 宣扬 任何 关于 非 欧 几何 学 的 工 
作 .1855 年 , 罗 巴 切 夫 斯 基 的 眼睛 几乎 及 了 ,他 用 俄 文 及 法 文 口 
授 一 部 《 泛 几 何 学 》, 这 本 书 总 结 了 自己 过 去 的 非 欧 几何 学 成 就 
及 其 在 分 析 上 的 应 用 ,不 久之 后 他 就 去 世 了 .直到 19 世纪 60 年 
代 后 期 , 罗 巴 切 夫 斯 基 著作 的 译本 才 被 一 些 大 数学 家 所 研究 , 罗 
巴 切 夫 斯 基 几 何 学 的 意义 才 被 世人 公认 . 罗 巴 切 夫 斯 基 被 称 为 
几何 学 的 哥 白 尼 , 他 大 胆 突 夏 当 时 占 统治 地 位 的 空间 哲学 , 即 由 
柏拉图 首先 提出 又 由 康德 发 展 的 空间 是 先天 观念 的 思想 .他 提 
出 测量 大 边 三 角形 的 三 内 角 和 ,并 根据 当时 的 数据 计算 天 狼 星 
与 地 球 两 对 顶点 所 构成 的 三 角形 与 的 差 为 0.000 372 秒 (由 于 
计算 错误 ,实际 值 是 它 的 1% ) .而 且 他 认为 这 个 差 随 空间 而 不 
同 ,可 能 由 于 “ 力 ” 而 产生 ,这 个 思想 是 相当 先进 的 ， 

非 欧 几何 学 的 另 一 位 创立 者 是 匈牙利 数学 家 雅 诺 什 ' 波 耶 . 
他 的 父亲 法 卡 什 波 耶 (Bolyai Farkas, 1775 一 1856) 于 1796 一 1799 
年 在 格 廷 根 大 学 学 习 , 从 此 认识 高 斯 ,两 人 结 下 终身 友谊 .1804 
年 起 法 卡 什 . 波 耶 在 马 洛斯 法 沙 黑 利 城 一 所 学 院 担任 数学 、 物 
理化 学 教授 .长 期 以 来 ,他 在 相当 孤立 的 情况 下 集中 研究 平行 
公设 的 证 明 疝 题 ,他 曾经 写 过 一 本 书 详尽 谈 到 这 个 问题 的 解法 ， 
但 高 斯 指出 其 中 有 错 . 雅 诺 什 : 波 耶 16 岁 时 去 维也纳 帝国 工程 
学 院 学 习 ,1822 年 毕业 后 成 为 一 名 军官 ,1833 年 退役 回 家 . 

雅 诺 什 . 波 慎 很 早 就 继承 了 父亲 对 于 平行 公设 研究 的 热情 . 
早 在 学 院 学 习 时 ,他 已 试图 开始 证 明 平 行 公设 .他 的 父亲 根据 自 
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己 多 年 失败 的 经 验 力图 劝阻 他 别 于 ,在 1820 年 写 给 他 的 一 封 信 
中 说 :你 必须 像 痛恨 淫荡 的 交际 一 样 痛恨 它 , 它 能 剥夺 掉 你 所 
有 的 闲暇 ,你 的 健康 ,你 的 休息 以 及 你 一 生 中 所 有 的 快乐 .这 个 
无 底 的 黑暗 也 许 能 够 吞没 1000 个 灯塔 一 样 的 牛顿 .……" 但 他 不 
顾 父亲 的 劝告 , 仍 继续 努力 干 . 雅 诺 什 . 波 耶 在 发 现 自己 的 证 明 
错误 之 后 ,开始 从 另外 一 个 角度 研究 这 个 问题 ,他 把 平行 公设 换 
成 另外 一 条 公理 :过 直线 外 一 点 可 以 作 无 穷 条 直线 不 与 该 直线 
相交 ,并 研究 建立 在 这 条 公理 上 的 几何 学 的 结论 .他 进一步 发 现 
这 种 新 几何 学 也 不 自 相 矛盾 .1823 年 他 写 信 给 父亲 说 他 已 作出 
一 个 新 的 平行 理论 , “我 已 得 到 如 此 奇异 的 发 现 , 连 我 自己 也 觉 
得 惊叹 不 已 ”.1825 年 他 把 手稿 寄 给 父亲 及 他 的 老师 审阅 ,1829 
年 又 送 去 更 详细 的 手稿 .父亲 不 太 满意 ,因为 他 不 明白 雅 诺 什 、 
波 耶 的 公式 中 为 什么 出 现 一 个 不 确定 的 常数 ,但 他 还 是 希望 儿 
子 的 结果 迅速 问世 .1831 年 6 月 及 1832 年 1 月 ,作为 法 卡 什 ; 波 
耶 的 两 卷 著 作 《 为 好 学 青年 写 的 数学 原理 试 论 》( Tentamen Juven- 
tuten Studiosam in Elementa Mathescos ) 的 一 个 附录 《绝对 空间 的 科 
学 》( Appendix , scientiam spatii absolute veram exhibens ) 送 到 高 斯 手 
中 .1832 年 3 月 6 日 ,高 斯 回信 给 法 卡 什 波 耶 说 :“ 我 不 应 该 称 
赞 它 …… 称 赞 它 也 就 是 称赞 我 自己 .实际 上 这 个 工作 的 全 部 内 
容 , 你 儿子 所 用 的 方法 以 及 由 此 导出 的 结果 几乎 完全 同 我 的 想 
法 一 致 ,而 这 些 想 法 的 一 部 分 我 已 经 考虑 了 30 年 或 35 年 了 ,” 
虽然 高 斯 在 这 封 信 的 最 后 表示 欣赏 雅 诺 什 . 波 耶 的 成 就 ,还 是 带 
给 雅 诺 什 ' 波 耶 巨 大 的 打击 .从 此 ,他 陷 人 精神 抑郁 状态 ,再 也 不 
发 表 任 何 著作 . 他 认为 高 斯 是 个 “贪心 的 巨人 ”, 想 夺 去 他 的 优先 
权 . 而 在 看 到 罗 巴 切 夫 斯 基 的 著作 时 ,又 怀疑 罗 巴 切 夫 斯 基 是 镜 
窃 他 的 .这 个 仅 有 26 页 的 附录 一 直 没 有 引起 注意 .他 在 不 满 柄 
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酒 ,决斗 . 流 倒 中 于 1860 年 1 月 27 日 离开 人 世 . 

雅 诺 什 . 波 耶 的 著作 题目 为 《6 关于 绝对 真确 的 空间 科学 附 
录 , 而 不 依赖 欧 几 里 得 公理 杂 的 真 伪 》( 这 不 能 先 验 地 判定 ), 通 
常 简称 为 《附录 》. 这 里 公理 W 即 平行 公理 ,他 把 公理 对 成 立 的 儿 
何 体系 记 作 ,而 把 相反 公理 成 立 的 体系 记 作 $ ,他 尽量 推导 出 
在 这 两 个 体系 中 均 成 立 的 几何 学 命题 ,这 种 几何 现在 被 称 为 绝 
对 几何 学 ,例如 ,他 推出 正弦 定律 


sin4 sinB _ sinC 
= 0 


0 0, 
其 中 0, 表示 半径 为 > 的 圆 的 周 长 , 这 个 定律 在 欧 氏 几何 及 罗氏 
几何 中 均 成 立 ,因此 是 绝对 几何 学 中 的 定理 . 雅 诺 什 . 波 耶 还 明 
确 提出 与 欧 氏 几何 体系 忆 相 对 立 的 体系 $, 特 别 是 雅 诺 什 : 波 
耶 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 高 斯 分 别 独立 发 现 极 限 球面 ,这 是 球 心 在 无 
穷 远 点 的 球面 ,他 们 还 发 现 极限 球面 一 个 惊人 的 事实 , 即 极限 球 
面 的 几何 是 欧 氏 几 何 , 而 不 是 非 欧 的 双 曲 几何 或 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 .这 个 发 现实 际 上 预示 着 欧 氏 几何 可 以 看 成 双 曲 几何 的 特 
殊 情形 或 极限 情形 . 
由 数学 史 的 研究 可 知 ,这 个 事实 早 在 1816 年 为 高 斯 的 学 生 
法 赫 特 (Friedrich Ludwig Wachter, 1792 一 1818) 所 发 现 ,他 在 给 高 
斯 的 信 中 谈 到 ,一 球面 当 半 径 趋 于 无 穷 时 ,这 个 球面 是 欧 氏 平 
面 ,甚至 当 平 行 公 理 不 成 立时 也 对 .现在 看 来 ,他 的 说 法 是 正确 
的 .不 过 他 似乎 并 没有 建立 非 欧 几何 的 意思 , 因为 正如 他 在 
1817 年 出 版 的 一 本 小 册子 的 题目 4《 欧 几 里 得 第 11 公理 的 证 明 》 
所 示 ,他 的 前 提 是 “四 个 任意 点 决定 四 点 面 ,而 两 个 四 点 面 交 于 
一 条 三 点 线 ” ,他 试图 证 明 前 者 是 球面 ,后 者 是 圆 ,而 这 显然 是 不 
可 能 的 . 
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从 历史 上 看 ,真正 明确 表述 非 欧 几何 实质 内 容 的 是 罗 巴 切 
夫 斯 基 . 他 在 否定 平行 公设 的 假设 前 提 下 引进 一 些 新 内 容 : 

(1) 平 行 角 x(a). 如 图 8, 设 4B 
为 一 直线 ,C 为 直线 外 一 点 ,点 C 到 
直线 48 的 垂直 距离 为 ,过 点 C 的 
直线 可 分 为 两 类 ,一 类 与 4B 相交 ， 
一 类 不 与 48 相交 , 则 不 与 48 相交 
的 直线 与 CD 所 成 角度 的 最 小 者 定 
义 为 a 的 平行 角 , 记 作 r(a). 罗 巴 切 夫 斯 基 和 高 斯 独立 得 出 


亚 


ian =e 


其 中 , 被 称 为 空间 常数 ， ， 


(2) 三 角 公 式 . 罗 巴 切 夫 斯 基 认识 到 ,他 。 二 
的 几何 的 三 角 公式 就 是 球面 三 角 公式 ,其 中 ， 。 
边 长 及 角度 均 用 虚数 即 可 得 到 (如 图 9): 


sinAtanx (a) = sinBtanx (6b); 


sinx(b)sinr(e) _ 1 


cosAcosx(b)cosx(c)+ sinA (a) 


cosx(b). 
cosx(a)’ 


cotAsinCsinr (8) + cosC = 


smBsinC. 


cosA + cos BeosC = 一 ; 
sinx(a) 


cotx (a)= cotr(c)sink; 
sin4 = cos Bsinx ( b); 
sinr(c)= sinx (a)sinx(b). 
(3) 面 积 公式 . 全 ABC 的 面积 与 + - (4 + B+ C) 成 正比 ,这 
个 数值 被 称 为 角 亏 . 
(4) 境 界线 (极限 圆 ) 的 导入 . 罗 巴 切 夫 斯 基 在 《平行 线 论 》 中 
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导 人 境界 线 和 境界 球面 的 概念 .境界 线 是 平面 上 的 曲线 ,其 所 有 
弦 的 垂直 等 分 线 ( 称 为 轴 ) 都 互相 平行 . 而 境界 球面 是 境界 线 绕 
其 中 任意 一 轴 旋 转 所 得 到 的 球面 .境界 球面 的 几何 学 是 欧 氏 几 
何 学 ,从 而 可 以 看 出 欧 氏 几何 学 是 罗氏 几何 学 的 极限 情形 . 

(5) 平 面 上 的 两 条 直线 间 存 在 三 种 关系 ,除了 两 条 直线 相交 
及 平行 之 外 (这 时 它们 都 不 能 有 公 垂 线 ) ,还 可 能 有 第 三 种 关系 ， 
被 称 为 超 平行 ,它们 没有 交点 ,但 有 惟一 一 条 公 垂 线 ( 如 图 8). 
在 Po 之 间 任 意 过 点 C 的 直线 都 与 4B 超 平行 . 


3.3” 非 欧 几 何 学 的 传播 及 发 展 


非 欧 几何 学 的 三 位 创造 者 去 世 之 时 (1855, 1856, 1860) , 他 
们 的 工作 仍然 默默 无 闻 ,虽然 他 们 的 思想 激发 了 对 古典 几何 学 
的 完全 革命 .实际 上 ,这 个 革命 的 起 点 是 黎 曼 1854 年 的 就 职 演 
说 ,这 篇 演说 在 许多 方面 是 历史 上 的 里 程 碑 , 特 别 是 他 引进 了 " 
维 几何 、n 维 流 形 以 及 第 二 类 非 欧 几何 学 一 一 球面 非 欧 几何 学 ， 
但 是 他 的 论文 直到 他 去 世 后 才 发 表 (1868) ,也 是 在 这 时 , 非 欧 几 
何 学 突然 得 到 各 方面 的 注意 ,并 进而 得 到 越 来 越 广 泛 的 承认 . 
1866 年 , 乌 埃 尔 (Jules Hotiel, 1823 一 1886) 把 罗 巴 切 夫 斯 基 等 人 
的 工作 传播 到 法 国 , 巴 塔 里 尼 把 它们 传播 到 意大利 , 克 里 福 德 把 
它们 传播 到 英国 ,而 高 斯 的 遗 著 在 德国 的 发 表 更 加 促进 人 们 认 
识 到 非 欧 几何 学 的 重要 性 , 非 欧 几何 学 很 快 在 欧洲 成 为 热门 话 
题 ,其 中 做 出 最 大 贡献 的 是 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 以 及 凯 雷 、 
克 菜 因 . 克 里 福 德 和 稍 后 的 庞 加 莱 的 工作 .他 们 的 工作 在 于 把 非 
欧 几 何 学 实现 为 (或 翻译 成 ) 当 时 大 家 所 熟悉 的 几何 学 一 一 射影 
几何 学 和 微分 几何 学 . 

非 欧 几 何 学 的 发 展 虽 然 是 19 世纪 上 半 叶 数学 中 的 一 大 成 
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就 ,但 是 一 直 没 有 受到 数学 家 们 的 重视 ,这 是 因为 : 

(1) 在 19 世纪 20 一 50 年 代 , 几何 学 的 中 心 是 射影 几何 学 ， 
到 19 世纪 60 年 代 , 随 着 几 位 大 家 的 相继 去 世 , 射影 几何 学 ,万 
其 是 综合 射影 几何 学 的 发 展 才 趋 于 停滞 . 

(2) 非 欧 几 和 何 学 仍然 不 能 战胜 根深 蒂 固 的 几何 学 传统 观念 ， 
他 们 采取 一 种 “ 虚 儿 何 学 "的 推广 形式 ,但 看 不 到 这 种 推广 形式 
的 意义 及 后 果 ， 

(3) 非 欧 几何 学 的 独立 性 及 无 矛盾 性 并 没有 彻底 解决 . 雅 诺 
什 : 波 耶 在 晚年 仍然 致力 于 证 明 平 行 公设 ,因此 需要 对 非 欧 几何 
学 提供 欧 氏 模型 或 射影 模型 ,从 而 增加 大 家 对 非 欧 几何 学 的 信 
心 , 使 之 成 为 与 欧 氏 几何 学 平起平坐 的 几何 学 ,微分 几何 学 的 发 
展 促 进 了 模型 的 出 现 . 

1872 年 之 前 ,贝尔 特 拉 米 研究 了 曲线 及 曲面 的 微分 几何 
学 .在 比较 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 及 德国 数学 家 闵 定 (Ferdinand 
Gottlieb Minding, 1806 一 1885) 关 于 伪 球 面 的 微分 几何 学 之 后 ,发 
现 了 其 中 的 联系 .1868 年 他 第 一 次 给 出 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 欧 
氏 模 型 ,从 而 使 这 个 “ 虚 几 何 学 "具有 现实 的 意义 ， 

伪 球 面 是 忠 物 线 绕 其 渐 近 线 旋 转 而 
得 到 的 曲面 .上 中 物 线 上 每 点 的 切割 到 Oy 
的 切线 段 都 相等 (如 图 10) . 电 物 线 (trac- 
trix) 方 程 为 


f/f 2 2 
“= +ah ee Fy Qa? ~ 2, 图 
10 
满足 PQ = P'O'. 


伪 球 面 是 一 个 曲率 处 处 为 负 的 常 曲率 曲面 ,而 这 正好 符合 
罗 巴 切 夫 斯 基 关 于 半径 为 虚数 的 球面 的 要 求 . 这 个 伪 球 面 就 是 
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实现 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 的 模型 ,但 是 其 中 的 术语 需要 翻译 成 


曲面 上 的 语言 : 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 。 对 应 伪 球 面 
直线 > 最 短线 
两 点 距离 oo 连接 两 点 最 短线 的 长 度 
三 角形 4 测 地 三 角形 
内 角 和 小 于 x > 有 了 4+ 人 B+ 了 C-x= 曲率 


x 全 ABC 的 面积 <C 
由 于 贝尔 特 拉 米 的 模型 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 的 相 容 性 归 
结 为 欧 氏 几何 的 相 容 性 .由 于 一 般 承 认 欧 氏 几 何 学 是 真 的 ,所 以 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 也 有 了 可 靠 的 基础 ,不 再 是 虚无 绿 织 的 了 . 
贝尔 特 拉 米 之 后 , 克 莱 因 和 和 庞 加 莱 又 分 别 给 出 非 欧 几何 学 
的 平面 模型 ,它们 的 对 应 关系 如 下 : 
罗氏 几何 学 ” 克 莱 因 模型 ” 庞 加 莱 模 型 


平面 圆 内 区 域 圆 内 区 域 
点 圆 内 点 圆 内 点 
直线 圆 内 弦 国内 与 圆周 正 交 的 弧 ( 包 揪 直 径 ) 


两 直线 平行 “” 两 纺 无 交点 ”两 弧 无 交点 

当然 在 解释 角度 及 重合 等 概念 时 ,两 个 模型 各 有 各 的 麻烦 
之 处 .可 是 ,根据 上 面 的 解释 ,过 “直线 "外 一 点 ,可 有 无 穷 多 直线 
与 该 直线 平行 ,这 点 在 直观 上 是 一 目 了 然 的 .这 样 从 19 世纪 70 
年 代 起 , 非 欧 几何 学 为 大 多 数 数学 家 所 接受 ,并 随 着 克 莱 因 的 埃 
尔 兰 根 计 划 而 被 纳入 几何 学 大 家 庭 之 中 ,成 为 几何 学 合法 的 一 
员 . 

黎 曼 以 后 , 克 莱 因 是 发 展 非 欧 几 何 学 最 主要 的 数学 家 ,而且 
通过 几何 学 的 统一 分 类 方案 ,最 终 使 非 欧 几何 学 在 整个 几何 学 
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中 占有 明确 的 位 置 . 克 莱 因 在 1871 年 发 表 著名 的 论文 《 论 所 请 
非 欧 几何 学 》, 开始 他 的 一 系列 研究 , 并 将 研究 成 果 发 表 在 
1871 一 1876 年 的 一 系列 论文 之 中 . 克 莱 因 在 这 方面 的 贡献 概括 
起 来 主要 有 : 

(1) 建 立 双 曲 几何 学 的 克 莱 因 模型 ,使 模型 不 再 依赖 欧 氏 空 
间 中 的 曲面 . 

(2) 明 确 建 立 黎 曼 式 非 欧 几何 学 ,他 称 之 为 椭圆 几何 学 ,他 
首先 指出 它 有 两 类 :除了 二 重 椭圆 几何 学 即 球 面 几何 学 之 外 ,还 
引入 单 重 椭圆 几何 学 ,并 建立 其 射影 平面 的 模型 . 

(3) 把 包括 各 种 非 欧 几何 在 内 的 所 有 度量 几何 都 建立 在 同 
一 个 基础 上 ,具有 同一 距离 及 角度 公式 ,它们 由 绝对 型 的 不 同 选 
取 而 区 别 , 从 而 完成 非 欧 几何 学 的 统一 . 


4 微分 几何 学 


微分 几何 学 是 用 数学 分 析 方 法 来 研究 几何 学 .因此 ,微分 几 
何 学 的 对 象 同 其 他 几何 学 并 没有 差异 .长 期 以 来 ,研究 平面 图 形 
主要 是 研究 平面 曲线 以 及 三 维 欧 氏 空间 中 的 曲面 及 曲线 . 19 世 
纪 末 ,几何 对 象 的 高 维 化 与 内 在 化 ,导致 黎 曼 空间 和 黎 曼 流 形 的 
出 现 , 黎 曼 几何 从 而 诞生 .古典 微分 几何 与 黎 曼 几 何在 微分 几何 
学 的 统一 名 称 下 现在 成 为 几何 学 的 主体 .这 里 的 历史 主要 还 是 
古典 的 曲线 与 曲面 的 微分 几何 学 , 它 是 随 着 微 积 分 ( 即 无 穷 小 演 
算 ) 一 起 产生 的 ,因此 长 期 以 来 ,被 称 为 无 穷 小 几何 . 它 的 更 正确 
的 名 称 应 该 是 解析 几何 或 分 析 几 何 ,不 过 这 个 名 称 已 被 用 于 笛 
卡尔 坐标 几何 上 ,特别 是 20 世纪 50 年 代 以 来 被 再 次 用 于 复 解 
析 簇 的 几何 上 ,因此 ,微分 几何 的 名 称 保留 了 下 来 . 这 个 名 称 实 
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际 上 最 早 见 于 比 安 奇 的 《微分 几何 教程 》( Lezioni di geometria dif- 
ferenziale )(1894) ,不 过 其 后 仍 有 人 使 用 诸如 无 穷 小 演算 或 分 析 
在 几何 上 的 应 用 之 类 的 老 名 称 . 到 20 世纪 40 年 代 , 微 分 几何 学 
主要 研究 微分 流 形 的 几何 学 . 


4.1 平面 曲线 


真正 属于 微分 几何 学 的 概念 是 曲率 ,曲率 是 对 曲线 或 曲面 
弯曲 程度 的 度量 .牛顿 在 1665 年 对 曲线 上 每 一 点 定义 曲线 的 密 
切 圆 ,这 圆 的 圆心 被 称 为 曲率 中 心 , 这 圆 的 半径 ( 即 曲率 半径 )p 
的 倒数 被 称 为 曲率 上 . 牛顿 在 1671 年 发 现 ,在 笛 卡 尔 坐 标 之 下 ， 
曲率 半径 可 由 下 面 的 公式 表 出 : 


曲线 C 的 曲率 中 心 的 轨迹 C 被 称 为 C 的 渐 开 线 . C 和 C' 之 间 
有 着 密切 的 关系 .1673 年 惠 更 斯 利用 旋 轮 线 的 渐 开 线 也 是 旋 轮 
线 这 个 事实 设计 旋 轮 摆 . 约翰 ' 伯 努 利于 1691 年 发 现 虚 物 线 是 
悬 链 线 的 渐 开 线 , 1692 年 雅 各 布 ' 伯 努 利 发 现 对 数 螺 线 的 渐 开 
线 仍 是 对 数 螺 线 . 高 斯 的 老师 、 德 国 数学 家 凯 斯 特 纳 在 1761 年 
发 现 曲 率 的 一 个 直观 的 定义 , 它 非常 有 用 且 与 牛顿 的 定义 等 价 ， 
它 表示 切线 (角度 9) 沿 曲线 ( 弧 长 *) 转 动 的 速率 , 即 


_d0 
A= 4 


4.2 空间 曲线 
17 世纪 人 们 的 兴趣 主要 是 平面 曲线 ,空间 曲线 只 有 个 别 的 
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例子 .1731 年 克 莱 洛 在 他 的 《 双 曲 率 曲 线 的 研究 ) 中 才 开 始 系统 
地 进行 研究 ,他 采用 将 曲线 投射 到 三 个 坐标 平面 的 解析 几何 方 
法 ,研究 切线 (没有 给 出 明显 方程 ) 和 求 长 法 . 蒙 日 在 1771 年 呈 
送 给 法 国 科学 院 的 论文 (1785 年 发 表 ) 中 给 出 空间 曲线 的 法 平 
面 方程 以 及 曲率 半径 ,他 还 定义 了 可 展 曲 面 .他 虽 有 搁 率 的 直觉 
观念 ,但 没有 精确 地 表现 出 来 ,直到 1805 年 才 由 他 的 学 生 朗 克 
利 (Michel Ange Lancrét,1774 一 1807) 得 出 , 挠 率 的 名 称 是 1819 年 
由 瓦 菜 (L.1.Vvallke) 给 出 的 ,1826 年 柯 西 在 他 的 著作 《无 穷 小 分 
析 在 几何 学 中 的 应 用 》 中 使 用 弧 长 (* ) 为 参数 ,得 出 更 精确 的 曲 
率 表示 


和 挠 率 表 示 


其 中 0 是 曲线 的 密切 平面 与 固定 平面 的 角度 .他 在 密切 平面 内 


定义 主 法 线 ,其 方向 余弦 cos ,eos veosy 分 别 与 和 ,时 ， 呈 成 
正比 .他 实际 上 已 得 出 弗 瑞 内 一 塞 雷公 式 ,下 面 的 公式 是 弗 瑞 内 
(Jean-Frédéric Frenet,1816 一 1900) 在 1847 年 和 塞 雷 在 1850 年 得 


出 的 : 


ds pp 
d(cosB) _ cosp 
ds pop 
d(cos7) _ cosv 
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d(cosL) _ cosA 


ds rt! 
d(cosM) _ cosp 
ds Tr 
d(cosN) _ COsv 
ds cr 
dlcosA) cosa cosL 
ds ~ Pp rt 
d( cosp) _ _ cosp cosM 
ds O rT 
d(cosp) _ _ cosy cosN 
ds 0 T ” 


其 中 cosa ,cos8 ,cosy 是 切线 的 方向 余弦 ,eosk ,cosw ,cosy 是 主 
法 线 的 方向 余弦 ,cosL,cosM,cosN 是 次 法 线 的 方向 余弦 . 这 些 
公式 由 于 达尔 布 引进 “活动 标 架 "而 简化 , 即 在 空间 曲线 上 每 一 
点 MM 都 有 互相 垂直 的 三 个 轴 ， 切线 、 主 法 线 及 次 法 线 可 用 单位 
向 量 1,n ,6 表示 ,这 时 弗 瑞 内 一 塞 雷公 式 可 表示 为 


柯 西 在 1820 年 已 经 证 明 常 微分 方程 的 存在 与 惟一 性 定理 ,从 而 
证 明 曲 率 1/p 及 挠 率 1/r 作为 弧 长 的 函数 惟一 决定 空间 曲线 
(除了 欧 氏 空间 的 位 移 以 外 ) .这样 ,空间 曲线 的 局 部 微分 几何 理 
论 就 完整 地 建立 起 来 . 据 数学 史 研 究 ,爱沙尼亚 数学 家 森 夫 
(Karl Edard Senff) 在 1831 年 首先 列 出 了 所 有 方程 ， 
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4.3 三 维 空间 中 的 曲面 


首先 研究 曲面 微分 几何 学 的 是 法 国力 学 家 帕 朗 (Antoine 
Parent, 1666 一 1716) ,他 在 1700 年 定 出 球面 等 特殊 曲面 的 切 平面 
方程 .其 后 , 克 莱 洛 、 欧 拉 及 蒙 日 等 都 进一步 推广 ,但 他 们 都 隐 含 
假设 在 曲面 上 每 个 非 奇 异 点 均 有 切面 .直到 杜 潘 (Pierre-Charles- 
Francois Dupin, 1784 一 1873) 在 1813 年 , 柯 西 在 1826 年 才 明显 证 
明 曲 面 上 所 有 通过 某 一 给 定点 的 曲线 在 该 点 的 切线 均 在 同一 平 
面 上 , 他们 把 这 平面 定义 为 该 点 处 曲面 的 切 平面 , 柯 西 给 出 了 方 
程 的 微分 形式 . 

曲面 微分 几何 学 最 重要 的 概念 是 曲率 .网 拉 在 1760 年 开始 
这 方面 的 研究 ,他 用 十 分 复杂 的 三 角 方法 证 明 欧 拉 定 理 :曲面 上 
每 一 点 P 均 有 法 线 ,用 包含 法 线 的 平面 来 截 曲面 可 得 平面 曲 
线 ,可 以 计算 这 些 曲 线 在 P 处 的 曲率 . 欧 拉 证 明 , 在 P 点 的 切 平 
面 上 ,各 个 方向 的 曲率 如 果 不 恒 等 , 则 存在 两 个 互相 垂直 的 方向 


使 曲率 分 别 达到 极 大 -了 及 极 小 一, 这 两 个 方向 被 称 为 主 方向 . 设 


某 方向 与 极 大 主 方向 成 夹 角 9, 则 该 方向 的 法 截 线 曲率 六 由 下 
面 的 公式 给 出 : 
1 cosp sing 
pf gi 
1776 年 穆 尼 埃 (Jean-Baptiste-Marie-Charles Meusnier de La Place， 
1754 一 1793) 推 广 欧 拉 的 结果 到 曲面 的 任意 截面 的 曲率 ,如 果 该 
截面 与 通过 同样 切线 的 法 截面 的 交角 为 w, 则 截 线 曲率 
1 1 /feos sin2 
0 -mol a re) 
蒙 日 在 1784 年 开始 研究 曲面 法 线 , 他 引进 曲率 线 的 概念 (其 上 
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每 一 点 的 切线 均 为 主 方向 ) ,并 证 明 , 曲 面 沿 着 曲率 线 的 法 线 构 
成 可 展 曲面 . 

欧 拉 及 蒙 日 的 工作 为 杜 潘 所 继续 . 杜 潘 的 著作 代表 19 世纪 
初 法 国 微分 几何 的 最 高 成 就 ,不 过 很 快 就 为 高 斯 所 超过 . 杜 潘 的 
工作 集中 于 下 面 两 本 著作 ,一 是 1813 年 出 版 的 《4 几何 学 的 发 展 》 
( Developpments de geometrie ) ,一 是 它 的 续篇 4 几何 学 及 力学 的 应 
用 》(1822) .在 前 一 本 书 中 ,他 引进 共 氏 方 向 的 概念 .曲面 上 党 着 
曲线 上 各 点 的 切 平面 ,其 包 络 构成 可 展 曲面 ,有 上 一 点 己 的 
特征 直线 被 称 为 卫 在 已 点 的 切线 的 共 柜 .然后 , 杜 放 引 入 杜 潘 
指标 线 (indicatrice) .在 曲面 上 每 一 点 P, 如 果 主 曲率 非 0, 在 P 
点 的 切 平面 上 的 杜 潘 指标 线 定义 为 由 P 点 沿 每 一 个 方向 所 夯 
一 线段 的 端点 的 轨迹 ,线段 长 度 为 该 方向 法 截 线 曲 率 半 径 的 平 
方 根 .假设 P 点 处 两 主 曲率 半径 为 Ri, Ra , 若 RiR >0, 则 指标 
线 为 以 P 点 为 中 心 的 椭圆 

2 2 
RT TR 

若 RR <0, 则 指标 线 为 以 P 点 为 中 心 的 双 曲 线 


2 ,2 
RE 十 万 = +1. 
杜 潘 指标 线 有 很 好 的 性 质 ,如 共 绒 方向 关于 指标 线 共 郝 . 
当 RR,<0 时 ,他 定义 曲面 上 两 族 浙 近 线 , 即 在 每 一 点 都 
切 于 该 点 的 指标 线 的 渐 近 线 .后 来 他 还 引进 “ 正 交 三 重 系 "的 概 
念 ,并 证 明 这 两 两 正 交 的 曲面 相交 于 曲率 线 .这 对 达尔 布 的 工作 
有 直接 影响 . 杜 潘 还 引进 杜 潘 圆 纹 面 (cycljide) 的 概念 ,对 几何 也 
很 重要 . 
到 这 时 ,曲面 的 微分 几何 学 还 不 能 说 开始 了 ,真正 为 曲面 微 
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分 几何 学 莫 定 基础 的 是 高 斯 .高 斯 从 1816 年 起 开始 进行 大 地 测 
量 的 实际 工作 ,这 些 实践 不 仅 大 大 改进 了 测量 学 ,而 且 从 根本 上 
一 举 建立 了 曲面 的 微分 几何 学 .他 发 表 的 成 果 不 多 ,1825 年 写 
的 《曲面 的 新 研究 》 直 到 1901 年 才 发 表 . 他 只 在 1827 年 发 表 了 
《曲面 的 一 般 理 论 研 究 》( Disquisitiones generales circa superficies 
curvas ) ,其 中 他 用 曲 纹 坐 标 u,v 代替 x,y,z 来 表示 曲面 的 局 部 
,得 出 强 元 
ds = Edu’ +2Fdudv + Gdv’, 

其 右 端 被 称 为 第 一 基本 形式 ,特别 是 在 天 文 及 测 地 工作 的 启发 
下 ,他 通过 把 曲面 映射 到 球面 上 ,引进 了 曲面 的 球面 表示 ,后 来 
称 之 为 高 斯 映射 . 借 此 他 定义 在 曲面 上 一 点 P 处 的 总 曲率 (后 
来 称 之 为 高 斯 曲率 )k(P) 为 


x(U) 
U 


在 忆 趋 于 零 时 的 极限 ,其 中 7 为 包含 P 点 的 曲面 块 的 面积 ， 
(DU) 为 U 映射 到 球面 上 的 球面 块 的 面积 . 接着 高 斯 证 明 上 只 
与 第 一 基本 形式 有 关 , 他 称 之 为 “伟大 定理 ” (theorema egregium) ， 
由 此 他 建立 内 草 几 何 学 , 即 考 虑 幅面 的 性 质 与 它 所 嵌入 的 外 围 
空间 (通常 为 欧 氏 空间 ) 无 关 . 他 还 得 出 

这 个 公式 实际 上 在 1815 年 已 由 罗 德 里 格 斯 (Olinde Rodrigues， 
1797 一 1851) 得 出 过 .在 计算 上 的 过 程 中 ,高 斯 还 引进 所 谓 第 二 
基本 形式 


k= 


Ddu’ +2D’'dudv + D'dv. 
1856 年 迈 因 那 迪 (Gaopare Mainardi, 1800 一 1879) 及 1867 年 柯达 
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齐 (Delfino Codazzi,1824 一 1875) 独 立 发 现 曲 面 的 两 组 函数 EF, 下， 
G,D,D' ,1D 及 其 导数 之 间 的 某 些 相 容 条 件 (被 称 为 高 斯 一 柯达 
齐 条 件 ) : 

D,-D',= Drls+ D'(T% -Th) -PT ， 

D',-D,= Dy+D' (TS -Th,)- DDT,, 
其 中 下 标 u,v 表示 对 ,2 的 导数 ,看 为 E, 忆 ,G6 及 其 偏 导数 的 
函数 . 这 两 个 条 件 是 可 积 性 条 件 , 常 被 称 为 迈 因 那 迪 一 柯达 齐 方 
程 . 另 一 可 积 条 件 被 称 为 高 斯 方程 : 

DP” - 12 = FI(TS), (Th), + - Thr%] 

+ EL(Ty), =- (Ti2), + ToT + Try TT -Thry], 
首先 由 外 因 加 登 (Julius Weingarten,1836 一 1910) 在 1862 年 发 表 . 
1867 年 邦 内 证 明 , 这 些 条 件 也 是 充分 的 ,也 就 是 对 于 满足 这 些 
条 件 的 两 个 基本 形式 ,惟一 存在 一 个 由 它们 所 决定 的 曲面 (可 差 
一 个 平移 ) ,从 而 完全 证 明 曲 面 论 的 局 部 存在 定理 .从 数学 史上 
看 ,俄国 (拉脱维亚 ) 数 学 家 彼 德 森 (Karl Peterson ,1828 一 1881) 在 
1853 年 的 学 士 论 文中 已 经 建立 所 有 这 三 个 可 积 性 条 件 , 并 明确 
提出 曲面 论 的 基本 定理 ,但 生前 未 出 版 . 

19 世纪 中 期 ,曲面 微分 几何 学 的 一 个 中 心间 题 是 所 谓 “ 可 
贴 合 性 "(applicabilité) 问 题 ,也 被 称 为 可 变形 性 问题 , 即 两 曲面 
,2' 是 否 可 以 局 部 等 距 对 应 ,也 就 是 使 ds? = ds” 或 保持 第 一 
基本 形式 . 按 高 斯 伟大 定理 ,其 必要 条 件 是 对 应 点 的 高 斯 全 曲率 
相等 ,但 曲面 如 果 不 是 常 曲率 的 ,这 条 件 一 般 不 一 定 充分 . 

“可 贴 合 性 ”有 三 个 基本 问题 . 

QO 确定 两 个 给 定 曲 面 在 什么 条 件 下 可 彼此 贴 合 ，; 

名 确定 可 贴 合 到 给 定 曲面 上 的 所 有 曲面 ; 
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全 在 什么 条 件 下 ,两 个 互相 可 贴 合 的 曲面 只 相差 一 个 欧 几 
里 得 位 移 ,也 就 是 实际 上 不 存在 非 平凡 的 变形 ,在 这 种 情况 下 称 
曲面 是 (无 穷 小 ) 刚 性 的 .这 个 问题 也 被 称 为 刚性 (rigidité) 问 题 . 

这 些 问 题 从 欧 拉 开始 已 有 研究 , 拉 格 朗 日 在 1812 年 猜想 ， 
一 个 凸 面 不 能 变形 .19 世纪 中 期 , 邦 内 开始 研究 这 些 问题 .由 邦 
内 的 存在 定理 ,如 果 一 个 等 距 变 换 还 保持 第 二 基本 形式 , 则 它 相 
当 于 一 个 欧 氏 位 移 . 邦 内 证 明 这 个 条 件 等 价 于 该 局 部 等 距 变换 
把 一 族 ( 非 直线 ) 渐 近 线 变 成 另 一 族 渐 近 线 . 

1860 年 法 国 科 学 院 设置 大 奖 ,题目 就 是 “研究 可 互相 贴 合 
的 曲面 .对 此 ,法 国 的 布尔 (Edouard Bour,1832 一 1866) 和 邦 内 、 
意大利 的 柯达 奇 德国 的 外 因 加 登 投 寄 了 论文 .结果 布尔 荣获 一 
等 奖 . 他 原则 上 解决 了 第 二 个 间 题 ,他 证 明 , 可 贴 合 到 给 定 曲面 
的 曲面 集合 局 部 上 满足 蒙 日 一 安培 方程 ,但 这 是 一 个 高 度 非 线 
性 的 偏 微分 方程 , 它 的 理论 直到 最 近 才 有 重大 突破 ,因此 ,许多 
数学 家 只 能 满足 于 对 特殊 情形 的 研究 ,其 中 最 主要 的 是 常 曲率 
曲面 , 它 与 非 欧 几 何 学 有 着 密切 的 关系 , 蒙 日 已 研究 过 曲率 
处 处 为 零 的 曲面 ,这 些 曲 面 无 非 是 可 展 曲 面 ,它们 可 贴 合 到 平面 
上 .对 于 常 曲率 上 > 0 的 曲面 ,其 度量 可 以 化 为 


ds? = du? + sin2 dv, 
Vk 


这 种 曲面 可 以 贴 合 到 半径 为 
曲面 ,ds? 可 以 化 为 


ds2 = du’ + sinh? 7 ， 


1 站 时效 
故 的 球面 上 .对 于 党 曲率 <0 的 


这 种 曲面 可 以 贴 合 到 伪 球 面 上 . 总 之 ,对 于 任何 两 个 常 曲 率 曲 面 
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,3', 其 上 分 别 有 两 点 P,P' 及 过 P,P 的 测 地 线 厂 入, 总 存 
在 局 部 等 距 映 射 把 的 开 集 映 到 5' 的 开 集 上 ,使 P 映 到 P',TT 
映 到 严 上 .这 是 闵 定 在 1839 年 证 明 的 .从 大 范围 观点 看 , 李 伯 曼 
(Karl Otto Heinrich Liebmam ,1874 一 1939) 在 1899 年 证 明 Re 中 常 
曲率 & >0 的 完全 曲面 只 有 球面 ,同年 希 尔 伯 特 证 明 R 中 常 曲 
率 <0 的 没有 奇 点 的 完全 曲面 不 存在 . 

关于 曲面 论 的 整体 性 质 ,最 主要 的 定理 是 高 斯 一 邦 内 定理 
设 5 为 封闭 曲面 , 则 


| | kdo = 27rX ， 
其 中 是 面积 元 do 处 的 高 斯 曲率 ,x 是 欧 拉 一 庞 加 莱 示 性 数 . 
它 把 局 部 的 微分 几何 性 质 (曲率 ) 与 整体 的 拓扑 性 质 联 系 在 一 
起 ,这 个 定理 首先 由 高 斯 在 1827 年 对 测 地 三 角形 证 明 , 得 出 
| | as A+ B+ C 一 工 ， 


其 中 4 ,B,C 表示 三 角形 的 三 个 角 ,等 式 右边 被 称 为 角 余 .其 后 
他 推广 到 测 地 多 边 形 并 应 用 于 大 地 测量 . 1848 年 邦 内 对 闭 曲线 
C 围 成 的 曲面 块 U 得 出 
J | || 

其 中 or 是 测 地 曲率 ,w 是 C 的 切线 与 固定 方向 的 交角 .这 个 公 
式 被 称 为 高 斯 一 邦 内 公式 . 对 于 一 般 曲 面 , 上 述 整体 公式 到 20 
世纪 才 得 出 . 陈省身 将 它 向 高 维 推广 并 给 出 内 萄 证 明 ,开辟 了 微 
分 几何 学 的 新 纪元 ， 

微分 几何 学 的 重要 问题 除了 曲率 以 外 ,还 有 测 地 线 问 题 .在 
曲面 上 两 点 之 间 有 无 穷 多 条 曲线 相连 接 , 其 中 最 短 的 一 条 (或 最 
长 的 一 条 ) 被 称 为 测 地 线 .在 高 斯 之 前 ,已 有 许多 结果 . 伯 努 利 兄 
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弟 在 研究 变 分 问题 时 已 如 此 定义 ,其 后 欧 拉 开创 系统 变 分 法 时 ， 
把 这 个 问题 化 为 微分 方程 的 求解 问题 , 高 斯 从 另 一 角度 研究 这 
个 问题 .1825 年 ,他 这 样 定义 曲面 5 上 一 曲线 C 在 一 点 P 的 测 
地 曲率 所 :把 C 正 交 投射 到 5 在 己 点 的 切 平面 上 ,这 个 切 平面 
上 曲线 的 象 在 P 点 的 曲率 被 称 为 测 地 曲率 . 正 是 测 地 线 的 测 地 
曲率 为 0, 邦 内 在 1848 年 就 反 过 来 以 此 为 测 地 线 的 定义 . 由 此 马 
上 就 可 以 证 明 , 球 面 上 的 测 地 线 是 大 圆 , 正 圆柱 面 上 的 测 地 线 是 
牌 直线、 水平 圆 以 及 螺 线 . 

1836 年 雅 可 比 发 展 了 测 地 线 理论 ,他 引进 雅 可 比 场 . 共 斩 
点 等 概念 , 共 斩 点 即 一 对 点 可 以 通过 两 条 无 限 接近 的 测 地 线 相 
连接 . 达尔 布 在 他 的 巨著 《曲面 的 一 般 理论 讲义 》(1887 一 1896) 
中 证 明了 负 曲 率 曲 面 上 不 存在 共 斩 点 . 雅 可 比 提出 下 面 的 命题 : 
连接 P 与 P 的 测 地 线 弧 是 P 与 P' 之 间 的 最 短路 径 , 当 且 仅 当 这 
个 弧 上 没有 任何 点 与 P 共 轿 .他 没有 给 出 了 证 明 , 后 来 邦 内 给 
出 了 证 明 . 

1849 年 起 ,比利时 物理 学 家 普 拉 托 (Joseph Antoine Ferdinand 
Plateau, 1801 一 1883) 进 行 一 系列 实验 ,用 金属 丝 弯 成 各 种 形状 的 
框架 ,浸入 肥皂 水 中 ,然后 拉 起 来 看 框架 是 否 沾 上 肥皂 膜 .这 样 
的 肥皂 膜 由 于 表面 张力 之 故 是 所 有 沾 在 同样 框架 上 的 曲面 中 面 
积 最 小 的 .用 数学 语言 来 讲 , 即 以 某 个 封闭 曲线 为 边界 的 所 有 曲 
面 中 求 面积 最 小 的 曲面 .这 种 面积 最 小 的 曲面 被 称 为 极 小 曲面 ， 
这 个 问题 也 被 称 为 普 拉 托 问题 .事实 上 , 早 在 普 拉 托 实验 之 前 
100 多 年 ,数学 家 已 经 研究 极 小 曲面 问题 了 . 

1760 年 还 不 知道 具体 的 极 小 曲面 之 前 ,已 经 由 拉 格 朗 日 作 
为 变 分 问题 提出 来 ,他 证 明 , 如 果 

z= Zz(x, y) 
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是 极 小 曲面 方程 , 则 z 满足 


2 
(ro S20 04+ 门 站 -0， 
其 中 
4 Gz 
P77 or’ oy: 


其 后 蒙 日 发 现 , 这 个 方程 的 解 曲面 满足 面积 极 小 的 条 件 为 中 曲 
率 下 =0, 因 此 以 后 称 =0 的 曲面 为 极 小 曲面 .但 五 =0 只 是 一 
个 必要 条 件 .1784 年 蒙 日 首先 试图 积分 这 个 方程 ,但 是 其 中 有 
错 . 1787 年 勒 让 德 改 正 其 错误 ,他 引入 著名 的 勒 让 德 变换 ,由 此 
得 出 蒙 日 公式 ,把 极 小 曲面 表示 为 平移 曲面 .由 于 复 分 析 尚 未 发 
展 ,这 个 公式 用 处 不 大 .直到 1832 年 , 波 瓦 松 才 对 边界 接近 一 个 
平面 曲线 的 情形 求解 这 个 方程 . 

直到 这 时 ,只 知道 两 类 曲面 是 极 小 曲面 : 悬 链 面 ( 欧 拉 ,1774 
年 ; 穆 尼 埃 ,1776 年 ) 和 螺旋 面 ( 穆 尼 埃 ,1776 年 ). 1834 年 舍 尔 克 
发 现 五 种 极 小 曲面 ,其 中 最 简单 的 两 种 极 小 曲面 的 方程 是 


oz = 2087 
CoSX ” 


sinz = sinhxsinhy . 

第 三 种 以 悬 链 面 及 螺旋 面 为 特例 . 1842 年 卡 塔 兰 证 明 螺旋 面 是 
惟一 的 直 纹 极 小 曲面 . 

1855 一 1890 年 是 极 小 曲面 论 的 黄金 时 代 , 当时 所 有 大 数学 
家 如 黎 曼 、 外 尔 斯 特 拉 斯 .S' 李 , 施 瓦 茨 . 邦 内 ,贝尔 特 拉 米 、 达 和 尔 
布 等 人 都 研究 过 极 小 曲面 ,成 果 累 累 , 

1866 年 外 尔 斯 特 拉 斯 得 出 表示 单 连通 极 小 曲面 S(x,y, z) 
的 公式 : 
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x=xo+Re | (Ff g) dw, 
0 
y= Yo+ Re | ii 外 8 ) do 5 
0 


z= z0+2Re | fedw, 
0 


其 中 f(w),g(w) 是 定义 在 圆 盘 或 全 平面 (u,v) 上 的 w=utiv 
的 全 纯 函 数 , Re 表示 实 部 . 

20 世纪 30 年 代 以 后 , 极 小 曲面 论 又 迎 来 新 的 黄金 时 代 , 不 
仅 普 拉 托 问题 于 1930 一 1931 年 获得 解决 ,而 且 被 推广 到 高 维 情 
形 , 在 三 维 空间 中 也 发 现 许 多 新 的 奇形怪状 的 极 小 曲面 . 


5 高 维 几何 学 


5.1 高 维 空间 与 向 量 分 析 


长 期 以 来 ,人 们 把 几何 学 的 对 象 局 限 在 可 感觉 到 的 物理 空 
间 中 ,因此 所 研究 的 对 象 也 就 不 外 乎 三 维 空间 及 其 中 的 曲线 、 曲 
面 和 立体 图 形 .由 于 代数 上 的 考虑 与 物理 学 的 研究 ,把 三 维 空间 
推广 到 n 维 空间 似乎 是 自然 之 事 . 不 过 ,直到 20 世纪 仍然 有 些 
数学 家 把 几何 学 的 范围 局 限 在 三 维 之 内 . n 维 几 何 的 想法 由 来 
已 久 ,1685 年 沃 利 斯 首先 提出 把 几何 学 扩张 到 研究 4 维 空间 . 
力学 发 展 之 后 , 达 兰 贝尔 及 拉 格 朗 日 都 把 时 间 看 成 第 四 维 ,而 把 
力学 看 成 是 四 维 形式 的 几何 学 , 拉 格 朗 日 在 考虑 描述 质点 状态 
(位 置 与 速度 ) 的 位 形 空间 与 状态 空间 时 ,从 解析 上 也 用 n 维 空 
间 来 描述 ,不 过 他 们 只 是 把 空间 作为 描述 的 工具 ,并 无 意 把 几何 
学 推广 到 高 维 . 18 世纪 和 19 世纪 之 交 ,德国 哲学 家 赫 尔 巴 特 强 
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调 定义 一 般 空间 的 重要 性 ,他 的 思想 影响 了 黎 曼 等 数学 家 .第 一 
批 提出 并 认真 研究 ” 维 几 何 学 的 数学 家 是 凯 雷 和 格拉 斯 曼 
(Hermann Ciinther Grassmann,1809 一 1877) ,特别 是 稍 后 的 黎 曼 . 

凯 雷 在 1843 年 只 是 把 通常 的 二 维 .三 维 解析 几何 学 形式 地 
向 n 维 推广 . 例如 用 ”元 有 序 实 数组 (xi, x2,…, x,) 表 示 n 维 
欧 几 里 得 空间 中 的 一 个 点 ,两 点 x = (xlyx… Xn) 和 Y= (yi 
y2 ;Yr) 间 的 距离 为 [(x1 一 y+ (2 一 和 大 二 二 (和 一 
y,)? 直 ,不 难得 出 n 维 空间 中 超 平面 超 球面 等 的 方程 以 及 其 他 
几何 关系 . 

格拉 斯 曼 在 1844 年 发 表 《 线 性 延 量 论 》( Die lineale Ausde- 
bungslebre ) ,内 容 隆 涩 ,不 易 理 解 ,影响 不 大 . 1862 年 他 又 出 版 修 
订 版 , 称 之 为 《 延 量 论 》, 改 进 了 原来 的 论述 ,但 仍然 不 大 清楚 , 直 
到 汉 克 尔 在 1867 年 出 版 的 《复数 及 其 函数 讲义 》 中 谈 到 “交错 
数 ”, 它 就 是 格拉 斯 曼 的 “ 延 量 ”, 这 时 人 们 才 对 格拉 斯 曼 的 思想 
有 进一步 的 理解 .格拉 斯 曼 的 思想 是 从 哲学 出 发 的 ,目的 是 建立 
一 种 “普遍 的 形式 学 说 ”, 它 可 以 成 为 所 有 数学 的 基础 .他 比 形式 
的 推广 有 远 为 丰富 的 内 容 , 他 的 “ 延 量 " 实 际 上 是 n 维 向 量 ,而 
且 空 间 也 不 局 限于 度量 空间 , 首先 是 n 维 仿 射 空间 .更 重要 的 
是 ,他 的 延 量 不 仅 有 加 法 及 数量 乘法 ,他 还 定义 了 内 积 及 外 积 ， 
并 指出 其 几何 意义 ,如 三 个 三 维 延 量 a, 8B,Y 构成 的 平行 六 面体 
的 体积 = [a B817.1855 年 他 进一步 考虑 高 阶乘 积 ,给 出 16 种 不 
同类 的 乘积 ,并 指出 它们 的 几何 意义 .这 些 乘积 在 力学 \ 磁 学 . 结 
晶 学 上 都 有 应 用 .他 的 一 些 乘积 实际 上 就 是 后 来 的 张 量 . 在 研究 
实际 问题 时 , 圣 维 南 (Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant， 
1797 一 1886) 在 1845 年 , 奥 布 林 在 1847 年 , 柯 西 在 1853 年 也 独 
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立 发 现 外 积 .格拉 斯 曼 的 发 现 后 来 逐步 被 吸收 到 代数 学 中 去 ,而 
几何 学 只 用 到 他 的 与 向 量 , 张 量 有 关 的 概念 及 算法 ,格拉 斯 曼 的 
几何 演算 的 传播 经 历 了 较 长 的 时 期 .大 约 在 1860 年 左右 , 才 有 
少数 数学 家 理解 格拉 斯 曼 的 工作 ,并 加 以 传播 和 发 展 .其 中 包括 
哈密 尔 顿 莫 比 乌 斯 圣 维 南 、 克 曙 莫 纳 和 贝 拉 维 蒂 斯 (Giusto 
Bellavitis, 1803 一 1880) 等 . 而 传播 最 力 者 是 施 莱 格 尔 (Victor 
Schlegel, 1843 一 1905) ,他 从 1872 年 到 1885 年 写 了 4 本 著作 , 直 
接 推 动 了 向 量 分 析 的 普及 . 

向 量 分 析 首 先是 英国 伟大 的 物理 学 家 及 数学 家 麦克 斯 书 在 
1871 年 引进 的 .他 引进 梯度 、 散 度 、 旋 度 等 概念 ,得 出 一 些 基本 
公式 ,但 他 没有 能 够 同 四 元 数 彻底 决裂 ,形成 独立 的 向 量 代数 及 
分 析 体 系 .直到 19 世纪 80 年 代 , 美 国 物理 学 家 吉 布 斯 及 英国 物 
理学 家 效 维 塞 德 (Oliver Heaviside, 1850 一 1925) 才 独立 地 做 到 这 
点 . 吉 布 斯 在 他 的 小 册子 《向 量 分 析 基 础 》( Elements of Vector 
Analysis)(1881 ,1884) 中 指出 ,他 同 格拉 斯 曼 的 联系 要 比 哈密 尔 
顿 更 加 紧密 . 交 维 塞 德 在 他 的 三 卷 著作 《电磁 理论 》( Electromag- 
netic 7jeory)(1893,1899,1912) 中 ,自由 应 用 向 量 分 析 系统 叙述 向 
量 方法 ,并且 第 一 次 将 麦克 斯 韦 方程 写成 向 量 形式 . 19 世纪 9 
年 代 , 以 英国 数学 家 台 特 为 首 的 用 四 元 数 派 与 用 向 量 派 进行 了 
多 次 论战 . 由 于 物理 学 家 及 工程 师 欢 迎 向 量 分 析 , 到 20 世纪 初 ， 
向 量 分 析 已 成 为 他 们 的 基本 工具 . 吉 布 斯 在 1901 年 出 版 的 《向 
量 分 析 》( Vector Analysis ) 一 书 成 为 这 方面 的 经 典 著作 . 向量 分 析 
在 力学 ,物理 学 .晶体 学 .电工 学 等 各 个 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 . 
另外 在 数学 方面 ,向 量 代数 及 向 量 分 析 也 被 用 于 微分 几何 及 分 
析 的 各 个 领域 ,其 几何 形象 一 一 向 量 空间 也 被 推广 到 无 穷 维 情 
形 ,从 而 构成 现代 泛 函 分 析 的 基础 . 
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对 于 三 维 空间 ,向量 分 析 中 的 基本 概念 ,如 梯度 


散 度 
> QI Wy Ww3 
Vr-Atay+ a 
旋 度 
一 Ov3 2 有 ( 包 2 Es oo) 
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及 它们 之 间 的 关系 ,早已 建立 起 来 ,但 是 只 有 在 向 量 分 析 广 泛 使 
用 之 后 ,许多 定理 才 得 到 漂亮 的 简化 形式 ， 

上 面谈 到 的 形式 的 n 维 空间 儿 何 学 在 英国 为 凯 雷 、 西 尔 维 
斯 特 及 克利 福 德 所 发 展 .瑞士 数学 家 施 累 夫 利 从 1852 年 起 对 于 
n 维 多 面 体 得 出 重要 结果 ,作为 正 多 边 形 及 正 多 面体 的 推广 , 提 
出 了 正 多 胞 形 , 高 维 多 胞 形 理论 至 今 仍 是 重要 的 研究 领域 .古代 
已 知 五 种 闭 凸 正 多 面体 ,被 称 为 柏拉图 多 面体 , 即 正 四 面体 、 正 
六 面体 .正八 面体 , 正 十 二 面体 .正二 十 面体 . 施 累 夫 利 得 出 4 维 
及 4 维 以 上 的 所 有 正 多 胞 形 .4 维 欧 氏 空间 的 正 多 胞 形 共有 6 


种 ,列表 如 下 : 
4 维 正 多 胞 形 。 其 3 维 面 种 类  ” 其 3 维 面 个 数 ”项 点数 
正 五 胞 形 正四 面体 5 5 
正八 胞 形 正六 面体 8 16 
正 十 六 胞 形 正四 面体 16 
正二 十 四 胞 形 ”正八 面体 24 24 
正 一 百 二 十 胞 形 正 十 二 面体 120 600 
正六 百 胞 形 正四 面体 600 120 


5 维 及 5 维 以 上 欧 氏 空间 的 正 多 胞 形 , 对 于 每 一 维 数 n(n >5)， 
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只 有 3 种 ,它们 是 正 n+1 胞 形 ( 以 低 一 维 的 正 n 胞 形 为 面 , 共 
有 n+1 个 顶点 ), 正 2n 胞 形 ( 以 低 一 维 的 正 2n - 2 胞 形 为 面 ， 
共有 2" 个 顶点 ), 正 2 胞 形 ( 以 低 一 维 的 正 a 胞 形 为 面 ,共有 
2n 个 顶点 ). 


5.2 黎 曼 


黎 曼 ,1826 年 9 月 17 日 生 于 德国 汉 庄 威 的 布雷 斯 塞 伦 蒋 . 
他 的 父亲 是 路 德 教 牧师 ,母亲 是 法 官 的 女儿 ,他 们 共有 6 个 孩子 
(二 男 四 女 ) , 黎 曼 排行 第 二 . 由 于 家 庭 生活 困难 ,他 们 都 营养 不 
良 ,身体 虚弱 ,这 导致 几 个 子女 夭亡 ,他们 的 母亲 在 他 们 长 大 成 
人 之 前 就 去 世 了 . 

黎 曼 还 是 小 孩子 的 时 候 ,他 的 父亲 就 把 家 搬 到 奎 克 博 恩 的 
牧师 管区 去 ,这 时 歼 曼 从 他 父亲 那里 受到 入 门 教育 ,从 一 开始 就 
表现 出 如 饥 似 渴 的 学 习 和 欲望 .他 最 早 的 兴趣 是 在 波兰 历史 方面 ， 
刚刚 5 岁 ,就 要 父亲 一 凯 又 一 遍地 讲述 这 个 英雄 国家 的 悲壮 故 
事 , 大 约 6 岁 时 ,他 开始 学 习 算 术 , 他 天 生 的 数学 才能 便 显 露出 
来 ,他 不 仅 解决 了 所 有 留 给 他 的 问题 ,而 且 提 出 更 多 的 难题 来 捉 
弄 他 的 兄弟 姐妹 . 10 岁 时 ,他 跟着 一 位 职业 教师 学 习 更 高 级 的 
算术 和 几何 ,而 学 生 很 快 就 超过 老师 ,他 往往 得 出 更 好 的 解答 ， 
14 岁 时 , 黎 曼 到 汉诺威 同 他 的 祖母 一 起 住 ,进入 当地 的 文科 中 
学 学 习 . 两 年 后 ,他 的 祖母 去 世 , 黎 曼 又 转 到 吕 耐 博 格 的 预科 中 
学 ,他 在 这 里 一 直 学 习 到 19 岁 ， 

文科 中 学 校长 施 马 尔 夫 斯 (C.Schmalfuss) 早 已 观察 到 黎 曼 
的 数学 才能 , 曾 把 他 的 私人 藏书 借 给 黎 晨 ,而 且 人 允许 他 不 去 听 数 
学 课 . 在 施 马 尔 夫 斯 的 建议 下 , 黎 曼 借 走 勒 让 德 的 《数论 》, 这 是 
一 本 859 页 的 书 .6 天 之 后 , 歼 曼 归还 了 这 本 书 .他 很 快 掌握 了 
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这 本 书 , 这 无 疑 就 是 黎 曼 对 于 素数 的 兴趣 的 来 源 . 他 还 通过 研究 
欧 拉 的 著作 而 掌握 微 积 分 及 其 各 个 分 支 . 

1846 年 春 ,19 岁 的 黎 曼 在 格 廷 根 大 学 注册 为 专修 语言 和 神 
学 的 学 生 ,他 也 去 听 数 学 及 物理 课程 ,如 斯 特 恩 关于 方程 论 和 定 
积分 的 课 、 高 斯 关于 最 小 二 乘法 的 课 以 及 哥 德 什 密 特 (C.B. 
Goldschmidb) 关 于 地 磁 学 的 课 .不 久 ,父亲 就 同意 他 专攻 数学 . 
1847 年 春 , 黎 曼 转 到 柏林 大 学 ,他 从 雅 可 比 、 狄 利克 雷 、. 史 坦 纳 、 
爱 森 斯 坦 那 里 受 教育 ,从 而 进入 新 的 、 活 生生 的 数学 领域 .他 从 
这 几 位 大 师 那里 学 到 了 许多 东西 .他 从 雅 可 比 那 里 学 习 高 等 力 
学 和 高 等 代数 ,从 狄 利克 雷 那 里 学 习 数论 和 分 析 , 从 史 坦 纳 那 里 
学 习 近 世 几何 学 ,而 从 只 比 他 大 3 岁 的 爱 森 斯 坦 那里 学 习 椭圆 
函数 .这 时 他 钻研 过 柯 西 等 人 的 著作 ,已 经 得 出 单 复 变 函 数 以 及 
柯 西 一 黎 曼 方程 的 概念 . 黎 曼 在 柏林 上 了 两 年 大 学 ,在 1848 年 
政治 动乱 之 际 ,他 参加 保 王 的 学 生 联合 会 的 活动 ,而 且 参 加 累 人 
的 16 小 时 轮流 值班 来 保护 王宫 中 惊 灵 不 安 的 国王 .1849 年 春 ， 
他 回 到 格 廷 根 去 完成 他 的 数学 学 业 , 并 准备 取得 博士 学 位 . 

他 在 格 廷 根 大 学 又 念 了 三 个 学 期 ,他 听 哲 学 课 并 且 非 常 有 
兴趣 地 上 WW: 韦伯 的 实验 物理 课 . 他 热衷 于 研究 赫 尔 巴 特 的 哲 
学 结果 . 黎 曼 在 1850 年 得 出 结论 :“ 能 够 建立 起 一 套 完备 的 、 周 
密 的 数学 理论 , 它 包 括 从 单个 质点 的 基本 定律 进而 到 现实 连续 
充实 的 空间 中 我 们 所 见 到 的 过 程 ,不 管 是 引力 、 电 磁 还 是 热学 
的 , "这 表明 , 黎 曼 反对 物理 中 的 “ 超 距 "作用 理论 ,而 赞成 场 论 . 
1850 年 秋 , 他 参加 了 刚刚 由 丈 ' 韦 伯 、. 乌 尔 利 希 (Georg Karl Justus 
Ulrich, 1798 一 1879) .斯 特 恩 . 李 斯 亭 ( Johann Benedikt Listing， 
1808 一 1882) 发 起 的 数学 物理 学 讨论 班 .在 这 个 讨论 班 上 , 由 于 
所 做 的 物理 实验 耗费 了 许多 时 间 ,耽误 了 他 写 博士 论文 .但 是 李 
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斯 亭 的 拓扑 思想 无 疑 对 黎 曼 有 着 巨大 影响 ,李斯 亭 在 高 斯 的 影 
响 下 于 1848 年 出 版 的 《拓扑 学 初步 研究 》( Yorstudien fur Topolo- 
gie ) 是 这 方面 的 第 一 部 著作 . 

1851 年 11 月 初 , 黎 曼 在 高 斯 的 指导 下 提交 他 的 博士 论文 
《 单 复 变 函数 一 般 理 论 基 础 》( Grundlagen fiir eine allgemeine Theo- 
rie der Functionen einer Veranderlichen Complexen, Grasse ) ,同年 12 月 
10 日 通过 答辩 取得 博士 学 位 . 高 斯 对 黎 曼 的 博士 论文 的 评论 
是 :… 黎 曼 先生 提交 的 博士 论文 提供 了 可 信 的 证 据 , 说 明 作 者 在 
他 的 论文 中 对 论述 主题 的 大 部 分 进行 了 充分 、 完 全 和 深入 的 研 
究 , 显 示 出 一 个 具有 创造 性 的 、 活 路 的 ,真正 数学 的 头脑 以 及 了 
不 起 的 富有 成 果 的 创造 性 .文章 清楚 简洁 ,有 的 地 方 很 漂亮 ,大 
多 数 读 者 将 会 喜欢 这 个 更 清楚 的 安排 , 它 不 仅 符合 博士 论文 所 
要 求 的 各 项 标准 ,而 且 远 远 超 出 了 它们 .” 

取得 博士 学 位 后 , 黎 曼 没有 积极 谋取 格 廷 根 观 象 台 助手 的 
空缺 ,而 是 进一步 去 取得 讲师 资格 ,为 此 , 黎 曼 计划 提交 一 篇 关 
于 三 角 级 数 (傅立叶 级 数 ) 的 论文 . 1852 年 秋 , 狄 利克 雷 来 到 格 
廷 根 度假 ,使 黎 曼 受益 菲 浅 . 黎 曼 就 自己 的 论文 征求 狄 利克 雷 的 
意见 , 黎 曼 写 道 ; 狄 利克 雷 和 我 在 一 起 谈 了 两 个 小 时 ,他 把 他 的 
笔记 给 了 我 ,而 这 正 是 我 准备 就 职 论 文 所 需要 的 ,否则 就 要 在 图 
书馆 花费 大 量 时 间 进 行 艰苦 的 研究 才能 得 到 这 些 . 他 还 和 我 一 
起 通读 我 的 论文 ,对 我 非常 友好 .考虑 到 我 们 之 间 地 位 的 巨大 差 
异 ,这 是 我 根本 不 敢 想像 的 .我 希望 他 以 后 还 能 记得 我 . 1853 
年 ,他 又 热衷 于 考虑 数学 物理 问题 ,这 耽误 了 论文 的 写作 ,直到 
年 底 , 他 才 完 成 了 讲师 资格 论文 . 

在 黎 曼 取得 他 所 谋求 的 无 薪 讲 师 职位 之 前 ,他 还 必须 通过 
一 次 试验 性 的 演讲 . 黎 曼 给 系 里 提供 了 三 个 题目 ,他 原本 希望 他 
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们 选择 前 面 两 个 题目 中 的 一 个 ,因为 这 两 个 题目 他 已 经 有 所 准 
备 ,他 还 提出 了 第 三 个 题目 一 一 几何 学 基础 .这 个 题目 是 高 斯 已 
经 考虑 了 6 年 之 久 的 问题 ,而且 黎 曼 也 没有 什么 准备 .而 高 斯 却 
指定 了 第 三 个 题目 . 黎 曼 的 讲演 《 论 作 为 几何 基础 的 假设 》 Uber 
die Hypothesen , welche der Geometrie zx Grunde liegen ) 不 仅 是 整个 数 
学 中 一 篇 伟大 的 杰作 ,而 且 在 表述 上 也 是 一 个 典范 . 高 斯 特别 兴 
奋 ,他 感到 黎 曼 的 结果 远 远 超过 了 他 的 预料 . 高 斯 在 从 系 里 的 讲 
演 会 回来 时 ,向 WW 韦伯 表达 了 他 对 黎 曼 所 提出 的 思想 的 高 度 
评价 ,他 在 谈话 时 所 带 有 的 热情 对 高 斯 本 人 来 说 是 十 分 罕见 的 . 

1854 年 夏 , 黎 曼 取得 讲师 资格 后 , 回 家 乡 奎 克 博 恩 稍 事 休 
息 ,同年 9 月 回 到 了 格 廷 根 ,在 德国 自然 科学 家 及 医师 协会 第 
31 届 年 会 上 ,他 发 表 了 一 篇 仓促 准备 的 讲演 ( 熬 了 大 半夜 写成 
一 个 简短 的 提纲 ) ,内 容 是 关于 电 在 非 导体 中 的 分 布 规律 的 . 同 
时 ,他 继续 进行 关于 电 的 数学 理论 的 研究 ,并 完成 一 篇 关于 诺 比 
里 色 环 的 论文 ,这 是 他 最 早 公 开发 表 的 两 篇 论文 , 他 第 一 次 开 
课 , 题 目 是 “ 偏 微分 方程 及 其 在 物理 学 上 的 应 用 ”, 有 8 个 学 生来 
听 他 的 课 , 使 他 非常 高 兴 . 他 也 逐渐 改变 了 害 着 的 毛病 ,能 够 更 

1855 年 初 高 斯 去 世 , 狄 利克 雷 继承 了 高 斯 的 职位 . 他 试图 
帮助 黎 曼 获得 副教授 的 职位 ,但 没有 成 功 ,不 过 黎 曼 可 以 得 到 
200 塔 勒 的 年 薪 . 1857 年 , 黎 曼 终于 获得 副教授 的 职位 ,年 薪 300 
塔 勒 . 1859 年 5 月 , 狄 利克 雷 去 世 , 黎 曼 成 了 狄 利克 雷 的 继任 
者 ,经 济 状况 才 有 所 改善 . 

1855 一 1856 年 冬季 学 期 , 黎 曼 开 了 一 门 全 新 的 阿 贝尔 函数 
论 课程 ,听讲 者 只 有 3 位 ,其 中 之 一 是 戴 德 金 . 1857 年 黎 曼 发 表 
了 他 最 有 创见 的 论文 4 关于 阿 贝 尔 函 数理 论 》. 大 约 同 时 ,他 发 表 
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了 关于 超 几 何 级 数 的 论文 及 其 摘要 . 1856 一 1857 年 冬季 学 期 ,他 
开 的 复 变 函数 论 课程 中 也 涉及 超 几何 级 数 ,特别 是 常 微 分 方程 
的 所 谓 黎 曼 一 希 尔 伯 特 问题 . 1859 年 8 月 ,他 被 选 为 柏林 科学 
院 通 讯 院士 ,9 月 同 戴 德 金 一 起 去 柏林 ,受到 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 
的 热情 接待 . 同年 10 月 黎 曼 把 他 关于 & 函数 的 数论 论文 提交 柏 
林 科学 院 .11 月 他 在 格 廷 根 科 学 会 上 宣读 了 关于 空气 柱 中 不 连 
续 波 的 传播 的 论文 ,这 是 历史 上 激 波 理论 的 第 一 篇 论文 . 同年 
12 月 他 被 格 廷 根 科 学 会 接纳 为 正式 会 员 ( 相 当 于 后 来 的 科学 院 
院士 ). 1860 年 复活 节 假 期 , 黎 曼 到 巴黎 访问 一 个 月 ,受到 法 国 
数学 家 埃 尔 米 特等 人 的 友好 接待 . 当时 巴黎 科学 院 已 设置 大 奖 
(1858) ,提出 的 问题 是 热传导 问题 .为 此 , 黎 曼 继续 他 1854 年 演 
讲 的 研究 ,对 黎 曼 几何 学 进一步 加 以 发 展 . 1861 年 6 月 ,他 写成 
拉丁 文 的 论文 呈 交 巴黎 科学 院 , 这 篇 论文 后 来 被 称 为 “巴黎 之 
作 ”. 但 是 因为 他 的 文章 过 于 简略 ,而且 没有 把 必要 的 计算 完全 
写 出 来 ,因此 没有 获奖 (也 没有 别人 获奖 ,最 后 巴黎 科学 院 于 
1868 年 撤销 了 这 个 大 奖 ). 1861 年 他 关于 平衡 椭 球 形 流体 的 运 
动 的 论文 发 表 . 

1862 年 ,36 岁 的 黎 曼 结婚 了 . 他 的 妻子 爱丽 丝 . 科 赫 (Elise 
Koch) 是 他 妹妹 的 朋友 .结婚 后 还 不 到 一 个 月 , 黎 曼 在 1862 年 7 
月 得 了 肋 膜 炎 ,由 于 康复 得 不 完全 ,结果 染 上 肺结核 .他 的 有 影 
响 的 朋友 功 说 政府 给 黎 曼 一 笔 钱 ,让 他 到 气候 温和 的 意大利 去 
休养 ,于 是 他 到 意大利 过 了 这 个 冬天 .次 年 春天 ,他 在 返回 德国 
的 旅程 中 受 了 风寒 .1863 年 8 月 ,他 回 到 意大利 , 先 在 比萨 停 
留 ,他 的 女儿 伊 达 (Edqa, 随 他 的 姐姐 命名 ) 出 生 了 .这 年 冬天 格外 
寒冷 , 阿 诺 河 也 结 了 冰 .1864 年 5 月 ,他 移居 到 比萨 郊外 的 一 个 
小 镇 上 ,在 这 里 ,他 的 妹妹 海伦 去 志 . 他 自己 的 病 由 于 并 发 黄姜 
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症 而 发 展 得 越 来 越 严 重 , 使 他 非常 遗憾 的 是 ,他 被 迫 拒绝 比萨 大 
学 提供 给 他 的 教授 职位 . 格 廷 根 大 学 恢 慨 地 延长 他 的 休假 期 ,以 
使 他 能 在 比萨 度 过 下 一 个 冬天 .在 比萨 ,他 被 意大利 数学 界 的 朋 
友 所 包围 .意大利 数学 家 贝蒂 , 布 雇 斯 奇 及 卡 索 拉 蒂 在 1858 年 
访问 格 廷 根 时 就 结识 了 黎 曼 ,在 黎 曼 等 人 的 影响 下 ,意大利 现代 
数学 得 到 了 复兴 .这 时 歼 曼 的 病情 进一步 恶化 ,他 非常 想 家 .在 
莱 格 豪 恩 和 热那亚 谋求 恢复 健康 未 成 之 后 ,他 在 10 月 份 回 到 了 
格 廷 根 ,在 那里 度 过 了 冬季 .整个 这 段 时 期 ,一 旦 他 的 体力 许可 ， 
他 就 进行 研究 工作 .1865 年 黎 曼 发 表 了 生前 最 后 一 篇 论文 《 关 
于 6 函数 的 零点 》 Uber das Verschwinden der Theta-Functionen ) .为 
了 恢复 他 的 体力 , 黎 曼 再 次 来 到 意大利 ,他 最 后 的 日 子 是 在 大 湖 
昱 的 谢 拉 斯 卡 的 别墅 中 度 过 的 .1866 年 7 月 20 日 黎 曼 去 世 , 被 
安葬 在 比 甘 左 勤 公墓 ， 

在 黎 曼 去 世 之 前 ,他 又 得 到 一 系列 荣誉 . 1866 年 3 月 他 被 
选 为 柏林 科学 院 国 外 院士 ( 因 当 时 德国 尚未 统一 ,柏林 科学 院 属 
普鲁士 王国 ,而 黎 曼 所 在 的 格 廷 根 属 汉诺威 王国 ) ,同时 被 选 为 
巴黎 科学 院 通讯 院士 ,1866 年 7 月 14 日 被 选 为 英国 皇家 学 会 
外 会 员 . 

黎 曼 的 著作 不 多 ,生前 除了 博士 论文 之 外 ,只 发 表 了 10 篇 
论文 .在 黎 曼 去 世 之 后 , 戴 德 金 接 手 他 的 全 集 的 编辑 工作 , 戴 德 
金 在 1868 年 发 表 了 黎 曼 的 就 职 演说 .就职 论文 等 3 篇 文章 , 连 
同 另外 4 篇 文章 一 共 18 篇 论文 是 黎 曼 正式 发 表 的 全 部 论文 . 这 
18 篇 论文 连同 12 篇 遗 稿 由 戴 德 金 及 也 .韦伯 编辑 ,作为 《 黎 曾 全 
集 》( Bemhard Riemann Gesammelte Mathematische Werke und Wis- 
senschafilicher Nachlass ) 于 1876 年 出 版 ,后 来 加 进 一 些 遗 稿 并 补 
充 一 些 遗 稿 内 容 于 1892 年 出 版 ( 黎 曼 全 集 》 第 二 版 ,这 是 由 于， 
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韦伯 单独 编辑 的 . 1902 年 ,M' 诺 特 和 维尔 廷 格 编辑 出 版 ( 歼 曼 全 
集 . 附 录 》( Gesammelte mathematische Werke Nachiriige ) ,其 中 收 进 3 
份 讲演 及 一 些 数 学 注 记 . 1892 年 版 及 1902 年 版 合 订 本 于 1953 
年 再 版 .1990 年 纳 拉 西 姆 汉 (Narasimhan ) 编 辑 出 版 ( 黎 曼 全 集 》 最 
新 版 本 ,除了 1892 年 版 及 1902 年 版 的 全 部 内 容 外 ,还 加 进 一 些 
新 材料 及 十 几 篇 研究 论文 和 资料 . 黎 曼 讲课 的 笔记 已 有 多 种 出 
版 ,但 有 的 很 难说 是 对 黎 曼 讲课 的 忠实 记录 . 


S.3 黎 曼 几何 


黎 曼 的 空间 观念 对 数学 及 物理 学 造成 了 空前 的 变革 ,但 是 
这 种 先进 的 思想 直到 半 个 多 世纪 之 后 才 逐 渐变 得 明显 起 来 . 黎 
曼 的 几何 论文 有 两 篇 ,一 篇 是 他 获得 授课 资格 的 演讲 , 另 一 篇 是 
所 谓 “ 巴 黎 之 作 ” ,他 在 这 两 篇 论文 中 的 思想 后 来 为 许多 数学 家 
所 发 展 . 

(1) 黎 曼 的 空间 观念 . 
”黎明 的 演讲 是 面 对 整 个 哲学 系 的 教师 的 ,为 了 使 听众 理解 ， 
整个 讲演 充满 哲学 味道 ,没有 太 专 门 的 数学 , 通 篇 只 有 一 个 数学 
公式 . 黎 曼 在 讲演 中 提 到 他 受到 两 方面 的 影响 :一 是 高 斯 关于 曲 
面 的 研究 ;二 是 赫 尔 巴 特 的 哲学 思想 .全文 共 分 三 大 部 分 :第 一 
部 分 是 n 维 流 形 的 观念 ;第 二 部 分 是 n 维 流 形 的 测度 关系 ;第 
三 部 分 是 对 空间 的 应 用 . 

黎 曼 首先 引进 n 维 流 形 的 概念 . 他 的 n 维 流 形 实际 上 是 n 
重 延 量 . 他 把 流 形 的 部 分 称 为 量子 ,把 流 形 分 为 连续 流 形 和 离散 
流 形 ,他 的 重要 思想 是 把 连续 流 形 的 理论 区 分 为 两 类 ,一 类 只 水 
及 区 域 关 系 , 另 一 类 涉及 大 小 关系 ,用 现代 术语 来 讲 , 前 者 是 拓 
扑 的 理论 ,后 者 是 度量 的 理论 .康德 认为 空间 是 先 验 的 概念 , 黎 
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曼 不 同意 这 种 观点 ,他 认为 如 果 空 间 是 先 验 的 , 那 也 只 是 空间 的 
拓扑 部 分 ,至 于 空间 的 度量 则 必须 由 经 验 确定 . 黎 曼 所 提 到 的 空 
间 的 构造 ,其 造 法 与 现代 定义 不 同 .他 造 的 n+1 维 流 形 是 通过 
n 维 流 形 同 一 维 流 形 递归 而 构造 出 来 的 . 反 过 来 , 低 维 流 形 可 以 
通过 高 维 流 形 固定 某 些 数量 简 缩 而 成 . 

黎 曼 的 空间 观念 发 展 了 高 斯 内 荀 几何 学 的 思想 , 流 形 不 依 
赖 于 外 围 空 间 , 它 本 身 可 以 是 弯曲 的 ,因此 每 一 点 的 局 部 度量 不 
一 定 相同 ,为 了 刻画 局 部 度量 , 黎 曼 选择 最 简单 的 度量 

ds = ， > gydxidx, 

其 中 1 gy! 是 正定 对 称 二 次 型 ,具有 这 种 度量 的 流 形 或 空间 ,后 
来 被 称 为 黎 曼 流 形 或 黎 曼 空 间 . 但 黎 曼 指出 ,高 阶 度量 也 是 容许 
的 ,因此 ,他 从 某 种 意义 上 预示 了 芬 斯 拉 (Paul Finsler, 1894 一 
1970) 空 间 . 如果 流 形 的 线 元 平方 为 


ds? >) 


ll 
[5 
对 
六 

my 


他 称 之 为 平坦 的 . 在 2 个 独立 变量 中 ,mn 个 变量 决定 其 位 
置 ,另外 代号- 了 个 变量 决定 流 形 的 度量 关系 . 因此 ,如 果 每 一 


点 在 于 个 独立 的 曲面 方向 上 的 曲率 给 定之 后 ,这 流 形 的 
度量 关系 就 完全 确定 了 .假如 每 一 点 在 每 个 方向 上 的 曲率 都 相 
同 ,等 于 ,那么 这 个 常 曲率 流 形 的 线 元 可 表示 为 
1 
1+ 下 2 
这 就 是 黎 曼 在 就 职 演说 中 惟一 提 到 的 公式 .特别 地 , 当 常 曲率 流 
形 的 曲率 为 0 时 ,可 得 出 平坦 流 形 , 即 与 欧 氏 空间 局 部 等 度量 


> dx ， 
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黎 曼 的 就 职 演说 的 第 三 部 分 涉及 我 们 所 在 的 三 维 空间 , 实 
际 上 是 三 维 流 形 .首先 他 给 出 空间 为 局 部 欧 氏 的 三 个 条 件 .由 于 
空间 即使 为 局 部 欧 氏 的 (平坦 的 ) ,我 们 也 可 以 赋予 它 不 同 的 度 
量 ,因此 我 们 不 可 能 期 望 只 从 拓扑 的 考虑 中 得 出 欧 氏 平行 定理 ， 
空间 的 度量 必须 由 实验 来 确定 . 黎 曼 认为 天 文学 将 判定 哪 种 几 
何 学 适合 我 们 这 个 物理 空间 ,数学 家 所 能 做 的 只 是 分 析 我 们 的 
基础 假定 是 什么 . 歼 曼 还 明确 指出 ,空间 的 无 界 性 比 我 们 对 外 在 
世界 的 其 他 经 验 有 着 更 大 的 经 验 确定 性 .他 认为 ,作为 现实 基础 
的 空间 或 者 是 离散 流 形 ,或 者 是 连续 流 形 .如 果 是 这 样 ,度量 关 
系 的 基础 必须 从 外 界 通过 作用 其 上 的 结合 力 得 到 .判别 这 点 , 则 
是 物理 学 而 非 数学 的 事 .最 后 ,他 早 示 了 他 的 空间 的 非 欧 性 . 

(2) 黎 曼 几 何 学 

在 1854 年 的 就 职 论文 中 , 黎 曼 已 经 建立 了 黎 曼 空间 的 几何 
学 ( 即 黎 曼 几何 学 ) 的 基础 .他 给 出 黎 曼 度量 ,提出 截面 曲率 的 梳 
念 .在 所 有 这 些 曲 率 中 ,可 以 由 下 号 -了 个 推 得 其 余 ,他 还 引进 
党 曲率 空间 的 概念 ,并 给 出 常 曲 率 空间 的 黎 曼 度量 .在 巴黎 之 作 
的 第 二 部 分 , 歼 曼 研究 了 下 列 问题 ;在 什么 情况 下 ,3gydy'dy 可 
以 变 成 已 知 形式 Saydx'dv ,其 中 是 给 定 的 常数 系数 .他 引进 
了 开 以 及 (六 ,让 ) ,此 即 相 当 于 ( 略 有 不 同 ) 后 来 所 谓 克 里 斯 托 非 
尔 记号 及 歼 受 曲率 张 量 的 分 量 . 他 给 出 一 个 二 次 微分 变 成 另 一 
个 的 必要 条 件 ,并 用 (如) 来 表示 .他 还 给 出 ds? 可 变 成 常 系数 
的 条 件 . 


5.4 张 量 分 析 
1869 年 克 里 斯 托 菲 尔 把 1868 年 黎 曼 发 表 的 论文 推广 到 
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维 , 由 于 黎 曼 的 巴黎 之 作 当 时 并 未 发 表 , 他 独立 得 到 黎 曼 的 大 部 
分 结果 ,并 开拓 了 张 量 分 析 的 新 领域 . 

克 里 斯 托 菲 尔 也 考虑 黎 曼 流 形 的 两 个 局 部 参数 系 ui , u，， 
及 他 研究 变换 方程 


ti = Pi Us U2 ) ， 
它 具 有 非 零 函数 行列 式 


其 中 i,a = 1,2,…,n, 那 么 何 时 使 

ds2 = 2 gydudu,, 

ds = 了 有 dd 三 
相等 ? 他 得 出 基本 度量 张 量 g; 的 变换 公式 

Ous Gup 

Bi 二 So 也 3 mi, ， 
其 中 i,a,B=1,2,…,n. 他 引入 第 一 类 及 第 二 类 克 里 斯 托 菲 
尔 符号 [站 , 六 | ,现在 用 ,及 蕊 表 示 , 其 中 


rl/ , 8 _ 3 
人 2 Bu Ou; Ou M 


并 得 出 它们 的 变换 公式 ,而 且 通 过 计算 三 阶 导数 
33 Ua 
Ouduou’ 
再 依据 求 偏 导 顺序 可 交换 规则 得 出 歼 曼 一 克 里 斯 托 非 尔 曲率 张 
量 


Orb OD jo 
Ri in = au 3 和 


从 而 证 明 对 应 曲率 相等 是 度量 张 量 对 应 相等 的 条 件 .他 的 这 篇 


496 近代 数学 史 


论文 实际 上 系统 地 预示 了 后 来 的 绝对 微分 法 与 黎 曼 几何 的 主要 
内 容 .同时 李 普 希 茨 也 发 表 了 一 系列 论文 ,得 到 大 致 相同 的 结 
果 . 

把 这 一 套 技术 脱离 开 几 何 内 容 单 纯 抽 出 来 ,就 形成 现在 所 
说 的 张 量 分 析 , 它 是 由 里 奇 在 1887 年 开始 建立 的 .里 奇 不 考虑 
微分 形式 而 直接 处 理 张 量 及 其 分 量 , 提 出 协 变 及 反 变 张 量 的 区 
分 ,并 且 系统 得 出 求 协 变 导 数 的 方法 , 他 称 之 为 绝对 微分 法 ， 
1892 年 里 奇 发 表 一 个 系统 报告 ,指出 张 量 分 析 在 微分 几何 学 及 
物理 学 中 的 应 用 .1901 年 里 奇 和 他 的 学 生 列 维 - 奇 维 塔 写 出 著 
名 的 总 结 性 论文 《绝对 微分 法 及 其 应 用 》, 使 得 算法 系统 十 分 明 
确 . 不 过 这 个 算法 十 分 繁复 ,只 有 少数 人 才能 理解 并 应 用 它 . 正 
是 由 于 爱 因 斯 坦 在 创立 广义 相对 论 时 ,发 现 它 正好 是 表达 自己 
的 物理 观点 的 工具 ,特别 是 张 量 作为 向 量 的 推广 ,是 表达 物理 量 
的 不 可 少 的 记号 ,从 此 用 向 量 分 析 、 张 量 分 析 的 名 称 代 替 老 的 绝 
对 微分 法 而 大 行 其 道 . 

到 20 世纪, 几何 学 研究 的 重点 是 高 维 的 微分 流 形 , 目标 也 
由 局 部 性 质 逐 步 过 渡 到 整体 性 质 ,特别 是 度量 性 质 与 拓扑 性 质 
之 闻 的 关系 .在 技术 上 也 逐步 由 局 部 的 张 量 分 析 过 渡 到 外 微分 
形式 等 整体 表示 . 近 半 个 世纪 ,几何 学 研究 进入 了 一 个 新 时 代 . 
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本 章 是 全 书 最 长 的 一 章 . 本 章 的 内 容 在 一 般 的 著作 中 分 属 
于 数论 代数、 几何 及 分 析 四 个 互 不 相干 的 数学 领域 ,但 是 从 发 
展 上 看 ,它们 经 过 上 百年 的 进步 ,逐步 形成 一 种 共同 的 代数 结构 
交换 代数 .现代 抽象 的 交换 代数 学 已 经 看 不 到 这 些 具 体 的 
背景 ,可 是 ,作为 数学 史 的 著作 ,应 该 提供 统一 的 思想 . 从 历史 上 
看 ,代数 数论 中 的 惟一 分 解 定理 ,理想 \、 模 等 提供 了 交换 代数 学 
最 早 的 框架 , 而 E* 诺 特 的 戴 德 金 环 则 完全 是 代数 整数 环 的 抽 
象 . 戴 德 金 及 克 洛 耐克 不 约 而 同 地 认识 到 数 域 与 琐 数 域 的 相似 
性 ,后 者 从 中 发 展 了 除 子 的 观念 , 它 直 接 引 向 赋值 论 .代数 几何 
学 最 原始 的 公共 零点 由 希 尔 伯 特 以 不 变 式 论 的 外 衣 , 形 成 诺 特 
环 的 基础 理论 , 反 过 来 ,交换 代数 学 为 代数 几何 学 提供 了 有 力 的 
工具 及 广阔 的 前 景 ,两 者 之 间 的 界限 现在 已 经 逐步 消失 , 融 人 数 
学 中 最 前 党 的 领域 ,在 理论 及 应 用 方面 起 着 核心 的 作用 ， 


1 代数 数论 


正 整数 是 数学 ,特别 是 数论 最 自然 的 研究 对 象 .经 历 或 长 或 
短 的 时 期 之 后 , 零 、 负 整数 及 有 理 数 也 加 入 其 中 .1801 年 高 斯 的 
《算术 研究 ) 的 出 版 ,标志 着 “初等 "数论 的 成 熟 及 系统 化 :加 法 数 
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论 中 的 一 个 基本 定理 一 一 四 平方 和 定理 ,导致 二 次 型 理论 的 研 
究 ; 乘 法 数论 的 基本 定理 一 一 惟一 因子 分 解 定理 的 证 明 ,导致 同 
余 理论 的 系统 阐述 ;以 及 二 次 互 反 律 的 证 明 及 推广 .这 两 条 研究 
路 线 都 导致 不 自然 的 数 一 一 代数 整数 的 产生 .在 当时 ,数学 家 对 
于 新 的 对 象 并 不 欢迎 ,除非 它 证 明 自 己 有 独立 存在 的 价值 .第 三 
条 研究 路 线 一 一 费 尔 马 大 定理 的 求证 ,再 次 引出 另 一 种 代数 整 
数 一 一 分 圆 整数 ,而 且 发 现 它 具有 通常 整数 所 没有 的 性 质 一 一 
惟一 因子 分 解 定理 不 一 定 成 立 . 库 默 尔 为 了 推广 二 次 互 反 律 而 
建立 理想 因子 理论 ,但 他 无 意 把 它 推广 到 一 般 的 代数 整数 上 . 因 
此 ,建立 代数 数理 论 的 工作 历史 地 落 在 戴 德 金 及 克 洛 耐克 身上 . 
如 果 说 1831 年 高 斯 第 一 个 引进 了 代数 整数 这 个 新 对 象 , 那 
么 1871 年 戴 德 金 第 一 个 建立 了 与 通常 数论 不 同 的 新 理论 一 一 
代数 数论 .虽然 代数 数论 的 问题 来 自 通 常 的 数论 (加 法 理论 、 乘 
法 理论 、 丢 番 图 方程 理论 ) 以 及 分 析 ( 椭 圆 函数 论 ) ,但 是 , 它 的 理 
论 已 不 完全 是 对 象 理 论 而 是 结构 理论 ,也 就 是 它 研究 某 种 代数 
数 集合 的 整体 性 质 . 
. 所 谓 代 数 数 是 指 满足 整 系数 多 项 式 方程 
aox* + a1X" 1+"+an=0, ao0 (1) 
的 根 .而 当 ao = 1 时 ,其 根 被 称 为 代数 整数 . 显然 ,代数 整数 与 代 
数 数 有 着 类 似 于 通常 整数 与 有 理 数 的 关系 ,但 是 代数 数论 主要 
不 是 研究 它们 的 特殊 数论 性 质 , 而 是 研究 整体 结构 .正如 有 理 数 
的 全 体 构成 域 ,其 中 整数 构成 环 一 样 , 满 足 方程 (1) 的 代数 数 构 
成 域 ,而 其 中 代数 整数 构成 环 ,我 们 的 主要 目标 是 研究 其 结构 ， 
特别 是 整数 环 中 的 理想 及 素 理想 的 结构 .它们 的 第 一 个 不 变量 
是 理想 的 类 数 ,从 某 种 意义 上 来 讲 , 它 度量 代数 整数 对 惟一 因 
子 分 解 定理 的 偏离 程度 (着 h = 1, 则 惟一 因子 分 解 定理 成 立 ). 
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时 至 今日 ,计算 类 数 仍 是 老大 难 的 问题 . 

代数 数论 的 发 展 大 致 经 历 了 下 面 几 个 阶段 : 

(1) 史 前 时 期 (1830 年 之 前 ). 代 数 数论 是 隐 含 在 二 次 互 反 
律 和 二 元 二 次 型 理论 当中 的 ,在 本 书 中 参见 第 12 章 “ 数 论 ”. 

(2) 代 数 整 数论 时 期 (1831 一 1871). 1831 年 高 斯 引进 代数 数 
论 的 对 象 一 一 代数 整数 , 并 研究 其 数论 性 质 ; 1845 年 , 库 默 尔 引 
进 分 圆 整 数 ,建立 理想 因子 理论 . 

(3) 代 数 数 论 的 建立 (1871 一 1895). 主要 是 戴 德 金 在 编辑 狄 
利克 雷 的 《数论 讲义 》( Vorlesungen uber Zahlentheorie ) 时 ,在 第 二 
版 (1871) 的 附录 X 中 正式 建立 代数 数理 论 , 在 第 四 版 (1894) 中 
建立 系统 的 代数 数理 论 以 及 理想 理论 . 

(4) 类 域 论 (1895 一 1930). 一 开始 类 域 论 是 研究 代数 数 域 ， 
首先 是 有 理 数 域 、 二 次 数 域 等 的 阿 贝 尔 扩张 问题 , 它 来 源 于 克 洛 
耐克 的 主要 猜想 ( 即 有 理 数 域 Q 的 任何 有 限 次 阿 贝尔 扩张 都 包 
含 在 分 圆 域 中 ) 及 其 推广 一 一 青春 之 梦 . 克 洛 耐克 的 主要 猜想 在 
1886 年 由 H: 韦 伯 证 明之 后 ,H'* 韦 伯 于 1891 年 提出 “类 域 "的 概 
念 ,后 来 他 和 和希 尔 伯 特 提出 更 一 般 的 概念 .类 域 论 是 把 代数 数论 
的 特殊 成 果 推 广 到 一 般 情形 . 希 尔 伯 特 提出 的 一 系列 基本 定理 ， 
都 在 20 世纪 最 初 的 30 年 中 陆续 得 到 证 明 ,特别 是 阿 廷 在 1927 
年 证 明 一 般 互 反 律 之 后 ,经 典 类 域 论 可 以 说 大 功 告 成 . 

(5) 代数 数论 及 类 域 论 的 简化 .发展 及 推广 阶段 (1930 一 
1970) .这 是 一 个 多 样 性 时 期 ,不仅 表现 在 方法 上 ,也 表现 在 把 类 
域 论 推广 到 更 一 般 的 域 上 .首先 是 1930 年 类 域 论 被 推广 到 局 部 
域 及 有 限 单 变 元 函数 域 上 .其 后 ,由 于 引进 伊 德尔 (ldele) 而 使 类 
域 论 算术 化 .1950 年 引进 群 的 上 同调 方法 ,构成 推广 的 基础 . 

(6) 朗 兰 兹 纲领 ,1970 年 朗 兰 兹 (Robert Langlands,1936 一 ) 
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把 代数 数论 与 群 表 示 论 联系 起 来 ,从 而 把 代数 数论 纳入 更 大 的 
框架 之 内 ,不 过 这 个 伟大 建筑 才刚 刚 开 始 , 许 多 猜想 还 有 待 证 
明 . 


1.1 早期 的 代数 数论 


第 一 个 严格 引入 代数 整数 概念 的 是 高 斯 ,这 与 他 在 1828 一 
1832 年 研究 四 次 互 反 律 有 关 . 为 了 推广 二 次 互 反 律 ,他 感到 有 
必要 把 原来 的 有 理 整数 概念 加 以 推广 ,而 建立 一 种 全 新 的 整数 
概念 , 即 形 如 

a+bi 
的 “ 数 ” ,其 中 a,b 是 通常 的 有 理 整 数 ,i 是 x* + 1=0 的 根 .他 称 
这 种 数 为 复数 (Complexen Zahlen) ,为 了 与 通常 的 复数 区 别 开 , 我 
们 这 里 称 之 为 复 整 数 .高 斯 对 于 复 整 数 引 进 加 法 、 减 法 及 乘法 ， 
发 现 它 们 也 具有 通常 有 理 整 数 的 性 质 ,只 是 有 理 整 数 的 “单位 ” 
为 +1 及 -1 现在 变 成 4 个 , 即 +1 -1 +i 一 i. 如 果 两 数 相差 
一 个 单位 因子 , 则 称 之 为 相伴 ,在 分 解 因 子 时 可 不 加 区 别 .高 斯 
的 重要 贡献 在 于 他 把 通常 整数 的 惟一 因子 分 解 定理 推广 到 复 整 
数 上 ,从 而 开辟 了 代数 数论 的 新 领域 .为 此 ,他 对 每 个 复 整 数 a 
= a + bi 引进 一 个 范 数 
N=(g+bi)(a-bi)=a’+b, 


从 而 可 推出 
NaB = Na NB. 
然后 他 定义 素数 :如 果 一 个 复 整数 不 是 单位 ,也 不 能 表 为 两 个 非 
单位 复 整 数 的 乘积 ,他 称 这 个 复 整数 为 素数 .由 这 个 定义 ,虽然 
通常 的 合 数 仍然 是 合 数 ,但 通常 的 素数 不 一 定 仍 是 素数 ,例如 
2= (1+i)(1 -i), 


第 14 章 通 向 交换 代数 的 诸 理论 507 


5=(1+2i)(1-2i). 
更 一 般 地 讲 ,4n + 1 型 素数 p 都 不 再 是 素数 ,因为 
p= m+rn=(mt+ni)(m-— ni). 

另 一 方面 ,高 斯 证 明 ,4n + 3 型 素数 在 复 整数 中 仍 是 素数 ,他 证 
明 下 述 定理 ; 

a + bi(a 关 0,5 尖 0) 是 素数 当 且 仅 当 其 范 数 是 素数 或 4n + 
3 型 素数 的 平方 . 

然后 他 对 复 整 数 引进 欧 几 里 得 算法 并 证 明 惟 一 因子 分 解 定 
理 , 还 部 分 证 明 四 次 互 反 律 .因此 ,他 意识 到 他 的 理论 开辟 了 无 
限 广阔 的 前 景 .他 说 ,“ 这 个 理论 ,从 某 种 意义 上 来 讲 , 是 高 等 算 
术 的 无 限 推广 ”, “我 们 必定 可 以 从 算术 领域 的 扩张 中 找到 一 般 
理论 的 天 然 宝 藏 ”他 充分 意识 到 ,通过 复数 可 以 得 出 通常 整数 
的 许多 结果 ,而 这 是 用 通常 方法 所 办 不 到 的 .例如 ,他 注意 到 三 
次 互 反 律 与 a + bp 型 整数 的 数论 有 关 , 其 中 p? = 1,p 径 1 

正 是 因为 “复数 "如 此 有 用 ,长 期 以 来 便 用 它 称呼 一 般 的 代 
数 整数 ,甚至 对 m + n VD 型 的 代数 整数 (D > 0) 也 不 例外 . 

19 世纪 40 年 代 , 狄 利克 雷 、 爱 森 斯 坦 及 埃 尔 米 特 独立 地 推 
广 高 斯 复数 成 一 般 的 n 次 代数 整数 , 即 n 次 多 项 式 

(xz)= 妇 +alxn I++an +on=0 

的 根 ,其 中 a1, as,…, as 均 为 有 理 整数 . 爱 森 斯 坦 还 注意 到 ,有 
必要 证 明代 数 整数 的 和 , 差 、. 积 仍 是 代数 整数 , 这样, 代数 数论 的 
对 象 正式 得 到 确认 . 

仿照 通常 整数 及 复 整数 的 理论 ,代数 数论 的 基本 定理 也 应 
该 是 惟一 因子 分 解 的 问题 .为 此 ,首先 要 定义 单位 ,其 次 要 定义 
素数 ,然后 再 研究 惟一 因子 分 解 的 问题 . 

单位 理论 的 特殊 情形 先是 由 爱 森 斯 坦 在 1844 年 对 三 次 代 
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数 整 数 , 克 洛 耐克 在 1845 年 对 分 圆 整数 ,以 及 埃 尔 米 特 对 更 一 
般 情 形 给 出 的 ,但 是 1846 年 狄 利克 雷 最 终 建立 了 完整 的 一 般 代 
数 整 数 单位 理论 . 

设 0 为 n 次 代数 整数 

flx)=x tar ++ oar+a=0 (2) 

的 根 ,91,0,,…,6, 为 /(x) =0 的 nn 个 根 , 则 形 如 

g9(0)= bo+ bi19+…+b,_19 (为 有 理 整数 ) 
的 复 整数 被 称 为 单位 ,如果 

o(0)2(0)…p(0) = 1 
假如 方程 (2) 有 r 个 实 根 ,r; 对 共 纯 复 根 ,r = ri+ rs 一 1, 则 单位 
均 可 表 成 
EieT1e2a…er 1=1,2,,r 

的 形式 ,其 中 8; 是 单位 根 , mi ,…, m, 是 非 负 整数 , el,…,e, 被 
称 为 基本 单位 .但 是 对 于 具体 的 代数 整数 ,明显 造 出 单位 决 非 易 
事 . 对 于 二 次 代数 整数 ,这 需要 求解 配 尔 方程 ;对 于 高 次 代数 整 
数 , 就 更 加 困难 . 直到 最 近 ,它们 都 是 代数 数论 研究 的 一 个 课题 . 

在 代数 数论 产生 之 前 ,高 斯 的 二 元 二 次 型 理论 实际 上 已 是 
二 次 代数 整数 的 代数 数论 ,至 于 个 别 的 代数 整数 , 欧 拉 及 狄 利克 
雷 在 证 明 费 尔 马 大 定理 的 特殊 情形 时 都 用 到 过 .但 一 般 的 二 次 
代数 整数 最 早 是 由 狄 利克 雷 在 1832 年 首先 引进 的 ,当时 他 只 是 
考虑 形 如 t+ ya 的 代数 整数 ,其 中 a 无 平方 因子 ,1,w 是 通常 
整数 ,他 当时 并 没有 意识 到 它们 与 高 斯 复 整数 有 多 大 区 别 . 狄 利 
克 雷 对 代数 数论 的 另 一 项 重大 贡献 是 于 1838 一 1839 年 给 出 二 
次 域 天 的 类 数 公式 ,不 过 他 同 高 斯 一 样 ,是 用 二 次 型 的 语言 来 
表述 的 : 
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El 


5 之 (二 js， d<0; 
-oge, Sas) el sin) .a> 


其 中 4 为 二 次 域 K 的 判别 式 ， w 是 KK 中 包含 单位 根 的 个 数 ， 
h(q) 为 kK 的 类 数 ,e > 1 表示 d >0 时 的 基本 单位 . 

1844 年 , 库 默 尔 引 进 男 一 类 重要 的 特殊 代数 数 一 一 分 圆 数 
5 ,它们 是 分 圆 多 项 式 

D(x)=x ltr t+x+1l=0 
的 根 ,其 中 4 是 素数 .他 研究 分 圆 整 数 
p(8)=b+DS++ 有 2 biEZ 

时 注意 到 , 这 种 形式 的 素数 与 通常 的 素数 不 同 , 通 常 的 素数 p 
满足 下 列 两 个 条 件 : 

QD 它们 不 能 表示 成 两 个 非 单 位 的 因子 之 积 ; 

@ 如 果 p 整除 a6, 则 p 整除 a 或 4. 
库 默 尔 发 现 ,分 圆 整数 具有 性 质 名 ,但 不 一 定 具 有 性 质 名 .为 了 
挽救 这 种 惟一 因子 分 解 定理 失败 的 情况 ,他 引进 “一 种 新 的 复 
数 ,我 称 之 为 理想 复数 ". 他 的 论文 于 1846 年 在 柏林 科学 院 的 一 
次 会 议 上 宣读 , 1847 年 发 表 . 1847 年 他 还 发 表 另 外 两 篇 论文 详 
细 氢 述 他 的 理论 . 1856 年 他 把 他 的 理论 推广 到 任意 分 圆 域 ( 即 4 
不 一 定 是 素数 ) ,1859 年 又 推广 到 库 默 尔 扩张 . 

库 默 尔 理论 有 两 个 最 伟大 的 创造 性 思想 : 

(1) 为 了 分 解 分 圆 整数 ,只 需 分 解 通常 的 素数 ;而 分 解 通常 
的 素数 ,只 需 研究 B(x)modp 的 分 解 . 库 默 尔 证 明 : 如 果 p = ma 
+1, 则 B(x)modp 可 分 解 成 线性 因子 , 即 


@(z) = (rw). 


h(d)= 
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在 这 种 情况 下 ,他 假设 素数 p 有 如 下 的 分 解 
P= PiPp2 Pi-1; 
其 中 因子 p; 或 是 真正 的 或 是 理想 的 . 
设 p 满 是 p=1(modX), 当 hk<f 时 ,pt 兰 1(modA4), 且 ef= 
4 一 1, 库 默 尔 引 进 
DA)=(y- qo)(y -Dy ne-1), 


DB.(y) = (yw) (modp). 
仿照 前 面 的 作法 ,他 得 出 
P= Popl''Pe-1; 

而 这 些 p,; 是 所 有 的 素 理 想 因子 . 

(2) 对 于 p 的 每 个 素 因 子 引进 局 部 单 值 化 元 素 , 这 实际 上 
是 后 来 的 赋值 .这 样 他 得 到 分 圆 整 数 的 可 除 性 理论 ,并 且 证 明 惟 
一 理想 因子 分 解 定理 . 

库 默 尔 还 定义 理想 因子 的 等 价 关 系 , 并 且 在 这 种 等 价 关系 
下 把 理想 因子 分 成 等 价 类 ,而 且 证 明理 想 因子 的 类 数 是 有 限 的 . 
对 于 每 一 类 ,他 都 找到 一 个 元 素 , 其 范 数 最 小 ,并 且 算出 类 数 .在 
这 些 方 面 , 拉 格 朗 日 及 高 斯 关于 二 次 型 的 理论 为 他 提供 了 样板 . 

这 样 ,他 只 差 一 步 就 走 进 抽象 代数 的 大 门 ,这 要 等 戴 德 金 的 
理想 理论 和 克 洛 耐克 的 除 子 理论 来 完成 . 库 默 尔 始终 把 理想 因 
子 看 成 “ 数 ” ,而 没 能 把 它们 区 别 开 . 他 证 明 , 理 想 因子 的 适当 有 
限 次 蜘 总 是 一 个 “复数 ”. 因此 ,他 无 法 构造 出 一 般 的 代数 数论 ， 
这 个 任务 只 有 等 戴 德 金 去 完成 . 

尽管 如 此 ,保守 的 库 软 尔 运用 他 的 分 圆 整数 足以 完成 两 大 
伟业 : 

(D1847 一 1850 年 间 ,对 所 有 正则 素数 证 明 费 尔 马 大 定理 . 
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1858 一 1864 年 间 ,对 素数 指数 表述 并 证 明 震 剩余 互 反 律 
(最 后 论文 于 1887 年 发 表 ). 


1.2 戴 德 金 的 代数 数论 


到 1871 年 之 前 ,代数 数论 只 不 过 是 “代数 整数 ”的 乘法 理 
论 ,而 所 谓 代数 整数 是 整 系数 多 项 式 方程 


n-l 


六 +aX ++an_lxX+a,=0 
的 根 96. 狄 利克 雷 、 爱 森 斯 坦 . 柯 西 和 库 默 尔 都 把 代数 整数 写成 
bo+ b10+°+b 1 !, (3) 


其 中 所 有 5; 均 为 通常 整数 .但 是 ,代数 整数 是 通常 整数 的 推广 . 
整数 不 仅仅 有 加 法 减法、 乘法 运算 ,而 且 , 它 们 还 相 除 ( 分 母 不 
为 0) 产生 有 理 数 .由 9 和 有 理 数 经 过 加 减 , 乘 . 除 之 后 ,可 以 得 
出 “代数 有 理 数 " ,那么 它们 中 间 的 “代数 整数 "是 否 完全 具有 (3) 
的 形式 呢 ? 戴 德 金 在 狄 利克 雷 的 《数论 讲义 》 第 二 版 (1871) 附 录 
X 中 第 一 次 明确 提出 这 个 问题 . 

有 趣 的 是 ,牛顿 在 他 的 《通用 算术 》(1707) 一 书 中 对 于 实 二 
次 代数 整数 ,已 完全 解决 这 个 问题 . 设 D 为 没有 平方 因子 的 正 
整数 , 则 对 于 实 二 次 代数 整数 , 当 D=2 或 3(mod 4) 时 ,具有 

m+n dD, m,n€Z 

的 形式 ,但 D=1(mod 4) 时 ,整数 具有 


m+ mV 万 
2 


的 形式 , 且 m=n(mod 2) .不 过 到 19 世纪 ,牛顿 的 著作 早 被 人 遗 
忘 了 . 

从 这 个 问题 出 发 , 戴 德 金 建立 了 系统 的 代数 数论 ,他 的 理论 
框架 至 今 仍 然 被 采用 . 其 主要 特点 有 : 
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(1) 对 应 于 有 理 数 、 整 数 及 素数 ,他 建立 起 代数 数论 的 三 级 
结构 . 
(2) 与 以 前 的 局 部 观点 不 同 , 他 采用 整体 (或 全 局 或 大 范围 ) 
观点 , 即 主要 考虑 集合 而 不 是 数 , 这 样 ,他 得 出 代数 数 体 .代数 整 
数 环 、 理 想 三 级 结构 ,并 引 人 他 的 公理 化 方法 ,这 些 成 为 后 来 抽 
象 代数 中 相应 概念 的 出 发 点 . 

(3) 他 把 数 之 间 的 关系 (如 被 … 整 除 ,是 … 的 倍数 ) 系 统 地 表 
为 集合 论 的 语言 (如 包含 于 … 中 ) ,这 样 ,数论 的 定理 就 成 为 数学 
结构 的 定理 . 


1.2.1 数 体 及 代数 整数 理论 


戴 德 金 的 观点 是 非常 现代 的 ,他 所 定义 的 体 与 现在 的 不 同 
之 处 只 是 局 限于 复数 域 或 实数 域 的 子 域 ,他 通过 扩张 引进 体 , 然 
后 引入 模 (Module) 的 概念 :对 于 一 个 实数 系 或 复数 系 4A, 其 中 数 
的 和 及 差 均 属于 4 的 被 称 为 模 . 

如 果 a - 6E4 , 则 戴 德 金 记 作 


a=PB(moda). 
对 于 自由 Z 模 m, 以 a1,…,&, 为 基 , 则 定义 m 的 判别 式 为 
ca 人 os af?) 
Dl(m)= 
dl) am) 


其 中 at) 表示 ui 的 共 轿 数 . D(m) 是 有 理 数 , 不 依赖 于 m 的 选 
取 . 一 个 代数 数 域 K 的 代数 整数 全 体 构 成 环 ( 他 称 之 为 Ord- 
nung) OF ,这 时 D( Ox) = Dx ,也 被 称 为 代数 数 域 的 判别 式 ( 他 称 
之 为 基数 Grundzahl) . 戴 德 金 证 明 的 第 一 个 重要 定理 是 kK 中 代 
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数 整数 环 Ok 的 整 基 存在 ,也 就 是 所 有 代数 整数 均 可 表 为 

Riol+…+hcon，， hiEZ, 
戴 德 金 称 wj ，…,w。 为 基本 系 . 戴 德 金 的 重要 发 现 是 基本 系 不 
一 定 是 代数 数 域 的 基 ,更 不 一 定 是 形 如 1,9,…, 89-! 的 宕 基 , 换 
句 话 说 ， 

bo+ bi0++ bi10°-! 

不 能 像 前 人 所 考虑 的 那样 穷尽 所 有 代数 数 域 中 的 代数 整数 ,如 
果 一 定 要 这 样 表示 的 话 , 则 有 的 代数 整数 的 系数 5; 可 能 是 分 
数 ,例如 对 于 某 些 实 二 次 数 域 就 是 如 此 .凑巧 的 是 , 当 p 是 素 
数 , 5, 是 次 单位 根 时 ,1, 6,,…, 名 "正好 是 分 圆 数 域 中 的 分 
圆 整 数 环 的 整 基 , 因 此 库 默 尔 的 理论 正好 都 对 1 


1.2.2 理想 理论 


戴 德 金 把 代数 整数 明确 之 后 ,开始 建立 理想 理论 . 戴 德 金 知 
道 ,对 于 一 般 的 代数 整数 来 说 ,不 可 分 解 性 与 素性 并 不 重合 .他 
举 出 简单 的 例子 :在 域 0(v -5) 即 由 V -5 生成 的 代数 数 域 中 ， 

6=2:3=(1+vV -5)(1-v -5), 

2,3,1+vV -5,1-v -5 都 是 不 可 分 解 的 数 ,但 不 是 素数 . 为 此 ， 
他 引进 代数 整数 环 0 中 理想 4 的 概念 : 

QA4 是 模 ; 

@4 中 的 数 与 0 中 的 数 的 积 仍 属于 4. 
如 果 理 想 4 的 每 一 元 素 可 表 为 clal + czaz+ … + cran( 其 中 
为 K 中 的 任意 代数 整数 ), 则 称 4 由 ci ,… ,a 生成 ,并 表 为 (a1， 
…,an) .如果 n=1, 即 由 一 个 整数 生成 的 理想 ,被 称 为 主 理想 . 
对 于 理想 可 以 定义 乘法 , 若 4 = (a1,…,ayp),B= (Bi,…,B,), 则 
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AB = (aipBuaip ya 后，apnpy)， 
其 中 1<i<p,1<j<gq. 然 后 他 定义 整除 的 概念 : 
如 果 BC4, 则 称 4 被 8 整除 ,B 被 称 为 4 的 因子 . 
戴 德 金 证 明 ,每 个 理想 均 只 有 有 限 多 个 因子 ,有 理想 的 乘法 
中 , 主 理想 (1) = 0 起 着 单位 的 作用 . 这样 他 定义 素 理想 p 为 只 
以 0 及 p 为 因子 的 理想 .但 是 在 1871 年 他 还 不 能 证 明 素 理想 有 
类 似 于 素数 的 性 质 , 即 如 果 BC4, 则 存在 惟一 素 理想 C ,使 得 
A = BC. 为 了 证 明 这 点 ,他 花 了 几 年 时 间 , 并 在 狄 利克 雷 的 《 数 
论 讲义 》 第 三 版 (1879) 中 发 表 , 由 此 他 得 出 理想 论 基 本 定理 :每 
个 非 单位 的 理想 或 是 素 理想 ,或 可 惟一 表 为 素 理想 之 积 . 


1.2.3 理想 类 数 与 戴 德 金 5 函数 


戴 德 金 对 于 代数 整数 环 0 中 的 理想 引进 一 个 等 价 关 系 .对 
于 两 个 理想 1, J ,如果 存在 非 零 的 代数 整数 a,5E 0 ,使 得 ol = 
4b ,那么 1,J 被 称 为 等 价 的 .所 有 理想 在 这 个 等 价 关 系 之 下 被 
划分 为 等 价 类 ,而且 等 价 类 通过 理想 的 乘法 也 可 定义 类 的 乘法 . 
戴 德 金 证 明 ,代数 整数 环 的 理想 类 构成 有 跟 阿 贝尔 群 ,这 个 群 补 
称 为 该 代数 数 域 或 代数 整数 环 的 类 群 ,类 群 的 阶 数 被 称 为 类 数 
. 戴 德 金 还 证 明 , 对 于 二 次 域 及 分 圆 域 ,该 类 数 h 与 狄 利克 雷 
算出 的 二 元 二 次 型 类 数 和 库 默 尔 算出 的 分 圆 域 类 数 相等 .为 了 
计算 一 般 代数 数 域 的 类 数 , 他 于 1877 年 引进 戴 德 金 5 函数 


ov -HT 
bx(s) = LN) DONG) 


(其 中 过 代数 数 域 的 所 有 理想 a,II 过 所 有 素 理 想 8,N 表 
示范 数 ), 并 用 它 在 极点 * = 1 的 留 数 来 计算 类 数 
lim (s -1)tx(s)= gh, 
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其 中 为 域 K 的 类 数 ,g 为 与 域 K 有 关 的 常数 .这 个 公式 是 以 
后 计算 类 数 的 基础 ， 

用 戴 德 金 的 理论 同样 也 可 以 把 狄 利 克 雷 的 单位 理论 推广 到 
代数 整数 环 上 ,这 时 整数 环 的 单位 构成 一 个 有 限 生成 的 阿 贝尔 
群 . 至 此 ,代数 整数 得 到 一 个 系统 的 理论 . 戴 德 金 特别 把 自己 的 
二 次 域 理论 与 高 斯 一 犹 利克 雷 的 二 元 二 次 型 理论 对 应 起 来 , 同 
时 把 分 圆 域 理论 与 库 默 尔 理 论 对 应 ,这 样 就 成 为 上 述 理 论 完 美 
而 漂亮 的 推广 ， 

代数 数理 论 虽 然 建立 起 来 ,但 是 对 于 具体 的 域 ,计算 问题 并 
非 易 事 . 对 代数 整数 环 来 讲 , 最 主要 的 不 变量 是 类 数 hh, 它 可 以 
看 成 惟一 因子 分 解 定理 的 偏差 . 当 h =1 时 ,惟一 因子 分 解 定理 
成 立 .高 斯 猜想 ,有 无 穷 多 实 二 次 域 具 有 类 数 1. 这 个 大 问题 尚 
未 解决 .高 斯 还 猜想 ,对 虚 二 次 域 O(V - d ), 随 着 d 趋 于 无 穷 ， 
Ad) 一 o .这 已 于 1934 年 被 证 明 . 但 h=1 的 虚 二 次 域 只 有 有 
限 多 个 .这 直到 1967 年 才 通 过 丢 番 图 逼近 法 完全 解决 ,总 共 只 
有 9 个 , 即 0(V -dd),d=1,2,3,7,11,19,43,67,163. 对 于 虚 二 
次 域 ,1971 年 证 明 共 有 18 个 域 h = 2, 1977 年 证 明 共 有 16 个 域 
h=3, 共 有 54 个 域 h =4.1976 年 哥 德 费 尔 德 (Dorian. M. Gold- 
feld,1947 一 ”) 把 求 给 定 类 数 的 虚 二 次 域 的 问题 归结 为 椭圆 曲 
线 的 问题 , 1983 年 格 罗 斯 (Benedict. Gross, 1950 一 “) 和 查 基 埃 
(Don. Zagier,1951 一 ”) 得 出 有 效 可 计算 的 界 , 即 

h(K)> C(e)log “ld(K)|, 
其 中 e 为 任意 正 数 , C(e ) 为 有 效 可 计算 的 常数 ,d(K) 为 具有 类 
数 h(K) 的 域 的 判别 式 .由 此 , 虚 二 次 域 问 题 原则 上 得 到 解决 . 

对 于 分 圆 域 K; , 如果 m 手 2(mod 4) ,所 有 类 数 h(K,)=1 

的 分 圆 域 已 于 1976 年 求 出 ,而 其 他 情形 均 十 分 困难 .对 于 三 次 
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域 . 四 次 域 以 及 高 次 域 的 类 数 计 算 ,也 有 大 量 文献 ， 
值得 注意 的 是 ,类 数 的 计算 只 是 第 一 步 ,其 后 计算 类 群 更 为 
复杂 . 同样 ,计算 单位 也 是 极为 困难 的 问题 . 


1.2.4 相对 扩张 及 非 分 支 扩张 


到 此 为 止 ,代数 整数 的 理论 可 以 说 相当 完满 . 1882 年 , 戴 德 
金 开 始 进一步 推广 他 的 理论 . 他 认为 用 体 或 域 的 理论 来 表述 代 
数 整数 的 理论 更 为 适宜 .以 前 的 代数 数 域 都 是 在 有 理 数 域 的 基 
础 上 添加 一 些 代 数 方程 的 根 形 成 的 ,现在 他 考虑 在 代数 数 域 天 
上 再 添加 以 天 的 元 素 为 系数 的 代数 方程 的 根 所 形成 的 扩张 域 
Z ,他 称 之 为 相对 扩张 .其 中 的 基本 问题 是 ,K 的 代数 整数 环 Ok 
中 的 素 理想 p ,在 工 的 代数 整数 环 0: 上 如 何 分 解 成 其 中 素 理想 
的 乘积 , 即 所 有 … 记 如果 e; >1, 则 称 B; 是 p 上 的 分 支 理 想 ,e， 
被 称 为 分 支 指数 .仿照 1881 年 对 于 有 理 数 域 的 考虑 ,他 构造 L/ 
KK 的 相对 差 积 Diyx ,并 证 明定 理 ; 

O01 的 素 理想 8 在 pC Ok 上 分 支 当 且 仅 当 Bl Dix. 
这 样 ,相对 扩张 理论 也 得 到 很 好 的 阐述 .不 过 , 戴 德 金 的 许多 结 
果 直 到 1932 年 才 在 其 《全 集 》 中 发 表 . 在 此 之 前 , 希 尔 伯 特 率先 
在 他 的 《数论 报告 )( Zahlberichi )(1897) 中 发 表 了 相应 的 理论 . 

戴 德 金 的 代数 整数 论 只 是 1870 一 1890 年 间 三 种 理论 中 的 
一 种 , 却 是 具有 完满 形式 的 一 种 .另外 两 种 理论 虽然 并 不 成 熟 ， 
但 也 为 后 来 的 发 展开 辟 了 新 路 线 ， 

俄国 数学 家 左 洛 塔 廖 夫 是 库 默 尔 局 部 理论 的 继承 者 ,1878 
年 他 对 于 每 个 素数 p 定义 p -整数 .虽然 他 没有 明确 给 出 定义 ， 
但 是 与 30 年 后 德国 数学 家 享 塞 尔 定义 的 mod p 整数 相同 . 

享 塞 尔 的 定义 如 下 : 
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有 理 数 a = m/n 被 称 为 mod p 整数 ,如 果 分 母 n 不 被 p 整 
除 . 

代数 数 8 被 称 为 mod p 整数 ,如 果 它 满足 

Pr+BB" I++B,=0, 
其 系数 是 有 理 数 的 mod p 整数 . 

左 洛 塔 麻 夫 证 明 ,a 是 0(9) 中 的 整数 当 且 仅 当 它 对 所 有 p 
均 为 mod p 整数 .然后 他 发 展 了 mod p 整数 的 算术 理论 ,但 他 的 
理论 只 是 享 塞 尔 大 大 发 展 的 局 部 理论 的 一 部 分 . 

德国 数学 家 克 洛 耐克 发 展 了 除 子 理论 , 它 比 戴 德 金 的 理论 
更 为 复杂 更 为 基本 ,对 此 已 有 系统 的 研究 .我 们 在 下 节 只 介绍 
他 的 与 类 域 论 有 关 的 工作 . 


1.3 类 域 论 


前 一 阶段 的 代数 数论 ,研究 中 心 集中 于 代数 整数 及 其 构成 
的 环 上 ,也 就 是 偏重 于 从 算术 方面 去 研究 .后 一 阶段 ,我 们 着 重 
从 由 代数 数 构成 的 域 的 方面 来 研究 ,也 就 是 偏重 于 其 代数 的 方 
面 .更 具体 来 说 ,过 去 我 们 没有 过 多 考虑 定义 代数 数 的 代数 方程 
及 其 伽 罗 华 群 ,现在 我 们 将 把 它们 纳入 考虑 的 范围 . 

最 基本 的 可 解 代数 方程 是 阿 贝尔 方程 ,也 就 是 其 伽 罗 华 群 
是 阿 贝 尔 群 , 阿 贝 尔 及 伽 罗 华 都 对 这 种 方程 进行 过 研究 . 19 世 
纪 40 年 代 末 50 年 代 初 , 克 洛 耐克 开始 研究 这 种 方程 ,并 总 结 出 
两 个 猜想 .第 一 个 猜想 首先 在 1853 年 发 表 : 

阿 贝尔 方程 的 所 有 的 根 都 是 单位 根 的 有 理 函 数 , 反 过 来 ,每 
个 单位 根 的 所 有 有 理 函 数 都 是 某 个 阿 贝尔 方程 的 根 . 

用 现代 语言 来 描述 ,就 是 : 

有 理 数 域 Q 的 任何 阿 贝尔 扩张 域 都 是 某 个 分 圆 域 O( 8) 的 


512 近代 数学 史 


子 域 (其 中 gr =1, 5 头 圭 1). 反 过 来 ,分 圆 域 的 所 有 子 域 都 是 阿 
贝尔 域 . 

克 洛 耐克 对 这 个 猜想 没有 给 出 证 明 , 第 一 个 证 明 是 德国 数 
学 家 了 H' 韦 伯 在 1886 年 给 出 的 ,由 此 ,开辟 了 类 域 论 的 道路 . 

克 洛 耐克 的 第 二 个 猜想 被 他 自己 说 成 是 “最 亲切 的 青春 之 
梦 ” (liebster Jugendtraum ) : 

设 丰 = Q(V - dg) 是 一 个 虚 二 次 域 , 则 以 让 为 系数 的 代数 方 
程 的 根 均 可 表 为 Vv - d、 某 个 单位 根 以 及 模 函 数 j 的 某 些 值 
j(ci)( 常 被 称 为 奇异 模 ) 的 有 理 函 数 . 

克 洛 耐克 原来 的 表述 并 不 十 分 精确 ,下 :韦伯 在 1908 年 给 出 
部 分 证 明 , 1920 年 日 本 数学 家 高 木 贞 治 (Takagi Teiji, 1875 一 
1960) 给 出 完全 而 正确 的 表述 及 证 明 . 

沿 着 这 条 途径 发 展 ,就 是 希 尔 伯 特 在 1900 年 提出 的 23 个 
著名 问题 中 的 第 12 个 问题 : 

如 果 上 是 Q 的 有 限 阿 贝 尔 扩张 ,K 是 大 的 有 限 阿 贝尔 扩 
张 ,是 否 能 够 求 出 一 些 与 上 有关 的 “好 "的 解析 函数 pl(z)， 
92(z),…, gp (z), 使 得 对 z 的 适当 数值 zj,…, xm, 天 同 构 于 
(gi(z1),… 9,(%)) 的 子 域 ? 

这 个 问题 如 此 基本 ,清楚 而 漂亮 ,成 为 代数 数论 乃至 整个 数 
学 最 重要 的 问题 之 一 .不 过 100 年 来 ,尽管 已 经 取得 不 少 进步 ， 
但 是 , 离 完 全 解决 为 时 尚 早 . 

另外 , 希 尔 伯 特 对 类 域 论 提 出 一 系列 基本 定理 ,特别 是 对 于 
任意 代数 数 域 , 类 域 的 存在 性 定理 在 1907 年 由 奥地利 数学 家 富 
特 万 格 勒 (Philipp Furtwingler, 1869 一 1940) 证 明 , 他 还 在 1930 年 
证 明 主 理想 定理 . 至 此 ,类 域 论 的 漂亮 大 厦 全 部 建成 . 其 后 ,代数 
数论 及 类 域 论 从 各 方面 进行 推广 ,已 经 取得 丰硕 成 果 , 并 产生 各 
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种 各 样 的 应 用 ,特别 是 在 丢 番 图 方程 和 编码 理论 上 都 取得 重大 
突破 . 


2 代数 函数 论 


代数 函数 论 现在 已 经 完全 淹没 在 现代 数学 的 汪洋 大 海 之 
中 ,很 少 有 人 提起 了 .而 在 19 世纪 , 它 却 处 于 数学 的 中 心 ,涉及 
椭圆 积分 及 椭圆 函数 . 阿 贝 尔 积分 及 阿 贝 尔 函数 的 问题 ,几乎 是 
评价 数学 家 成 就 的 试金石 .许多 大 数学 家 之 所 以 在 当时 了 不 起 ， 
并 非 由 于 我 们 现在 认为 的 那样 ,是 对 数学 的 一 些 普遍 问题 .基础 
问题 提出 正确 的 观点 ,而 是 由 于 他 们 在 这 个 领域 的 杰出 工作 .从 
高 斯 、 阿 贝尔 、 雅 可 比 \ 埃 尔 米 特 到 克 莱 因 、 庞 加 莱 , 无 不 因 在 这 
个 领域 有 突出 贡献 而 闻名 .而 黎 曼 及 外 尔 斯 特 拉 斯 更 是 因为 他 
们 对 阿 贝尔 函数 的 工作 而 获得 他 们 的 名 声 和 职位 ,而 并 非 如 现 
在 所 认为 的 那样 是 几何 基础 . 复 变 函 数论 .数论 .分 析 基 础 等 工 
作 . 不 过 ,从 19 世纪末 开始 ,由 于 数学 追求 一 般 性 .普遍 性 、 抽 象 
性 ,代数 函数 论 从 分 析 上 纳入 复 变 函 数论 ,从 几何 上 纳入 代数 几 
何 学 ,到 20 世纪 中 叶 , 经 一 般 域 论 .代数 拓扑 乃至 数论 的 分 解 ， 
它 已 经 完全 代数 化 ,并 随同 一 般 域 上 的 代数 曲线 论 进 入 了 交换 
代数 的 范畴 . 


2.1 椭圆 积 


19 世纪 初 ,数学 的 中 心 课题 集中 于 椭圆 函数 及 其 推广 上 ， 
它 不 仅 是 最 基本 的 非 初 等 函数 ,直接 导致 代数 函数 论 及 代数 几 
何 学 的 发 展 ,而 且 在 数论 和 数学 物理 上 都 有 着 广泛 的 应 用 ， 

从 历史 上 讲 , 椭 圆润 数 来 源 于 椭圆 积分 ,是 通过 椭圆 积分 反 
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演 得 到 的 ,正如 三 角 函 数 ( 圆 函 数 )sinx 是 由 积分 


” dz& 
ov 1-w 
反 演 得 到 的 .椭圆 函数 是 椭圆 积分 
| Rex, yas 
的 到 演 , 其 中 R(x,y) 是 x,Y 的 有 理 泪 数 ,日 y? 是 x 的 三 次 或 
四 次 多 项 式 ( 无 重 因子 )p(x), 它 的 特殊 情形 是 


arcsin = | 


<t<l 


‘ dt 

| VIA/ << 
这 种 积分 出 现在 求 椭 圆 浙 长 的 问题 中 ,因此 而 得 名 .但 实际 上 它 
并 不 局 限于 求 椭 圆 弧 长 的 问题 , 求 双 曲线 及 双 纽 线 等 的 弧 长 同 
样 也 遇 到 椭圆 积分 .在 阿 贝尔 首先 把 椭圆 积分 反 演 得 出 椭 匮 函 
数 之 前 ,一般 也 把 椭圆 积分 称 为 椭圆 函数 或 椭圆 超越 函数 ,这 不 
过 是 历史 的 插曲 . 

林 贺 积分 自然 出 现在 求 椭 加 及 双 曲 线 的 弧 长 . 单 摆 的 周期 、 

弹性 细 杆 的 弯曲 等 问题 当中 ,但 求 积分 遇 到 极 大 困难 . 莱 布 尼 茨 


在 研究 积分 法 时 , 曾 设 想 一 个 “纲领 , 即 把 积分 | rpas 都 归 
结 为 “已 知 函数 ”的 “封闭 形式 ”, 也 就 是 求 出 由 初等 函数 以 有 限 
的 加 \ 减 .乘除 形式 表现 出 来 的 函数 g(x), 使 g(x)=/(x). 当 
时 所 知道 的 函数 无 非 是 现在 所 说 的 初等 函数 , 即 代数 函数 (多 项 
式 及 有 理 分 式 ) .指数 函数 及 三 角 函 数 以 及 它们 的 反 演 , 在 实现 
莱 布 尼 茨 纲领 上 ,椭圆 积分 是 数学 家 所 磁 到 的 第 一 个 障碍 ,经 过 
当时 数学 家 的 努力 ,还 是 不 能 把 椭圆 积分 表 成 上 述 的 理想 形式 ， 
以 致 1694 年 雅 各 布 ' 伯 努 利 就 猜想 这 项 任务 不 可 能 完成 . 这 个 
猜想 直到 1833 年 才 由 法 国 数学 家 刘 维 尔 证 明 . 他 证 明 , 包 括 椭 
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圆 积 分 在 内 的 一 大 类 积分 均 不 可 能 表 为 初等 函数 .在 这 期 间 , 数 
学 家 开始 考虑 用 分 析 方 法 即 各 种 无 穷 表达 式 来 表示 它 , 而 具体 
到 椭圆 积分 , 则 更 着 重 于 研究 其 性 质 . 

由 于 一 般 的 椭圆 积分 较为 复杂 ,最 早 研究 的 一 类 是 所 谓 双 
纽 线 积分 . 1694 年 雅 各 布 : 伯 努 利 由 于 其 简单 .漂亮 而 单独 提出 
来 予以 考虑 . 双 纽 线 的 直角 坐标 方程 为 


(x2+ 72)2= x 


极 坐 标 方程 为 

r* = cos20. 
他 证 明 ,其 弧 长 为 

| ” 


这 是 最 简单 的 椭圆 积分 ,因此 成 为 研究 椭圆 积分 的 出 发 点 . 
椭圆 积分 的 历史 起 点 一 般 公认 为 1718 年 ,由 意大利 数学 家 
法 纳 诺 开 始 研 究 ,他 发 现 了 双 纽 线 积分 的 倍 弧 长 公式 .他 是 由 研 
究 双 纽 线 的 弧 长 
dw 
[re 
的 加 倍 问 题 而 推导 出 这 个 公式 的 .他 证 明 , 如 果 


| dw -| du 
ol-w ov 


那么 
2_ 4u’(l -wu!) 
“La 


即 w 与 wx 之 间 存 在 代数 关系 .1751 年 12 月 23 日 欧 拉 在 得 知 法 “ 
纳 诺 的 结果 之 后 ,导致 他 于 1761 年 把 倍 弧 长 公式 推广 成 双 纽 线 
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积分 的 加 法 定理 , 即 若 


| du ;| dyv -| dw ， 
则 
uv-v+rvvl-u 
一 1 + uv 
显然 当 w =v 时, 即 得 出 法 纳 诺 关系 . 后 来 , 雅 可 比 把 1751 年 12 
月 23 日 这 一 天 称 为 “椭圆 函数 的 生日 ” 
双 纽 线 积分 虽然 是 研究 一 般 椭圆 积分 的 起 点 ,但 欧 拉 的 加 
法 定理 并 不 能 轻易 地 推广 到 一 般 椭圆 积分 之 上 .一 般 椭 圆 积分 
的 研究 主要 来 自 勒 让 德 . 
勒 让 德 的 工作 从 1783 年 起 持续 了 半 个 世纪 .首先 他 在 1786 
年 发 表 两 篇 论文 , 1793 年 发 表 长 篇 论文 ,然后 写 了 《积分 练习 》 
( Exercises de calcul integral ,3 卷 ,1811,1817,1826) 以 及 《椭圆 孙 数 
论 》(3 卷 ,1825,1826,1828). 其 中 ,他 对 椭圆 积分 进行 了 系统 研 
究 , 特 别 是 1793 年 他 证 明 ,一般 椭圆 积分 


| 2 dx 
V P(x) 


(其 中 Q(x) 是 x 的 任意 有 理 函 数 , P(x) 是 一 般 四 次 多 项 式 ) 可 
以 化 为 三 种 类 型 


dx 
r= | 
V1-w2v1- kx 
FE= X2dx 
V 1- xy 1 kx 


I= | dx ， 
(x—- a)vV 1- xV 1 hx? 
分 别 被 称 为 第 一 .第 二 .第 三 类 椭圆 积分 . 显然 , 双 纽 线 积 分 只 是 
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第 一 类 椭圆 积分 .经 过 适当 变换 ,这 三 类 积分 可 分 别 化 为 


罗 
Fo Dj -一 42 一 ， 0< 丰 <1， 
ov 1 2sin2g 
? 
Bo | V1- ksinpdy, 0< 上 <1， 
O 
F 
ng.n,h)= | wy ， 0<k<l. 


o(1+nsing)V IT- kisin g 


这 种 分 法 至 今 仍 在 使 用 ,其 中 被 称 为 模 ,而 
k’ =v 1k 
被 称 为 余 模 . 当 p = 了 时 ,积分 
F=F(k) =F( 至, ， 
E= ECE) = 了 于, 

分 别 被 称 为 第 一 类 和 第 二 类 完全 椭圆 积分 ,通过 定义 
F=F'(k) =F( 于 ,y) ， 
E'=E'(k)=E(,k), 

勒 让 德 发 现 其 本 有 如 下 的 勒 让 德 关系 (1825) : 

FE’ +F'E-FF'=7. 

勒 让 德 在 他 的 书 中 得 出 一 系列 加 法 公式 及 变换 公式 ,以 及 不 同 

参数 n 的 第 三 类 积分 之 间 的 关系 . 在 《椭圆 也 数 论 》 第 二 卷 中 ， 

勒 让 德 发 表 了 第 一 个 椭圆 积分 表 , 它 也 是 今天 同类 表 的 基础 . 

高 斯 对 椭圆 积分 也 有 贡献 ,他 从 1791 年 起 就 研究 所 谓 算术 


几何 均值 ,也 就 是 两 个 正 数 a 及 4 经 过 如 下 运算 所 形成 的 两 个 
序列 | es 和 | 的 共同 极限 


S18 近代 数学 史 
a0= 9,bo= 5b, 
Qn+i 二 5 2 一 YV Qnbn. 
他 记 作 agM(a,5b).1799 年 5 月 30 日 他 在 日 记 中 和 写 道 : 
“我 们 已 经 确认 1 和 Y2 的 算术 几何 平均 与 x/w 相 重 到 11 
位 ;这 个 事实 的 证 明 肯 定 将 开辟 一 个 全 新 的 分 析 领 域 .” 
高 斯 很 快 证 明了 这 个 结果 ,其 中 w 为 
~ ! di 
w=2 | 一 一 一 . 
| 1- 24 
后 来 他 还 得 出 由 椭圆 积分 表示 agM( a,5) 的 公式 ,并 于 1818 年 
发 表 . 不 过 从 历史 上 看 , 拉 格 朗 日 已 于 1785 年 发 表 了 同样 结果 . 


2.2 椭圆 孙 数 


2.2.1 和 雅 可 比 椭圆 函 数 


勒 让 德 搞 了 一 辈子 椭圆 积分 , 却 从 来 没有 想到 把 椭圆 积分 
反 演 得 出 椭圆 函数 , 以致 他 在 晚年 不 无 辛酸 地 赞美 阿 贝尔 及 雅 
可 比 的 工作 . 当时 有 三 位 数学 家 考虑 到 反 演 问题 ,他 们 是 高 斯 、 
阿 贝 尔 及 雅 可 比 . 高 斯 早 在 1796 年 就 反 演 积分 
| dx 


v1 一 和 3 
1797 年 反 演 双 纽 线 积分 
| dx 
Vl-x4 , 


得 出 双 纽 线 函 数 ,但 其 结果 直到 他 去 址 后 才 发 表 . 阿 贝尔 在 
1823 年 已 经 有 了 反 演 的 想法 ,1827 年 发 表 第 一 篇 论文 ,同年 , 雅 
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可 比 开始 研究 椭圆 函数 ,并 写 了 一 篇 没有 证 明 的 论文 .其 后 ,两 
人 都 发 表 了 这 方面 的 论文 ,特别 是 雅 可 比 在 1829 年 出 版 的 《 椭 
圆 函 数论 新 基础 》( Fundamenta Nova Theoriae Functionum Ellipti- 
carum) 成 为 椭圆 函数 论 的 英 基 性 著作 . 在 此 之 前 , 勒 让 德 在 《4 椭 
圆 函 数论 ) 的 补 篇 (1828) 中 介绍 了 阿 贝 尔 及 雅 可 比 的 工作 . 

阿 贝尔 和 雅 可 比 的 贡献 很 多 ,主要 有 以 下 几 个 方面 . 

(1) 引 进 雅 可 比 椭圆 函数 . 

作为 第 一 类 椭圆 积分 

，- [ dx _ | * dy 
o(1 ~ x)(1— kx’) ov 1 -kisin @ 
的 反 演 , 雅 可 比 引进 记号 
p= am’*u 
表示 ul 9) 的 反 函 数 ,他 还 引进 
cosg = cosamu,, 
Ap Aam VT Ram 

后 来 它们 被 古 德 曼 简化 为 


snu = sing = sinamu,, 


cnu = cosp = cosamu,, 
dnu= 公 g= 公 amu. 
最 然 这 反映 出 同 三 角 函 数 类 似 的 关系 .它们 之 间 的 关系 是 : 
smu +cnu=1, 
dniu + hesm wu=1. 
(2) 由 实 值 扩展 到 复 值 , 并 发 现 双 周期 性 ， 
椭圆 函数 snu ,cnu,dnu 开始 只 对 实 z， 值 定义 ,但 高 斯 、 阿 
贝尔 早已 考虑 对 复 u 值 定义 椭圆 函数 .1827 年 阿 贝尔 首先 通过 
虚 变 换 把 椭圆 函数 推广 到 取 纯 虚 值 的 情形 .他 令 9 = iamp ,由 
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sin0 =i tanp， 
cosg = 1 ， 
Co0SgD 


和 A(b 站 = 会 Le, 万 ) 


> 


CoOsS9 
得 出 
ai 有) =i 4， 
ani h) = Ey 
dn(iz 有 = th). 


同年 , 阿 贝尔 首先 对 实 值 u,v 的 椭圆 函数 证 明 加 法 定理 ,如 
snucnvdnyv + snvenudnu 
1 — hk?sn? usnv 
对 cn(w + 0),dn(w+2v) 也 有 类 似 的 公式 .通过 加 法 定理 ,他 把 椭 

圆 函 数 的 定义 推广 到 复 值 z = wu + iv. 

同时 , 阿 贝尔 还 发 现 椭圆 函数 的 重要 性 质 一 一 双 周 期 性 , 特 
别 是 证 明 snz 的 周期 为 4K 及 2iK' ;cnz 的 周期 为 4K 及 2K+ 
2iK' ;dnz 的 周期 为 2K 及 4iK', 即 存在 两 个 周期 ,其 比 为 非 实 
数 .这 成 为 后 来 椭圆 孔 数 研究 的 出 发 点 . 1835 年 雅 可 比 证 明 任 
何 单 变量 单 值 有 理 型 ( 即 亚 纯 ) 函 数 不 可 能 多 于 两 个 周期 , 且 周 
期 比 必 为 非 实数 . 1844 年 刘 维 尔 以 此 为 出 发 点 ,建立 系统 的 双 
周期 函数 理论 .他 还 依据 柯 西 的 留 数理 论证 明 , 在 一 个 周期 平行 
四 边 形 内 极点 的 数目 有 限 , 这 些 极点 的 阶 数 之 和 被 称 为 椭圆 函 
数 的 阶 数 ; 在 一 个 周期 平行 四 边 形 内 没有 极点 的 椭圆 函数 是 常 
数 ;椭圆 函数 在 任何 一 个 周期 平行 四 边 形 内 极点 的 留 数 之 和 恒 
为 0; 在 一 个 平行 四 边 形 内 零点 之 和 与 极点 之 和 的 差 等 于 一 个 


sn( w+v)= 


» 
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周期 .他 还 证 明 ,n 阶 椭圆 函数 在 一 个 周期 平行 四 边 形 内 取 任 一 
值 n 次 . 

(3) 给 出 椭圆 函数 的 表示 ,并 建立 9 函数 理论 . 

雅 可 比 在 《椭圆 函数 论 新 基础 》 一 书 中 建立 了 0 函数 理论 ， 
从 而 给 椭圆 函数 一 个 系统 的 表示 .特殊 的 9 型 函数 最 早 是 雅 各 


布 伯 努 利 在 《 狂 度 术 》(1713) 中 引进 的 , 他 研究 过 me 


“全 电 m , 它 们 都 是 0 函数 . 欧 拉 在 (无 穷 分 析 引 
论 )(1748) 中 为 研究 分 拆 本 数 IC1 - 97") 而 引进 第 二 变 元 5, 得 到 


HCL- 5) -1, 它 也 是 9 函数 .其 后 , 它 出 现在 傅立叶 的 《 热 的 分 
析 理 论 》(1822) 中 .但 只 有 雅 可 比 把 9 函数 同 椭圆 函数 联系 起 
来 ,并 在 数论 上 加 以 应 用 .6 函数 是 单 周 期 的 整 函数 ,可 以 用 收 
敛 很 快 的 级 数 来 表示 ,因此 在 椭圆 函数 计算 中 是 最 好 的 工具 . 雅 
可 比 对 9 函数 作 了 两 个 符号 的 改变 ,对 于 9 函数 后 来 的 发 展 至 
关 重 要 :用 ew 替代 gq, 用 时 替代 5 ,这 样 得 出 现在 形式 的 9 函数 
br 2) = Derin rr2ir ， 
由 g 变 成 使 他 能 够 创造 “ 虚 变换 ” 


名 
Sm 
-0 


TY 
T 


它 与 另 一 个 明显 变换 
T 一 T+2 
共同 构成 模 变换 ,并 形成 模 群 与 模 形 式 理 论 ,其 影响 至 今 不 误 
雅 可 比 早 在 1828 年 先 由 椭圆 函数 论 得 出 四 种 0 函数 的 变 
换 公式 ,但 波 瓦 松 已 经 于 1823 年 得 到 其 中 一 种 ,有 其 他 三 种 不 
难 由 初等 代数 得 到 . 雅 可 比 最 重要 的 贡献 在 于 把 椭圆 函数 用 9 
函数 表示 ,然后 由 椭圆 函数 得 出 9 函数 的 无 穷 乘 积 表 示 . 椭圆 
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函数 及 9 苯 数 有 了 明显 表达 式 之 后 ,很 容易 推出 它们 的 性 质 、 
变换 公式 .微分 方程 等 等 , 而且 为 其 广泛 应 用 开辟 了 道路 .从 历 
史上 讲 , 雅 可 比 最 早 用 的 是 @ 函数 及 是 函数 ,后 来 改 为 四 种 6 
函数 ,其 后 不 同 数学 家 用 的 记号 也 有 些 差别 ,理论 上 主要 是 外 尔 
斯 特 拉 斯 的 记号 ,而 雅 可 比 的 记号 在 应 用 上 由 于 方便 、 实 用 , 直 
到 现在 仍 被 广泛 使 用 . 

9 函数 有 许多 推广 , 埃 尔 米 特 于 1858 年 定义 9 级 数 9,, ,而 
向 高 维 推广 则 为 阿 贝 尔 函 数论 提供 了 工具 . 


2.2.2 外 尔 斯 特 拉 斯 的 椭圆 函数 论 


到 1838 年 , 雅 可 比 椭圆 函数 论 已 经 建立 ,并 在 各 方面 有 着 
广泛 应 用 .然而 从 理论 上 讲 ,椭圆 函 数 的 严整 理论 是 外 尔 斯 特 拉 
斯 建立 的 ,他 从 1857 年 冬季 学 期 起 ,开始 在 柏林 大 讲授 椭圆 函 
数论 课程 ,他 的 讲义 内 容 由 于 学 生 的 传播 而 逐渐 公 之 于 世 .外 尔 
斯 特 拉 斯 最 早 发 表 的 椭圆 函数 论文 于 1882 一 1883 年 分 四 篇 发 
表 在 《柏林 科学 院 会 报 》 上 ,他 的 讲演 经 施 瓦 茨 整理 于 1893 年 出 
版 , 书 名 为 《椭圆 晒 数 应 用 的 公式 及 定理 》( Formeln und Lehrsiitze 
zum Gebrauche der elliptischen Funktionen). 他 以 前 的 研究 由 于 他 的 
《全 集 ) 第 一 卷 (1894) 及 第 二 卷 (1895) 的 出 版 而 公 之 于 世 ,特别 
是 1875 年 他 在 柏林 大 学 的 就 职 演讲 已 经 包括 他 的 体系 的 概要 . 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 椭圆 函数 理论 现在 已 成 为 标准 的 表述 . 从 历史 
上 看 ,在 他 之 前 ,许多 数学 家 也 有 一 些 类 似 的 不 同 于 雅 可 比 椭圆 
函数 的 考虑 . 

法 国 数学 家 刘 维尔 在 1844 年 最 早 把 双 周 期 性 作为 刻画 椭 
圆 函 数 的 出 发 点 ,他 受到 柯 西 的 复 分 析 理论 ,特别 是 留 数 演算 的 
影响 ,从 复 分 析 的 大 视野 来 观察 椭圆 函数 .他 把 在 有 限 复 平面 上 
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亚 纯 的 双 周 期 函数 定义 为 椭圆 函数 . 设 椭圆 函数 的 基本 周期 为 
2w1,2w3, 则 复 平面 可 划分 为 周期 平行 四 边 形 , 他 证 明 , 在 一 个 
周期 平行 四 边 形 内 没有 极点 的 椭圆 函数 是 常数 ,这 是 一 般 刘 维 
尔 定理 的 特殊 情形 .他 还 证 明 ,在 两 极点 情形 ,椭圆 函数 在 任 一 
周期 平行 四 边 形 的 极点 处 留 数 之 和 为 0, 一 般 情形 是 埃 尔 米 特 
在 1848 年 证 明 的 .他 证 明 , 任 一 椭圆 函数 在 一 周期 平行 四 边 形 
内 取 任 何 值 的 次 数 均 相 同 ;零点 之 和 与 极点 之 和 的 差 等 于 一 个 
周期 . 刘 维尔 在 法 兰 西 学 院 讲 的 椭圆 函数 课程 为 他 的 学 生 布 瑞 
奥 及 布 盖 所 吸收 ,他 们 合 写 的 书 4 双 周期 函数 理论 》( Theorie des 
fonctions doublement periodiques ) 于 1859 年 出 版 ,是 椭圆 函数 论 的 
第 一 部 专著 ,1875 年 第 二 版 时 ,篇 幅 由 原来 的 342 页 翻 了 一 香 ， 
多 达 700 页 ,这 反映 出 理论 进步 之 快 .不 过 , 刘 维 尔 对 这 两 个 学 
生 极 为 不 满 , 认 为 他 们 册 窃 自己 的 理论 ,对 此 外 尔 斯 特 拉 斯 也 有 
同感 , 

英国 数学 家 凯 雷 从 1845 年 起 就 发 表 椭 圆 函 数 的 论文 ,一 直 
持续 了 半 个 世纪 .他 的 风格 保守 ,十 分 倾向 于 具体 计算 .只 是 在 
1845 年 的 论文 中 给 出 椭圆 函数 的 一 个 双重 无 穷 乘积 表示 , 而 不 
是 像 以 前 从 椭圆 积分 反 演 得 来 ,他 具体 从 双重 无 穷 乘 积 来 表示 
雅 可 比 椭圆 函数 . 凯 雷 的 研究 收入 在 他 惟一 出 版 的 著作 《椭圆 函 
数 》(1876) 中 . 

19 世 纪 中 叶 , 对 椭圆 函数 的 研究 主要 集中 在 德国 ,除了 雅 可 
比 和 他 的 学 生 之 外 , 爱 森 斯 坦 是 椭圆 函数 的 主要 研究 者 ,他 更 多 
是 从 数论 出 发 ,但 是 他 的 论文 没有 引起 很 多 注意 ,直到 19 世 纪 
80 年 代 才 为 克 洛 耐克 所 发 展 . 爱 森 斯 坦 批 评 阿 贝尔 和 和 雅 可 比 通 
过 椭圆 积分 的 反 演 以 及 通过 加 法 定理 复 化 既 不 自然 也 不 严格 . 
他 在 1847 年 发 表 关于 椭圆 消 数 的 论文 ,使 用 双重 无 穷 乘 积 定义 
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椭圆 函数 .他 的 研究 为 克 洛 耐 克 所 继续 ,特别 是 他 在 晚年 的 一 系 
列 著作 ,其 工具 是 二 重 级 数 .他 们 的 工作 都 与 数论 密切 相关 . 
尽管 凯 雷 及 爱 森 斯 坦 等 人 早已 有 不 从 椭圆 积分 的 反 演 来 定 
义 椭圆 函数 的 想法 ,但 是 椭圆 函数 的 系统 理论 公认 为 外 尔 斯 特 
拉 斯 所 建立 .也 正 是 由 这 时 开始 ,椭圆 函数 论 正式 作为 解析 函数 
论 的 一 个 特殊 情况 来 处 理 . 从 19 世纪 末 起 ,在 许多 解析 函数 论 
的 著作 中 ,后 面 一 大 半 是 论述 椭圆 函数 及 其 推广 的 . 随 着 时 间 的 
流逝 ,椭圆 函数 这 部 分 越 来 越 薄 ,最 后 趋向 于 0. 这 导致 现代 大 
学 生 对 这 类 不 仅 在 历史 上 而 且 到 现在 仍 极为 重要 的 清 数 一 无 所 
知 . 不 过 ,外 和 尔 斯 特 拉 斯 酉 圆 函 数论 至 今 仍 为 理论 上 的 标准 . 
外 尔 斯 特 拉 斯 把 椭圆 函数 定义 为 复 平面 上 具有 双 周 期 wl， 


wa mm 2 >0) 的 亚 纯 函数 ,从 而 具体 造 出 著名 的 P 函数 
1 1 1 
Pl(z; wl], w2) = 7+ 人 


其 中 之 ' 表 示 对 (mm,m) 和 (0,0) 的 所 有 整数 求 和 .但 在 施 瓦 欧 的 
著作 中 首先 用 无 穷 乘积 引信 o 函数 ,然后 再 用 无 穷 级 数 定义 P 
函数 .a 是 整 函 数 ,这 符合 外 尔 斯 特 拉 斯 后 来 的 一 般 函 数论 的 分 
解 定理 


2) + 
ww 2 


其 中 o 过 所 有 mi + mr m,nE2Z, 但 (m,n) 磊 (0,0). 他 还 定 
义 七 嚼 数 (不 要 同 黎 曼 5 函数 混淆) 


(2) = | 1- 


Elz) = 二 (ogo(z)) = 2 全 ， 


从 而 
是 (5(z)) = -Pz). 
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o 函数 类 似 于 雅 可 比 & 葡 数 ,是 表示 椭圆 函 数 的 有 力 工具 . 实际 
上 , 埃 尔 米 特 在 1875 年 证 明 ,任何 椭圆 函数 均 可 表 为 了 及 中 的 
线性 组 合 . 

有 了 这 些 工 具 , 外 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 一 系列 基本 定理 : 

(1) 椭 圆 函 数 的 加 法 定理 . 

若 z1 才 22mod(wi,w2), 则 

J, 站 2 
pons CP) ne 
(2) 椭 圆 函 数 的 微分 方程 , 即 
(P'(z))*=4P’(z)- goP(z)- gs, 


其 中 
g2=60 Pw, 
83= 140 2 w ， 
23 -27g3#0, 
在 这 里 ,w = mw + nw2. 
(3) 设 EE(z) 为 P(z) 及 P(z') 的 有 理 函 数 , 则 已 (zl + z2)， 
E(z1),E(z2) 三 者 之 间 必 满足 代数 关系 . 
由 定理 (2) 可 知 , 外 尔 斯 特 拉 斯 椭圆 耻 数 是 椭圆 积分 


" dt 
的 反 演 . 而 椭圆 曲线 
Y=4x — gx — g3 
可 用 *= P(z),y= P'(z) 参 数 化 ,其 椭圆 积分 的 加 法 定理 为 
| dt ”1 dt 


a 
4 -gt-g83 VA gt- g3 
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| dt 
i 
其 中 x; 是 通过 (x1, Yi) 和 (xzs, yy2) 的 直线 与 椭圆 曲线 的 交点 
(x3,y3) 的 横 坐 标 ,这 就 是 纺 切 线 法 . 


2.3 阿 贝 尔 积 分 与 阿 贝 尔 函 数 


阿 贝 尔 积分 和 阿 贝尔 函数 是 实 圆 积分 、 超 椭圆 积分 以 及 椭 
圆 函 数 、. 超 椭圆 函数 的 推广 .所 谓 阿 贝 尔 积 分 是 指 形 如 


| R{(w,z)dz 


的 积分 ,其 中 R(w,z) 表 示 w,z 的 有 理沙 数 ,同时 ,w,z 满足 代 
数 方程 
f(w,z)=0. (1) 
当 f(w,z) 取 
w =p(2) 
形式 ,其 中 pb 是 nn 次 多 项 式 时 , 称 之 为 超 椭圆 积 分 . n =3,4 时 ， 
这 种 椭圆 积分 有 一 般 的 加 法 定理 . 1760 年 , 欧 拉 得 到 下 列 更 一 
般 形式 的 加 法 定理 
“Rd 有 Rd dt 
| a ea | Ra tals,y), (2) 
其 中 z 是 x,y 的 代数 函数 ,w 或 是 x,y 的 有 理 芳 数 ,或 是 x,y 
的 有 理 函 数 与 对 数 函 数 logS(x,y)( 其 中 S(x,y) 是 有 理 函 数 ) 
之 和 , 欧 拉 已 注意 到 , 当 p 的 次 数 n 宇 5 时 ,不 可 能 把 (2) 推 广 ,但 
仍 可 以 保留 这 个 形式 ,而 这 就 是 阿 贝尔 的 出 发 点 .大 约 在 1825 
年 , 阿 贝尔 不 仅 把 这 个 定理 推广 到 ”= 5 的 超 椭 加 积分 情形 ,还 
进一步 推广 到 一 般 阿 贝尔 函数 的 情形 .1826 年 10 月 30 日 ,他 把 
题 为 《 论 很 广 一 类 超越 函数 的 一 般 性 质 》( Memoire sur une properi- 
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ete generale d'une classe trs etendue de fonctions transcendants ) 的 论文 
呈 递 给 巴黎 科学 院 , 但 是 负责 评审 论文 的 柯 西 连 看 也 没 看 ,就 把 
它 丢 在 一 边 .此 文 直到 1841 年 才 发 表 , 而 其 中 证 明 的 阿 贝尔 定 
理 的 特殊 情形 于 1826 年 发 表 . 即使 这 种 极为 特殊 的 n = 5,6 情 
形 , 最 后 也 为 雅 可 比 反 演 这 种 最 简单 的 超 椭圆 积分 提供 了 线索 . 
而 远 为 重要 的 一 般 情形 是 m 个 同样 形式 的 积分 和 
V= | ds 十 十 | Re 

在 一 定 条 件 下 等 于 一 个 具有 -个 参数 的 有 理 函 数 与 一 个 对 数 函 
数 之 和 .在 特殊 情形 下 ,m - r 的 极 小 值 只 与 方程 (2) 有 关 , 即 后 
来 的 亏 格 . 

椭圆 积分 及 其 反 演 到 1832 年 已 有 一 个 相当 满意 的 解答 ,而 
一 般 的 阿 贝尔 积分 及 其 反 演 问题 却 遇 到 极 大 困难 ， 

第 一 个 问题 是 仿照 勒 让 德 分 类 椭圆 积分 来 分 类 超 椭圆 积分 


| p(x)dx 
VB(x) 


其 中 B(x) 是 没有 重 根 的 2v - 1 次 或 2v 次 多 项 式 , p(x) 为 最 高 
v-2 次 多 项 式 .在 这 种 情况 下 ,只 有 v -1 个 独立 的 第 一 类 积 
分 , 即 


zk 
Bi(z)= | dx, k=0,1,2,.…,v—2, 
oy 


其 中 y= B(x).v -1 也 是 阿 贝 尔 定理 中 能 代数 地 表示 这 种 积 
分 的 和 所 需 积分 的 最 大 数目 .1832 年 雅 可 比 提 出 著名 的 雅 可 比 
反 演 问题 , 即 求解 下 列 方程 组 : 

uo = Bo( x0) + Bo x1) + + Bo(x,_2), 

ui= B(x0) + BI(x1) + + BI(x, 2), 


ort. 
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Ww _2= DB,_2( x0) + By 2x1) + + DB, 2(%X, 2) 

把 x0,… ,x,_2 表 为 wo; 出,… ,2 的 函数 .显然 当 v=2 时 , 即 
椭圆 积分 的 反 演 , 这 已 由 雅 可 比 等 很 好 地 解决 ,特别 是 他 引进 0 
函数 来 表示 反 演 所 得 的 椭圆 函数 . 而 一 般 情 形成 为 其 后 25 年 间 
数学 家 紧张 研究 的 课题 . 雅 可 比 没 能 解决 这 个 问题 ,他 只 是 在 
1832 年 证 明 反 函数 也 具有 一 个 代数 加 法 定理 ,并 在 1834 年 研究 
v=3 的 特殊 情形 , 即 可 以 简化 为 椭圆 积分 的 阿 贝 尔 积分 的 反 
演 .这 时 他 已 意识 到 需要 多 变 元 的 多 重 周期 旺 数 来 代替 6 函 
数 ,一 般 超 椭圆 积分 的 分 类 问题 在 1838 年 由 雅 可 比 的 学 生 歼 塞 
洛 (Friedrich Julius Richelot, 1808 一 1875) 解 决 . 

雅 可 比 反 演 问题 的 最 简单 情形 (v =3), 由 哥 贝 尔 (Adolph 
Gopel, 1812 一 1847) 在 1847 年 对 特殊 情形 解决 ,一 般 情形 由 罗 森 
哈恩 (Johann Georg Rosenhain, 1816 一 1887) 在 1850 年 完全 解决 . 
他 们 都 是 雅 可 比 的 学 生 , 解 决 途径 都 是 沿 着 雅 可 比 所 指出 的 对 
两 变 元 情形 适当 推广 9 函数 , 他 们 得 出 16 个 二 元 9 函数 ,其 中 
10 个 为 偶 函 数 ,6 个 为 奇 间 数 . 任 选 其 中 一 个 为 分 母 , 反 演 所 得 
的 反 函 数 就 可 以 表 为 15 个 商 .具体 来 讲 ,如 果 


y= | sds + | sds ， 
wD(s) ‘nVv®B(s) 
其 中 更 为 五 次 或 六 次 多 项 式 , 则 x 和 7y 的 任何 对 称 函 数 可 表示 
为 (u,v) 的 单 值 滑 数 ,这 些 函 数 均 可 由 上 述 15 个 商 明 显 表 出 . 
对 于 一 般 情 形 , 外 尔 斯 特 拉 斯 试图 解决 第 一 类 超 椭 贺 积 分 
的 反 演 问题 .在 19 世纪 40 年 代 中 期 ,他 还 是 中 学 教师 时 ,就 已 
经 花费 很 大 力气 研究 这 个 问题 .第 一 篇 论文 发 表 在 1848 一 1849 
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年 布 劳 恩 斯 伯 格 中 学 的 年 度 报告 上 ,当然 , 它 没有 引起 注意 .在 
1849 年 7 月 17 日 的 手稿 中 ,他 已 得 出 这 个 问题 的 主要 结果 , 即 
引进 类 似 于 9 函数 的 辅助 函数 ,并 把 反 郴 数 表 为 这 种 收敛 震级 
数 之 商 ,其 详细 内 容 于 1853 年 寄 给 《克莱尔 杂志 》, 并 于 1854 年 
发 表 . 这 篇 论文 使 他 名 声 大 振 , 他 获得 1855 一 1856 年 度 的 休假 
并 专心 研究 ,发 表 了 1856 年 的 论文 ,这 两 篇 论文 直接 导致 他 进 
入 柏林 大 学 .1856 年 的 论文 详细 叙述 了 对 超 椭圆 积分 的 雅 可 比 
反 演 问题 的 解决 过 程 .这 次 他 把 它 表 述 为 微分 方程 的 解 ,他 声称 
他 的 方法 对 一 般 的 阿 贝尔 积分 也 适用 ,并 于 1857 年 夏天 向 柏林 
科学 院 提交 了 详细 的 报告 ,但 在 印刷 过 程 中 他 撤回 了 这 篇 论文 . 
几 周 后 黎 曼 发 表 了 由 四 部 分 组 成 的 长 篇 大 论文 4 阿 贝 尔 函 数 
论 》, 两 人 用 的 方法 不 同 ,但 结果 完全 一 样 .他 后 来 重新 写 了 这 篇 
论文 ,并 从 1869 年 开始 用 于 他 的 讲课 之 中 . 

从 阿 贝 尔 到 黎 曼 , 阿 贝 尔 函 数论 这 个 领域 进展 不 大 ,但 从 历 
史上 看 , 盆 罗 华 在 1832 年 写 的 最 后 的 书信 中 却 包括 许多 代数 函 
数论 的 内 容 , 他 叙述 了 许多 定理 ,不 过 没有 任何 证 明 . 其 中 包括 
后 来 黎 曼 完成 的 把 阿 贝尔 积分 分 成 三 类 的 结果 ,他 还 知道 第 一 
类 积分 的 周期 数目 与 第 一 类 和 第 二 类 线性 独立 积分 数目 之 间 的 
关系 .他 还 给 出 第 三 类 积分 的 参量 与 独立 变量 之 间 的 互 换 公式 . 
不 过 在 他 以 前 的 论文 中 看 不 到 有 关 这 些 结果 的 痕迹 ,这 种 天 才 
的 闪光 经 过 20 年 却 没 人 能 理解 ,只 有 在 另 一 位 天 才 一 一 黎 曼 那 
里 才 引 起 另 一 次 突破 ,但 似乎 没有 什么 证 据说 明 黎 曼 知 道 伽 罗 
华 的 这 封 信 . 

关于 阿 贝 尔 函 数 , 黎 曼 发 表 了 两 篇 文章 :一 是 《 阿 贝尔 函数 
论 》( Theorie der Abel'schen Functionen ), 一 是 《 论 0 函数 的 零点 》 
( uber das Terschuinden der Theta-Functionen ) ,这 是 前 一 篇 的 续篇 . 
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I 一 篇 由 四 部 分 构成 ,是 他 生前 发 表 的 最 深刻 且 有 丰富 内 容 的 
作 . 
(1) 阿 贝尔 积分 的 表示 及 分 类 , 即 对 由 
fl(z,w)=0 
定义 的 黎 曼 曲面 上 所 有 阿 贝 尔 积分 进行 分 类 .第 一 类 阿 贝尔 积 
分 ,在 黎 曼 曲面 上 处 处 有 界 ,线性 独立 的 第 一 类 阿 贝尔 积分 的 数 
目 等 于 曲面 的 亏 格 p ,如 果 曲 面 的 连通 数 
N=2p+1, 
这 p 个 阿 贝 尔 积分 被 称 为 基本 积分 . 
第 二 类 阿 贝 尔 积分 ,在 黎 曼 曲 面 上 以 有 限 多 点 为 极点 . 
第 三 类 阿 贝 尔 积 分 ,在 黎 曼 曲面 上 具有 对 数 型 奇 点 . 
每 一 个 阿 贝尔 积分 均 为 上 三 类 积分 的 和 . 
黎 曼 还 引进 相伴 曲面 观念 . 设 黎 曼 面 由 多 项 式 


亲疏 


F(s,z)=0 
定义 ,对 s 是 n 阶 ,对 z 是 m 阶 , 则 相伴 曲面 由 多 项 式 
0(s,z)=0 


定义 ,0 对 s 是 n -2 阶 ,对 z 是 m-2 阶 ,这 时 第 一 类 阿 贝 尔 积 


分 可 表 为 
| Qn (9%). 


黎 曼 面 上 的 有 理 函 数 也 可 借助 相伴 曲面 来 表示 .在 整个 黎 曼 面 
上 的 亚 纯 函 数 可 表示 为 线性 组 合 

S=CW++CW,+Crbrt' + Crrt Crrrl, 
其 中 C 是 常数 ,下 (1<j<p) 是 由 第 一 类 函数 构成 的 向 量 空间 
的 基 , E; 是 任意 数目 的 第 二 类 初等 函数 ,但 是 C,(1<j<p+7) 
之 间 由 2p 个 线性 齐 次 方程 相 联 系 . 
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(2) 黎 曼 一 洛 赫 定 理 . 

这 是 代数 函数 论 及 代数 几何 学 最 重要 的 定理 . 歼 曼 得 到 的 
是 黎 曼 不 等 式 ,是 黎 曼 一 洛 赫 定 理 的 原始 形态 , 黎 曼 研究 的 出 发 
点 之 一 是 黎 曼 面 上 指定 单 极点 的 亚 纯 函 数 的 数目 .他 证 明 , 以 7 
个 给 定 的 一 般 点 为 极点 的 单 值 函 数 形成 w - p + 1 维 线性 得 ,但 
对 于 一 组 特殊 的 m 个 点 , 维 数 1 还 要 增加 ,因此 黎 曼 得 出 黎 曼 
不 等 式 

lil>x-p+l. 

黎 曼 的 学 生 洛 赫 (Gustav Roch,1839 一 1866) 补 充 了 一 项 ,使 之 成 
为 等 式 , 此 即 代数 函数 论 及 代数 几何 学 中 心 定理 . 

1882 年 出 现 两 篇 关于 代数 函数 论 的 大 论文 ,一 篇 是 戴 德 金 
和 HH 韦伯 合 写 的 ,一 篇 是 克 洛 耐克 写 的 .他 们 由 代数 一 算术 方 
法 推广 黎 曼 的 理论 ,特别 是 歼 曼 一 洛 赫 定 理 .前 者 用 理想 的 语 
言 , 后 者 用 除 子 的 语言 来 整理 代数 函数 论 ,揭示 它们 与 代数 数论 
的 相似 之 处 ,从 而 最 终 指向 交换 代数 学 .我 们 可 以 用 除 子 的 语言 
来 说 明 : 设 本 为 非 奇异 不 可 约 代数 曲线 ,由 厂 上 有 限 个 点 P; 构 


成 的 形式 整 系数 线性 组 合 

D= 2 niP: 
被 称 为 卫 的 除 子 ， 

n= > Pi 


被 称 为 D 的 次 数 , 记 为 deg( D),L(D) 为 线性 空间 
L(D)=1f1(f) +a>0!, 
/是 上 的 亚 纯 函数 ,(/) 为 Eop(/)P,vp(/) 为 1 在 P 点 的 零点 
或 极点 的 阶 数 . 零点 的 阶 数 为 正 ,极点 的 阶 数 为 负 . 1( D) 为 其 维 
数 ,这 时 黎 曼 一 洛 赫 定理 为 
ID) -LA-D)=deg(D)+1-g， 
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其 中 心 为 典范 除 子 . 

由 黎 曼 一 洛 赫 定 理 可 推出 许多 重要 推论 ,特别 是 当 deg( D) 
>2g-1 时 ， 

1(D)=deg(D)+1-g， 

因此 对 于 一 点 P, 则 

1=1(0P)<!(IP)<1(2P)<…<1(2g-1)P)=g. 
因此 只 有 g 个 整数 0< ni < m<…<m<2g, 使 得 没有 函数 / 
在 极点 的 除 子 为 iP,P 被 称 为 外 尔 斯 特 拉 斯 点 ,如 果 (m ma，… 
,mr 天 (1,2，…，g), 可 以 证 明 g > 1 的 代数 曲线 上 只 有 有 限 多 
个 外 尔 斯 特 拉 斯 点 . 

(3) 歼 曼 和 矩阵、 黎 曼 点 集 与 阿 贝 尔 函 数 . 

每 个 亏 格 为 p 的 黎 曼 面 上 所 有 的 一 阶 全 纯 微 分 形式 有 
一 组 基 w1,…,w,,X 上 有 2p 条 互 不 “ 同 伦 ” 的 闭 曲 线 ( 同 调 基 ) 
r1,… ,Tr25 ,构造 2 个 复 p 维 向 量 


ID=( | 6 | je- 


它们 在 实数 域 上 线性 独立 ,在 Cz 中 生成 格 A, 则 C/A 是 复 环 
面 ,被 称 为 艺 的 雅 可 比 秘 . 黎 曼 通过 适当 选取 (wl，…,ow ) 及 
(rrp), 使 2pxP 和 矩阵 

IT 
[= 


TD 
I 
具有 | 的 形式 ,其 中 7 为 px p 么 矩阵 ,5 为 复 对 称 矩 阵 , 其 虚 


部 为 正定 的 .这 种 矩阵 [1 或 B 被 称 为 黎 曼 矩阵 . 它 满足 黎 曼 等 
式 及 黎 曼 不 等 式 , 这 个 性 质 被 称 为 黎 曼 周期 关系 . 黎 曼 认识 到 ， 
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周期 关系 是 非 退 化 阿 贝 尔 函数 存在 的 充分 且 必 要 条 件 , 但 他 既 
没有 表述 完全 ,也 没有 提供 一 个 证 明 , 对 此 ,外 和 尔 斯 特 拉 斯 尽管 
花费 了 很 大 力气 , 仍 未 能 得 出 一 个 完全 证 明 . 庞 加 莱 完 成 了 证 明 
(1902) .他 证 明 ,任何 2" 重 周期 的 解析 函数 可 以 表示 为 两 个 整 
函数 的 商 ,这 两 个 整 晴 数 满足 9 函数 所 适合 的 函数 方程 , 即 
0(v+xir) = 0(v), 
O(v +a)= es "0(»), (3) 
其 中 "= (v1,…,vs),r 是 整数 向 量 (7r),…, 7 ),aj 是 对 称 算 阵 
《ai) 的 列 向 量 , 石 (2) 是 线性 型 . 
1884 年 弗 罗 宾 尼 马 斯 证 明 , 人 存在 满足 (3) 的 非 平 凡 0 函数 
的 充分 且 必 要 条 件 就 是 黎 曼 的 双 线 性 关系 , 即 存 在 2p 阶 反 对 
称 整 数 和 矩阵 0 ,使 
IOI= 0， (4) 
w=-1IO 五 >0， (5) 
其 中 (5) 式 左边 表示 它 是 正定 埃 尔 米 特 和 矩阵 . 黎 曼 双 线 性 关系 也 
被 称 为 黎 曼 一 弗 罗 宾 尼 乌 斯 关系 ,因此 可 知 这 些 关系 是 存在 具 
有 给 定 周期 的 亚 纯 函 数 , 经 过 线性 变换 之 后 变 元 数目 不 减少 的 
充分 必要 条 件 ,当然 它 也 保证 由 周期 关系 定义 的 9 函数 绝对 且 
一 致 收敛 , 它 还 定义 了 一 个 与 黎 曼 曲面 对 应 的 雅 可 比 艇 J(x%). 
(4)9 函数 及 雅 可 比 反 演 问题 . 
为 了 研究 雅 可 比 簇 , 黎 曼 推广 雅 可 比 9 函数 ,引进 黎 曼 0 
浮 数 ,其 定义 为 训 个 复 变 量 z ，…2 的 函数 
0(z)=0(z1,.…,z,;B) 


ce xi 1 bagnong + 2ri> Naza) ， 
其 中 B= (ba),a,P= 1,…,p. 显 然 9(z) 的 零点 对 格子 间 的 平 
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移 保持 不 变 . 9(z) 的 零点 集 在 J(x) 内 的 象 9 被 称 为 6 除 子 . 

有 了 0 函数 ,他 定义 阿 贝尔 一 雅 可 比 映射 

4:X> Jr)， 
它 把 xEX 映 到 ( | | ,其 中 xoEX 是 选 定 的 基 

黎 曼 证 明了 下 列 定理 : 

QO 阿 贝尔 定理 :在 黎 曼 面 上 指定 两 组 点 集 (x1，…, x) ,(Y， 
j= 1,…, 则 在 XX 上 存在 一 个 亚 纯 卫 数 以 
(x ，… 各) 为 零点 ,以 (y1,…, yi) 为 极点 的 充分 必要 条 件 是 

SAC) = A). 

阿 贝尔 原来 的 定理 是 关于 代数 微分 的 积分 加 法 定理 , 黎 曼 
首先 认识 到 它 与 亚 纯 函数 的 关系 . 

@ 阿 贝尔 函数 的 雅 可 比 反 演 定理 :如 果 e€E J(x),W¢e+ 
e, 且 xx 为 上 0(4(x)-e) 的 零点 , 则 

SAC%) =e—k, 
其 中 是 不 依赖 于 e 的 常数 , 且 ( x1,…, x,) 除 顺序 之 外 是 惟一 
的 . 
@ 黎 曼 奇 性 定理 :如 果 
= 人 DAH) -hb X1， gs-1EX, D= 5 

则 dim1DI = m, 其 中 mm 为 非 负 问 数 使 函数 及 其 不 超过 m 阶 
的 导数 在 处 均 为 0, 而 至 少 有 一 个 (m +1) 阶 导数 在 。 处 非 0. 
特别 地 , 当 @ 的 奇 点 正好 是 那些 点 局 4 (为) -时 , 除 子 D = 


全 -1 是 特殊 的 (dim1 D1 >0). 
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(5) 双 有 理 变 换 的 概念 和 参 模 . 
黎 曼 对 于 由 两 个 代数 函数 
FS,z)=0， 
Fi(si,21)=0 
定义 的 歼 曼 面 ,引进 了 一 个 等 价 关系 , 即 双 有 理 等 价 , 也 就 是 通 
过 (s,z) 与 (s1,2z1) 之 间 的 有 理 函 数 一 一 对 应 ,使 玉 变 到 FF 或 
Fi 变 到 FF. 以 后 的 代数 几何 学 ,研究 双 有 理 不 变量 及 双 有 理 等 
价 类 成 为 中 心 课题 .对 于 平面 代数 曲线 , 黎 曼 提出 描述 亏 格 为 p 
的 双 有 理 等 价 类 集合 的 问题 . 黎 曼 通 过 9 函数 推出 , 当 P> 1 
时 ,这 集合 依赖 于 (3p - 3) 个 任意 复 常数 ,他 称 这 些 常数 为 “类 
模 ”( klassenmoduln) ,后 来 简称 为 模 或 参 模 (moduli) . 当 参 模 是 “一 
般 的 ”( 即 不 满足 特殊 条 件 ) 时 , 黎 曼 给 出 该 参 模 等 价 类 中 定义 的 
方程 
F(s,z)=0 
的 最 小 阶 数 .关于 参 模 结 构 的 研究 是 现代 数学 的 热门 话题 ,从 
20 世纪 30 年 代 以 来 已 经 取得 了 很 大 的 进展 . 

黎 曼 在 晚年 的 一 个 成 就 是 证 明 p = 3 情形 的 托 雷 里 (Rug- 
giere Torelli, 1884 一 1915) 定 理 , 即 J(x),@ 决定 .为 此 ,他 把 6 
函数 稍 加 推广 ,成 为 具有 特征 的 9 函数 .利用 这 种 广义 9 函数 
及 其 导数 在 0 点 的 值 ( 即 所 谓 9 常数 ) ,就 可 以 定 出 亏 格 为 p 的 
黎 曼 面 所 依赖 的 参数 . 

一 般 曲线 的 托 雷 里 定理 是 托 雷 里 在 1914 年 证 明 的 ,不 过 有 
一 些 漏洞 ,直到 1957 年 才 由 魏 伊 补 全 ， 

代数 函数 论 的 另 一 大 问题 是 肖 特 基 问 题 , 由 于 和 雅 可 比 簇 是 
主 极 化 阿 页 尔 铸 ,但 反 过 来 不 一 定 对 .问题 是 ;哪些 主 极 化 阿 贝 
尔 徐 是 代数 曲线 的 雅 可 比 徐 ? 1880 年 肖 特 基 对 于 p = 3 的 情形 
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进行 研究 .1888 年 对 于 p = 4 的 情形 ,他 证 明 , 某 些 9 常数 的 16 
次 多 项 式 在 雅 可 比 艇 上 为 0, 但 一 般 不 为 0. 1909 年 他 和 荣 格 
(Heinrich Wilhelm Ewald Jung,1876 一 1953) 引 和 人 人 肖 特 基 簇 ,猜想 它 
可 以 刻画 雅 可 比 簇 ,这 就 是 所 谓 肖 特 基 猜 想 ,至 今 尚 未 解决 . 原 
来 的 肖 特 基 问 题 由 于 1986 年 盐田 隆 比 吕 证 明 诺 维 科 夫 (Serge 
Novikov,1938 一 “) 猜 想 而 向 前 迈进 了 一 大 步 . 


3 代数 几何 学 


代数 几何 学 是 19 世纪 最 伟大 的 数学 创造 之 一 ,100 多 年 来 
成 为 数学 的 核心 部 分 , 它 与 几乎 所 有 数学 分 支 都 有 着 密 不 可 分 
的 联系 并 推动 它们 的 发 展 . 反 过 来 ,各 数学 分 支 (以 及 物理 学 ) 的 
重大 问题 也 向 代数 几何 学 提出 各 种 问题 并 促进 它 的 进步 . 

代数 几何 学 的 研究 对 象 是 由 多 项 式 方程 或 方程 组 所 定义 的 
代数 曲线 ,代数 曲面 乃至 高 维 的 代数 徐 , 从 这 种 意义 上 来 讲 , 它 
是 解析 几何 学 的 自然 延续 . 另 一 方面 ,许多 数学 家 也 把 代数 函数 
论 作 为 代数 几何 学 的 超越 理论 加 以 论述 ,从 而 把 代数 几何 学 的 
历史 追溯 到 阿 贝 尔 的 工作 .这 样 代数 函数 论 就 自然 地 融入 代数 
几何 学 而 成 为 其 有 机 的 组 成 部 分 .毋庸 置疑 ,代数 函数 论 是 代数 
几何 学 的 来 源 之 一 ,但 从 历史 上 看 ,代数 函数 论 的 自然 发 展 路 线 
是 通 往 更 一 般 的 解析 邱 数 论 . 从 19 世纪 末 到 20 世纪 初 ,有 关 复 
变 函 数论 的 著作 大 都 包含 两 部 分 ,一 部 分 是 一 般 的 解析 函数 论 ， 
男 一 部 分 是 内 容 丰 富 的 代数 函数 论 .第 二 次 世界 大 战 之 后 ,代数 
函数 论 已 经 不 大 有 人 提起 了 , 它 的 内 容 散 见 于 代数 几何 学 、 黎 曼 
曲面 理论 乃至 抽象 代数 理论 之 中 .1951 年 之 后 ,以 代数 函数 论 
为 题 的 著作 真 可 以 说 极为 罕见 . 
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本 书 的 做 法 是 把 代数 几何 学 作为 一 门 几何 学 来 看 待 ,因此 
把 它 和 前 面 的 代数 函数 论 分 开 ,又 和 后 面 的 抽象 代数 学 分 开 . 这 
样 它 的 对 象 十 分 明确 , 即 代 数 曲线 .代数 曲面 和 高 维 代数 簇 .不 
过 研究 方法 却 五 花 八 门 , 包 括 超越 方法 代数 方法 、 几 何方 法 、 算 
术 方 法 ,拓扑 方法 等 ,这 样 就 形成 了 术语 不 同 、 各 有 长 处 和 短处 
的 理论 体系 .除了 代数 曲线 之 外 ,几何 形象 也 逐渐 不 那么 直观 ， 
因此 ,代数 几何 学 的 严格 基础 始终 是 数学 家 争论 的 主题 . 


3.1 代数 几何 学 的 分 期 


代数 几何 学 的 发 展 大 致 可 以 分 为 三 个 时 期 , 即 史前 时 期 经 
典 代数 几何 学 时 期 和 抽象 代数 几何 学 时 期 . 
3.1.1 史前 时 期 (1860 年 以 前 ) 

主要 是 从 综合 几何 学 (射影 几何 学 ) .解析 几何 学 以 及 代数 
销 数 论 这 几 方 面 进行 研究 . 
3.1.2 经 典 代数 几何 学 时 期 (1860 一 1920). 

主要 是 研究 复数 域 上 的 代数 曲线 及 代数 曲面 .经 典 代数 几 
何 学 的 葛 基 者 是 黎 曼 及 克 莱 布 什 . 黎 曼 引进 拓扑 观点 ,证 明代 数 
几何 学 基本 定理 ( 黎 曼 一 洛 幸 定 理 ) 的 特殊 情形 ,并 引进 双 有 理 
变换 及 其 不 变量 和 参 模 的 概念 ,这 些 构成 了 未 来 代数 几何 学 的 
理论 框架 ,也 是 进一步 研究 的 出 发 点 . 黎 曼 研究 中 的 惟一 空白 
一 一 几何 对 象 , 则 由 克 菜 布什 所 补足 . 克 菜 布什 还 明确 指出 , 代 
数 几 何 学 研究 双 有 理 变换 及 其 不 变量 ,并 以 这 个 观点 研究 代数 
曲线 及 曲面 .其 后 ,德国 学 派 .法国 学派 .意大利 学 派 分 别 用 不 同 
的 观点 及 方法 研究 代数 几何 学 ,形成 了 不 同 的 风格 及 流派 . 

除了 抽象 代数 几何 学 的 先驱 戴 德 金 及 克 洛 耐克 之 外 ,德国 
学 派 的 方法 实际 上 是 超越 方法 与 几何 方法 的 结合 .他 们 的 活动 
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主要 是 在 1860 一 1890 年 间 . 黎 曼 关于 阿 贝 尔 函 数 的 论文 中 完全 
没有 几何 语言 ,1863 年 洛 赫 及 克 莱 布 什 把 黎 曼 的 结果 与 平面 代 
数 曲 线 的 射影 几何 联系 起 来 ,形成 代数 几何 学 派 . 克 莱 布 什 的 学 
生 布 瑞 尔 (Alexancler Wilhelm Von Brli, 1842 一 1935) 及 M ' 诺 特 
(Max Noether,1844 一 1921) 创 立 了 线性 系 的 工具 ,用 来 研究 代数 
曲线 及 曲面 ,而且 推广 到 高 维 射影 空间 中 的 曲线 和 曲面 以 及 一 
般 代数 得 之 上 .他 们 的 许多 结果 ,如 奇 点 的 解 消 及 有 理 曲 线 的 概 
念 都 是 进一步 推广 的 出 发 点 . 沿 着 这 条 路 径 进行 研究 的 有 英国 
的 凯 雷 .法国 的 阿尔 芳 (Georges Henri Halphen,1844 一 1889) .丹麦 
的 错 玉 顿 等 ,而 到 1890 年 之 后 ,意大利 的 代数 几何 学 派 占有 统 

意大利 代数 几何 学 派 的 第 一 代 是 克 雷 莫 纳 ,他 研究 一 般 的 
双 有 理 变 换 . 第 二 代 有 贝尔 蒂 尼 (Eugenio Bertini, 1846 一 1933 ) ， 
他 继续 克 雷 莫 纳 的 研究 .另外 ,还 有 沃 隆 涅 斯 德尔. 贝 佐 (P.Del 
Pezzo,1859 一 1936) 等 ,特别 是 塞 格 利 ,他 得 到 许多 特殊 的 有 理 曲 
面 并 研究 其 性 质 , 而 真正 使 意大利 学 派 获 得 国际 声誉 的 则 是 卡 
斯 泰 努 沃 恩 瑞 克 斯 和 塞 栖 瑞 ,1890 一 1930 年 间 他 们 在 代数 几何 
学 上 无 可 争议 地 居于 领先 地 位 .不 过 他 们 的 直观 方法 不 够 严密 ， 
他 们 的 术语 又 过 于 几 雇 ,其 结果 很 难得 到 局 外 人 的 理解 ,但 是 他 
们 的 贡献 是 肯定 的 . 

1890 一 1910 年 间 , 以 毕 卡 及 庞 加 莱 为 首 的 法 国学 派 用 的 是 
超越 方法 ,从 某 种 意义 上 来 讲 , 这 是 黎 曼 研究 代数 曲线 观点 的 直 
接 继续 ,只 不 过 把 单 变量 代数 函数 论 推广 成 两 个 变量 的 代数 函 
数论 ,所 研究 的 是 由 三 个 复 变 量 的 不 可 约 多 项 式 P(x,y,z)=0 
定义 的 代数 函数 . 黎 曼 所 研究 的 黎 曼 面 拓扑 结构 . 黎 曼 画 上 的 有 
理 函 数 及 阿 贝尔 积分 都 被 庞 加 菜 和 毕 卡 推广 到 代数 曲面 上 .但 
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是 ,代数 曲面 情形 要 复杂 得 多 . 毕 卡 在 1899 年 发 展 了 第 二 类 二 
重 积 分 理论 ,不 过 独立 的 积分 数目 与 亏 格 无 关 . 
3.1.3 抽象 代数 几何 学 时 期 (1920 年 以 后 ) 

1920 年 以 后 ,代数 几何 学 的 对 象 已 有 大 规模 的 推广 : 

空间 的 基 域 由 实数 域 .复数 域 扩 大 到 更 一 般 的 域 ,特别 是 
特征 p > 0 的 域 . 

@ 空 间 的 维 数 由 2 维 、3 维 扩大 到 更 高 的 维 数 . 

全 空间 中 的 曲线 及 曲面 不 再 依赖 它 所 嵌 人 的 空间 而 形成 内 
在 的 定义 ,形成 代数 流 形 及 代数 篮 的 观点 , 维 数 也 不 仅仅 限于 1 
维 .2 维 ,可 以 是 更 高 维 的 ， 

@ 几 何 对 象 完 全 淡化 ,点 线 、 面 已 成 为 形式 化 的 东西 ,它们 
完全 为 抽象 的 对 象 一 一 抽象 簇 及 概 型 所 取代 . 

这 个 时 期 代数 几何 学 的 发 展 经 历 了 下 面 四 个 阶段 . 

(1) 应 用 代数 方法 或 算术 方法 来 改写 黎 曼 的 代数 函数 论 . 

1882 年 同时 出 现 两 篇 重要 论文 ,一 篇 是 戴 德 金 及 HH 韦伯 合 
写 的 《 单 变 元 代数 函数 论 》( Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Veranderlithen ) ,一 篇 是 克 洛 耐克 所 写 的 《代数 量 的 算术 理论 
纲要 》( Grundzuge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Grissen ). 他们 的 研究 道路 不 同 ,方法 各 蜡 ,但 他 们 有 几 点 是 共同 
的 ; 

他 们 都 看 出 代数 函数 论 或 代数 几何 与 代数 数论 的 相似 
性 ,并 为 之 提供 共同 的 代数 基础 . 

@@ 由 于 几何 的 背景 退 居 幕 后 ,推动 了 抽象 代数 观念 的 产生 ， 
特别 是 理想 . 模 、 域 及 环 的 理论 . 

全 由 于 抽象 代数 的 语言 不 依赖 于 基 域 C 的 拓扑 ,他 们 的 结 
果 更 具 一 般 性 ,也 正 因为 如 此 ,再 由 代数 语言 寻求 其 直观 的 几何 
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意义 也 不 太 容 易 ,因此 ,1920 年 以 后 ,几何 在 代数 几何 学 的 发 展 
中 并 不 占 主流 地 位 . 

戴 德 金 和 了 H' 韦 伯 的 论文 建立 在 理想 理论 的 基础 上 ,而 克 洛 
耐克 的 论文 则 建立 在 除 子 理论 的 基础 上 ,方法 则 是 构造 消去 法 . 

(2) 以 拓扑 的 观点 研究 代数 簇 . 

代数 簇 作为 点 集 是 有 奇 点 的 流 形 , 流 形 的 基本 结构 是 其 拓 
扑 结构 . 歼 曼 虽然 明确 指出 光 光 代数 曲线 即 紧 歼 曼 曲 面 的 拓扑 ， 
但 是 在 19 世纪 还 没有 有 效 的 工具 研究 拓扑 .1892 年 庞 加 莱 开 创 
了 组 合 拓扑 学 ,但 以 此 来 研究 代数 繁 还 不 够 ,因此 毕 卡 和 庞 加 莱 
仍 用 超越 方法 进行 研究 , 直到 1920 年 , 美国 数学 家 菜 夫 谢 获 
(Solomon Lefschetz, 1884 一 1972) 才 把 拓扑 方法 与 超越 方法 及 几 
何方 法 结合 起 来 ,给 双 有 理 不 变量 以 拓扑 解释 ,并 加 以 计算 .其 
后 , 查 瑞 斯 基 及 魏 伊 用 查 瑞 斯 基 拓 扑 定义 抽象 代数 簇 . 1946 年 
出 版 了 魏 伊 的 《代数 几何 学 基础 》( Foundations of Algebraic Geome- 
iry) ,该 书 对 此 作 了 全 面 的 论述 . 

(3) 研 究 代数 入 的 各 层 结构 . 

1950 年 起 ,运用 代数 拓扑 、 微 分 几何 以 及 同调 代数 等 有 力 
工具 ,将 各 种 不 变量 加 以 精致 化 ,得 出 一 系列 深刻 结果 

(4) 提 出 概 型 理论 . 

1960 年 起 ,法 国 数学 家 格 罗 登 迪克 (Alexandre Grothendieck， 
1928 一 “) 创 立 概 型 理论 ,他 动用 以 前 所 有 的 工具 ,并 发 明 一 系 
列 新 工具 ,使 代数 几何 学 完全 摆脱 具体 图 象 而 成 为 交换 代数 学 
的 一 个 组 成 部 分 . 1 

尽管 20 世纪 的 数学 家 热衷 于 抽象 ,但 一 般 并 不 “为 抽象 而 
抽象 " ,他 们 仍 用 他 们 所 掌握 的 先进 工具 解决 以 前 无 力 解决 的 具 
体 问题 .在 算术 代数 几何 方面 ,这 种 优势 极为 显著 .1974 年 德 林 
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(Pierre Deligne,1944 一 ”) 证 明 魏 伊 猪 想 ,1983 年 法 尔 廷 斯 证 明 
莫 德 尔 猜想 ,1994 年 外 尔 斯 证 明 费 尔 马 大 定理 ,都 得 力 于 抽象 
代数 几何 学 先进 的 思想 和 工具 . 另 一 方面 ,1970 年 以 后 ,即使 代 
数 曲 线 与 代数 曲面 ,也 仍 有 大 批 问题 有 待 解决 , 回 到 具体 的 代数 
几何 问题 的 倾向 还 是 越 来 越 明 显 .最 近 30 多 年 来 ,先进 的 工具 
及 方法 为 一 系列 问题 的 解决 开辟 了 道路 .代数 几何 学 尚未 完全 
淹没 在 抽象 代数 的 汪洋 大 海 之 中 . 


3.2 平面 代数 曲线 


1862 年 克 雷 莫 纳 发 表 《 平 面 曲线 的 几何 理论 导 引 》( Intro- 
duzione a una teoria geometrica delle curve piane ) ,其 中 他 系统 地 表 
述 了 一 般 平面 代数 曲线 的 几何 理论 . 1863 年 他 发 表 一 篇 论文 
《 论 平面 图 形 的 几何 变换 》( Sulle transfornazione geometriche delle 
figure piane ) ,其 中 他 系统 地 叙述 了 平面 图 形 的 双 有 理 几 何 变换 ， 
这 种 变换 后 来 被 称 为 克 雷 英 纳 变换 .这 种 变换 可 定义 为 

T:(x,y,2) >(Pi(x,y,2), Pa(x,y,2), P(x,y,2)), 
其 中 P,(1<j<3) 是 三 个 齐 次 多 项 式 , 具 有 相同 的 次 数 且 没有 非 
常数 公共 因子 , P; 的 公共 零点 被 称 为 基点 ,基点 上 了 没有 定义 ， 
了 存在 道 变换 了- …. 

由 于 双 有 理 变换 的 引入 ,完成 了 解析 几何 学 到 代数 几何 学 
的 转换 .解析 几何 学 通常 使 用 线性 变换 ,得 出 过 细 的 分 类 (三 次 
平面 曲线 可 达 几 百 种 ) ,反而 掩盖 了 几何 上 的 本 质 区 别 .以 双 有 
理 变 换 不 变 的 几何 性 质 为 基础 ,可 以 得 出 更 深刻 的 几何 分 类 .在 
1863 年 以 前 ,已 知 几 种 特殊 的 双 有 理 变换 ,一 种 是 1822 年 普 旧 
克 尔 引进 的 反 演 变换 ,由 此 产生 反 演 几何 学 ;一 种 是 二 次 变换 ， 
即 
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(zy，z) (yz, 2 XY), 
它 在 三 条 直线 x =0,y =0,z=0 外 的 平面 上 定义 二 变 元 的 二 次 
变换 ,最 早 是 牛顿 引入 的 . 1871 年 M' 诺 特 证 明 , 平 面 双 有 理 变 
换 可 由 一 系列 二 次 变换 及 线性 变换 组 成 . 同年 , 罗 撒 内 (Jacob 
Rosane,1842 一 1922) 独 立 发 现 这 个 结果 ,还 证 明 所 有 平面 上 一 对 
一 的 代数 变换 必定 是 克 雷 莫 纳 变换 . 

射影 平面 的 克 雷 莫 纳 变换 中 有 一 类 重要 的 变换 , 即 对 合 变 
换 ,两 个 对 合 变换 之 积 等 于 恒 等 变 换 , 从 而 对 合 变换 等 于 其 北 变 
换 .1877 年 贝尔 蒂 尼 将 对 合 变 模 进行 完全 分 类 ,在 相差 一 个 双 
有 理 变换 之 外 ,它们 是 : 

(1) 对 合 射 影 变换 ; 

(2) 德 . 荣 基 埃 尔 (Emest Jean Phillipe Fauque de Jonqui&re， 
1820 一 1901) 对 合 变 换 ; 

(3) 羞 塞 尔 (Karl Friedrich Geiser, 1843 一 1934) 对 合 变换 ; 

《4) 贝 尔 蒂 尼 对 合 变换 ， 

这 样 一 来 ,平面 代数 曲线 的 几何 研究 有 了 有 效 的 工具 .其 后 , 双 
有 理 变换 被 推广 到 空间 上 . 

对 于 双 有 理 变 换 ,首要 问题 是 确定 双 有 理 不 变量 . 对 于 平面 
代数 曲线 , 双 有 理 不 变量 主要 是 亏 格 及 参 模 .由 于 双 有 理 不 变量 
必定 是 射影 不 变量 ,因此 ,首先 要 解决 如 何 把 它 表 为 射影 不 变量 
的 问题 . 黎 曼 通过 引进 伴随 曲线 ,已 经 把 亏 格 g 表 为 代数 方程 
次 数 与 重点 数目 的 消 数 ,不 过 他 没有 用 齐 次 方程 ,因此 并 非 射影 
表示 . 1870 年 M: 诺 特 假定 n 次 射影 代数 曲线 只 有 通常 奇 点 , 即 
; 阶 重点 处 有 7 条 不 同 的 切线 ,这 样 他 得 出 一 般 亏 格 公式 

g=D(n- 1)(n—2) - 广 n(n- 1). 


j= 
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对 于 > 维 射影 空间 已 (C) 中 的 曲线 的 亏 格 g 与 次 数 d 之 间 关 
系 ,1889 年 卡 斯 泰 努 活 已 经 开始 研究 ,但 对 于 r > 3 的 情形 远 未 
解决 .对 于 r = 3 的 情形 ,阿尔 芳 在 1882 年 给 出 不 等 式 ,但 证 明 
有 错 , 直 到 1977 年 才 完 全 解决 . 

双 有 理 变 换 不 仅 是 代数 簇 分 类 的 基础 ,而 且 是 奇 点 解 消 的 
手段 .代数 函数 论 中 的 黎 曼 曲面 所 对 应 的 代数 曲线 是 光滑 的 或 
者 说 是 没有 奇 点 的 ,但 一 般 的 代数 曲线 乃至 一 般 的 代数 簇 是 有 
奇 点 的 .代数 几何 学 中 的 一 个 基本 问题 是 奇 点 的 解 消 ,也 就 是 通 
过 双 有 理 变 换 把 一 个 有 奇 点 的 代数 徐 变 换 成 没有 奇 点 或 仅 有 
“好 ” 奇 点 的 代数 簇 . 奇 点 解 消 的 代数 理论 在 1858 年 已 由 克 洛 耐 
克基 本 上 得 出 ,但 是 直到 1880 年 他 才 在 一 篇 有 关 判 别 式 的 论文 
中 发 表 . 在 此 之 前 ,德国 的 几何 学 派 已 经 得 到 许多 结果 . 布 瑞 尔 
及 M: 诺 特 的 主要 工具 是 线性 列 , 它 表示 曲线 C 与 代数 曲线 的 
线性 族 

BaPi(x,y) =0 
的 交点 艇 ,而 且 是 双 有 理 不 变量 , 它 基 本 上 等 价 于 除 子 理论 , 它 
可 被 推广 到 高 维 空间 的 曲线 上 .通过 =” 次 代数 曲线 的 (n -3) 次 
相伴 多 项 式 , 可 定义 曲线 到 (p - 1) 维 射影 空间 的 映射 ,其 象 被 
称 为 正规 曲线 ,这 样 曲线 之 间 的 双 有 理 对 应 就 可 以 归结 为 正规 
曲线 的 射影 变换 了 . 


3.3 代数 曲面 


到 19 世纪 中 叶 ,代数 曲面 只 有 零散 的 特殊 结果 . 1849 年 萨 
尔 孟 及 凯 雷 证 明 , 在 没有 奇 点 的 三 次 代数 曲面 上 存在 27 条 直 
线 .直到 1868 年 克 莱 布 什 才 以 双 有 理 变换 的 观点 讨论 代数 曲 
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面 .他 考虑 只 有 “通常 " 奇 点 的 代数 曲面 , 即 最 多 有 一 条 二 重 曲线 
L, 其 上 最 多 具有 三 重点 及 有 限 个 “ 捍 点 ”, 即 其 两 个 切 平面 重合 
的 点 .他 把 这 类 曲面 上 第 一 类 二 重 积分 的 最 大 数目 称 为 几何 亏 
格 P ,而 所 谓 第 一 类 二 重 积分 是 指 在 代数 曲面 $: f(x,y,z) =0 
上 处 处 有 限 的 二 重 积分 

| | ddy, 


其 中 Q(x,y,z) 是 (n -4) 次 曲面 ,包含 二 重 曲 线 地 ,被 称 为 S 的 
伴随 曲面 . 克 莱 布 什 的 文章 中 没有 提 到 积分 ,只 是 取 5 的 亏 格 
为 定义 (n - 4) 次 伴随 曲面 0 的 线性 独立 的 最 大 数目 . 1870 年 
M' 诺 特 证 明 其 双 有 理 不 变性 (实际 上 他 对 任意 维 射影 空间 的 超 
曲面 都 证 明 类 似 结果 ). 

凯 雷 在 1869 年 由 另外 途径 引进 了 算术 亏 格 p,. 错 玉 顿 在 
1871 年 ,M- 诺 特 在 1875 年 都 企图 仿照 普 吕 克 尔 型 公式 得 出 克 
菜 布什 的 亏 格 , 设 射影 空间 P;(C) 中 次 数 为 d, 亏 格 为 +, 有 1 
个 三 重点 的 一 般 曲 线 为 L, 则 m 次 曲面 5 包含 L 的 条 数 为 

md-2i:—-x+l. 
在 克 莱 布 什 的 定义 中 ,L 是 二 重 曲 线 , 因 此 曲面 “ 亏 格 "应 该 为 
(n-D(n-2)(n-3) (n-4) 
2 d 


+2t+x-l. 


结果 这 不 是 几何 亏 格 ps ,而 是 算术 亏 格 p, ,他 们 也 证 明 其 双 有 

理 不 变性 , 且 对 任意 代数 曲面 , 恒 有 ps 宇 ps. 当 S 是 嵌入 在 3 维 

复 射 影 空间 Ps( C) 中 的 非 奇 异 代数 曲面 时 , 则 有 py = p。. 因此 
dq= Pg- Pa 

是 对 代数 曲面 5 的 非 正则 性 的 度量 , 故 称 之 为 非 正 则 数 .但 其 

几何 意义 不 太 清楚 ,因此 ,超越 方法 及 拓扑 方法 就 更 为 优越 .由 
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于 19 世纪 末 只 知道 贝蒂 数 尺 , 且 组 和 在 P3( C) 中 的 非 奇异 代数 
曲面 的 1 维 贝蒂 数 Ri = 0, 可 推断 4 与 RR 之 间 有 一 定 关 系 . 另 
外 ,法 国 数学 家 毕 卡 和 庞 加 菜 发 展 超越 方法 ,使 之 适合 处 理 积 
分 ,他 们 发 现 这 类 曲面 上 没有 第 一 类 单 积分 . 而 1901 年 恩 瑞 克 
斯 发 现在 9 > 0 的 曲面 上 却 都 有 第 一 类 单 积 分 . 因此 ,这 三 个 量 
之 间 有 一 定 的 关系 . 1905 年 塞 焚 瑞 及 卡 斯 泰 努 沃 利用 毕 卡 的 
“超越 ”结果 和 恩 瑞 克 斯 关于 特征 系 的 定理 (其 证 明 有 错误 ) ,得 
出 


1 
q=F R=m, 


其 中 m 为 $ 上 线性 独立 的 单 积分 的 最 大 数目 .1910 年 庞 加 莱 首 
先 对 上 述 定理 (以 及 恩 瑞 克 斯 证 错 的 定理 ) 给 出 一 个 正确 的 证 
明 . 1921 年 莱 夫 谢 兹 创立 拓扑 方法 ,最 终 给 出 一 个 拓扑 证 明 . 

从 1870 年 起 ,M: 诺 特 进一步 发 展 了 他 的 几何 思想 ,引进 曲 
面 的 线性 亏 格 PW, 并 研究 曲面 上 的 代数 曲线 ,得 出 曲线 亏 格 公 
式 , 他 还 引进 例外 曲线 的 概念 . 19 世纪 80 年 代 末 期 ,意大利 的 
代数 几何 学 派 继承 了 M: 诺 特等 的 几何 思想 ,开始 对 代数 几何 
学 ,尤其 是 代数 曲面 进行 研究 ,第 一 个 结果 是 贝尔 蒂 尼 在 1877 
年 给 出 平面 对 合 变换 的 分 类 . 1893 年 卡 斯 泰 努 沃 解决 了 虽 略 特 
(Jakob Liiroth,1844 一 1910) 问 题 , 即 单 有 理 曲面 是 有 理 曲 南 . 随 
后 ,他 提出 并 于 1896 年 解决 用 数值 不 变量 刻画 有 理 曲面 的 问 
题 ,曲线 只 有 惟一 数值 双 有 理 不 变量 一 一 亏 格 .曲线 的 亏 格 为 0 
是 代数 曲线 为 有 理 曲 线 的 充分 且 必 要 条 件 .对 于 曲面 则 有 多 种 
不 变量 ,除了 p,,p,,p' 之 外 ,还 有 恩 瑞 克 斯 引进 的 多 亏 格 户 
(k 宕 2). 与 曲线 的 情形 不 同 , ps = 记 = 0 还 不 足以 保证 代数 曲面 
是 有 理 曲 面 ,要 保证 这 点 的 充分 必要 条 件 是 p。 = 忆 = 0. 恩 瑞 克 
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斯 给 出 曲面 是 直 纹 曲面 (直线 与 一 条 亏 格 为 g 的 曲线 的 乘积 ) 
的 充分 必要 条 件 是 Py = Pe = 0. 另 外 ,他 们 还 发 现 一 些 特殊 的 曲 
面 ,最 主要 的 是 恩 瑞 克 斯 6 次 曲面 和 K3 曲面 . K3 曲面 的 一 个 
特殊 情形 是 1864 年 库 默 尔 引进 的 具有 16 个 二 重点 的 四 阶 库 默 
尔 曲面 .这 一 切 都 导致 恩 瑞 克 斯 在 20 世纪 初 的 一 系列 论文 中 对 
于 曲面 的 分 类 . 1914 年 ,由 Pi 的 不 同 将 曲面 分 成 四 大 类 ,其 特 
征 及 典型 曲面 开 列 如 下 : 

第 I 类 曲面 ; Pj, =0, 有 理 曲 面 及 直 纹 曲面 . 

第 了 类 曲面 : Pl = 1, 可 再 分 成 四 小 类 : 

(1) ps =0,9 =0, 恩 瑞 克 斯 曲面 ,原来 是 6 次 曲面 ,以 四 面体 
的 6 条 棱 为 基 二 重 线 (值得 注意 的 是 ,虽然 m =0, 却 不 是 有 理 
曲面 ). 

(2)ps =0,9 =1, 超 椭圆 曲面 ,更 正确 的 名 称 应 是 双 椭 圆 曲 
面 , 它 是 由 两 条 椭圆 曲线 的 直 积 在 有 限 交 换 群 正 作 用 下 构成 的 
轨迹 空间 .它们 满足 一 定 条 件 , 只 有 7 种 可 能 . 1907 年 巴 涅 拉 
(Giuseppe Bagnera,1865 一 1927) 和 德 ' 弗 兰 基 斯 (Michele de Fran- 
chis,1875 一 1946) 完 全 定 出 来 . 

(3)ps =1,g =0,K3 曲面 . 

(4)ps =1,9 =2, 阿 贝尔 曲面 . 

第 五 类 曲面 ; Paz>2, 非 工 类 [类 的 椭圆 曲面 . 

第 人 类 曲面 : Pls>>2, 一 般 型 代数 曲面 . 

一 般 型 曲面 极为 复杂 ,其 后 不 断 找到 一 些 新 曲面 属于 这 一 
类 .尽管 方法 不 够 严格 ,这 项 成 就 也 是 辉煌 的 .第 二 次 世界 大 战 
之 后 ,运用 抽象 代数 .拓扑 以 及 分 析 的 强 有 力 方法 ,对 于 代数 曲 
面 分 类 进行 严格 的 处 理 , 并 大 大 加 以 推广 .小平 邦 彦 (Kodaira 
Kunihiko, 1915 一 1997) 在 1950 一 1960 年 间 把 曲面 分 类 扩充 到 所 
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有 复 曲 面 . 原 苏 联 以 沙 法 列 维 奇 (Igor Shafarevich,1923 一 ) 为 首 
的 学 派 在 1955 一 1965 年 间 完 成 了 这 项 工作 .美国 的 查 瑞 斯 基 
(Oscar Zariski, 1899 一 1986) 学 派 做 了 大 量 的 葛 基 性 工作 ,特别 是 
证 明 极 小 曲面 (minimal surfaces) 的 存在 性 .1969 年 邦 比 埃 利 (En- 
rico Bombieri ,1940 一 “) 和 曼 福 德 (David Mumford,1937 一 ”) 把 曲 
面 分 类 推广 到 特征 p > 0 的 代数 封闭 域 (pz2,3). 有 意思 的 是 ， 
他 们 的 分 类 与 恩 瑞 克 斯 的 分 类 相差 不 太 远 ， 

20 世纪 初 已 开始 研究 三 维 代数 艇 乃至 一 般 代数 簇 ,如 黎 曼 
一 洛 赫 定 理 已 经 得 到 完全 推广 , 三维 代数 徐 的 初步 分 类 也 于 
1987 年 完成 . 


4 代数 不 变 式 论 


不 变 式 论 是 19 世纪 中 极 重要 的 数学 分 支 , 也 是 通 往 抽象 代 
数学 中 的 交换 环 论 的 一 条 途径 .在 19 世纪 ,不 变 式 论 主要 研究 
型 ( 齐 次 多 项 式 ) 或 型 组 在 线性 变换 之 下 保持 不 变 的 系数 的 代数 
式 . 设 

f(x1s'**, xn) = 2 i 
为 n 元 r 次 型 ,对 于 变 元 x1,… ,x 进行 线性 变换 
wD aps le ign, 
其 中 4; 是 实数 或 复数 ,了 (x),… ,x ) 在 此 线性 变换 之 下 变 为 
f (x1 Xn) = ， ,2 Oi, 


的 每 个 系数 经 历 一 个 变换 


548 近代 数学 史 


若 系数 的 多 项 式 B(… ,a';.…; ,…) 满 足 

Bl, a i 1a, lB Qi i ), 
其 中 1a;1 为 线性 变换 的 行列 式 , 则 称 $ 为 型 / 的 (相对 ) 不 变 式 
(invariant) ,gq 被 称 为 不 变 式 的 权 . 如 果 g = 0, 则 称 @ 为 绝对 不 
变 式 .同样 可 以 定义 型 组 的 联 立 不 变 式 ,如 果 n 元 型 


Dl, ii INL Kn) 


在 该 线性 变换 下 满足 

Bs a ii sn) 

= laylB(…, 0 ， 
则 称 为 协 变 式 . 


对 于 任意 的 型 或 型 组 ,古典 不 变 式 的 首要 问题 就 是 计算 不 
变 式 及 协 变 式 ,如 果 可 能 的 话 ,应 完全 列举 出 来 . 随 着 历史 的 发 
展 , 逐 步 由 特殊 到 一 般 , 由 具体 到 抽象 ,现代 不 变 式 论 的 目标 逐 
步 改变 .我 们 遵照 希 尔 伯 特 的 区 分 法 ,把 它 分 成 五 个 时 期 来 叙 
述 . 


4.1 前 史 

一 般 认为 ,1841 年 布尔 创立 了 不 变 式 论 .在 此 之 前 ,不 变 式 
论 有 三 个 来 源 . 
4.1.1 数论 


高 斯 在 研究 二 元 二 次 型 
ax + 2bxy + cy? 
的 理论 时 ,首先 引入 线性 变换 
xX=ax +By', 
y= yx +6y’, 
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其 中 

ao -BY=r. 
他 得 出 

f'=a'x +2b'x'y 二 cy 

高 斯 首先 求 出 /在 变换 之 下 的 不 变 式 

D= 0 -ac, 
他 称 之 为 “行列 式 ”(Determinante) , 即 后 来 的 判别 式 , 它 是 权 为 2 
的 不 变 式 , 即 

D'=b' -a'c’=rD. 
高 斯 已 知 ,如 果 两 个 二 元 二 次 型 等 价 , 则 Dp' = D， 
4.1.2 代数 
不 变 式 论 是 行列 式 论 的 自然 延伸 ,因此 , 凯 雷 在 1846 年 把 

不 变 式 称 为 超 行 列 式 (hyperdeterminant) ,不 变 式 与 协 变 式 以 及 大 
部 分 不 变 式 论 的 名 词 都 是 西 尔 维 斯 特 后 来 发 明 的 . n 个 联 立 nm 
元 线性 型 


Dam, Daz, SD asm, > Dan 

i=] i=] i= i= 
在 线性 变换 

Xi = ony 
之 下 , 变 为 
Sa Doan, ,Da 
则 新 行列 式 D' = la'i 1 与 原 行列 式 D = lai 1 之 间 的 关系 为 
D’ = 用， 

其 中 
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这 里 的 行列 式 D 即 nn 个 联 立 n 元 线性 型 的 联 立 不 变 式 , 其 推广 
即 函 数 行列 式 , 函数 行列 式 最 早 是 雅 可 比 在 1841 年 引入 的 . 雅 
可 比 行列 式 是 n 元 型 ,fp,… , 的 协 变 式 


2 .对 
9x GE 
Dfn 9fo 
9Yl dxn 


1844 年 ， 海 守 推 广 雅 可 比 行列 式 ， 引入 海 塞 行列 式 , 它 也 是 协 变 
式 , 例 如 


2 
Ox? AX1O Xn 
9 
OXn9 Xl ox2 
是 权 为 2 的 协 变 式 . 函数 行列 式 都 有 几何 意义 ,也 反映 了 不 变 式 
论 的 几何 来 源 . 
4.1.3 几何 


克 莱 因 在 419 世纪 数学 史 讲 义 ? 中 ,是 把 不 变 式 论 作 为 射影 
几何 的 代数 等 价 对 象 来 考虑 的 ,他 认为 射影 几何 同 不 变 式 论 是 
平行 发 展 的 .因为 几何 图 形 的 射影 性 质 就 是 图 形 在 射影 (线性 ) 
变换 下 不 变 的 那些 性 质 . 当 应 用 代数 方法 之 后 ,就 要 寻求 几何 图 
形 的 哪些 性 质 与 坐标 表示 无 关 , 这 样 自然 要 考虑 在 坐标 变换 下 
保持 不 变 的 代数 表达 式 , 从 而 自然 引 向 代数 不 变 式 的 研究 . 


4.2 朴素 时 期 
一 般 公认 不 变 式 理论 是 1841 年 由 布尔 创立 的 ,1843 年 凯 雷 
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读 了 布尔 的 论文 后 大 受 启发 ,从 此 献身 于 不 变 式 的 研究 .在 求 不 
变 式 和 协 变 式 的 方法 方面 , 凯 雷 受到 海 塞 及 爱 森 斯 坦 的 启发 . 
1844 年 , 爱 森 斯 坦 在 研究 二 元 三 次 型 
f= axi+3px?xa + 3cxtx? + dx2 

时 ,发现 其 海 塞 行列 式 
fn fu 
fa f2 
为 它 的 二 次 协 变 式 . 的 行列 式 

3b2c? + 6obcd -4b’d -4ac’ -ad 
为 其 最 简单 的 不 变 式 , 它 也 是 了 的 判别 式 , 通 常用 人 表示 .及 有 
的 函数 行列 式 0 是 三 次 协 变 式 .1846 年 凯 雷 证 明 f, H, 全 ,0 构 
成 二 元 三 次 型 的 协 变 式 的 完全 组 . 1856 年 他 研究 二 元 四 次 型 

f= axt + 4bxix2 +6cxtx + 4dx1x3 + ex 
的 协 变 式 ,他 发 现 ,除了 依法 炮制 的 f(4), H(4) 及 f 和 的 函数 
行列 式 0(6) 以 外 (括号 中 的 数字 为 其 次 数 ) ,还 有 两 个 不 变 式 
g2= ac -4bd +3c’, 


a bere 
b cd 
C QU e 
而 且 由 于 上 的 判别 式 与 gz,8s 之 间 的 关系 为 
人 =82-27g4， 

因此 人 不 属于 完全 组 ,他 发 现 /(4),H(4) ,0(6),g2,g3 构成 协 
变 式 的 完全 组 . 

凯 雷 在 1854 一 1878 年 间 写 了 10 篇 关于 代数 型 的 不 变 式 的 
论文 ,他 称 型 为 quantics, 他 发 现 到 二 元 六 次 型 的 不 变 式 以 及 到 


83= 
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二 元 四 次 型 的 协 变 式 ,它们 都 可 以 由 有 限 个 基本 协 变 式 或 不 变 
式 代 数 地 构成 .他 曾经 错误 地 认为 高 于 6 次 的 二 元 型 基本 组 可 
能 有 无 穷 多 个 协 变 式 及 不 变 式 ,这 后 来 为 其 他 人 的 研究 所 否定 . 
因此 ,不 变 式 论 的 问题 主要 是 构造 并 列举 协 变 式 及 不 变 式 的 问 
题 : 

(1) 构 造 协 变 式 和 不 变 式 的 基本 组 ,并 把 它们 明显 列举 出 
来 . 

(2) 这 些 协 变 式 和 不 变 式 的 基本 组 有 时 并 不 独立 ,它们 之 间 
有 一 定 关系 , 西 尔 维 斯 特 借 用 行星 天 文学 的 术语 称 之 为 合 系 
(syzygy ,天 文学 上 称 为 合 冲 ) .问题 是 找 出 基本 组 的 所 有 合 系 来 ， 

1850 年 起 .英国 数学 家 西 尔 维 斯 特 和 爱尔兰 数学 家 萨 尔 孟 
也 加 入 不 变 式 论 的 研究 行列 ,他 们 同 凯 雷 一 起 ,被 称 为 英国 不 变 
式 论 的 三 头 (trio). 他 们 在 构造 协 变 式 及 不 变 式 方面 引进 许多 方 
法 ,其 中 特别 重要 的 是 凯 雷 在 1846 年 引进 的 2 过 程 和 西 尔 维 
斯 特 在 1852 年 引进 的 推移 过 程 ,目的 都 是 通过 一 些 机 械 办 法 由 
已 知 低 次 型 的 不 变 式 及 协 变 式 来 得 到 高 次 型 的 不 变 式 及 协 变 
式 .在 他 们 的 论文 中 包含 大 量 十 分 机 械 的 计算 以 及 根据 计算 结 
果 列 出 的 表 . 

不 变 式 论 的 术语 大 都 是 由 西 尔 维 斯 特 引 进 的 ,其 中 包括 不 
变 式 . 协 变 式 , 伴 变 式 (comitant) ( 它 包括 不 变 式 、 协 变 式 、 共 变 式 
为 其 特例 ) ` 合 系 等 等 ,不 过 除了 这 几 个 现在 还 使 用 之 外 ,其 余 大 
都 废弃 了 . 

西 尔 维 斯 特 及 凯 雷 等 的 工作 是 建立 下 面 的 理论 : 

二 元 型 


f= a0% + a y+ + a 


的 任何 不 变 式 应 满足 下 列 微分 方程 
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Q1 =0, 
O01=0, 
其 中 Q ,0 是 线性 微分 算 子 ， 


a 9 9 
Qs=a0ag +20 gt + Pop-igg,? 
p 


0= pol 3 (p— De 区 二 元 一， 
西 尔 维 斯 特 把 这 些 算 子 称 为 零 化 子 , 他 在 1878 一 1886 年 建立 起 
一 整套 零 化 子 理论 ,并且 推广 到 其 他 型 上 . 

1882 年 西 尔 维 斯 特 和 富兰克林 (Fabean Franklin, 1853 一 
1939) 研 究 某 些 型 的 所 有 半 不 变 式 的 任何 阶 生成 函数 ,而 且 用 线 
性 微分 算 子 来 表示 何 种 情况 下 一 个 函数 是 一 个 二 元 二 次 型 的 正 
交 不 变 式 或 协 变 式 .对 于 直接 正 交 变换 来 说 ,下 是 协 变 式 的 充分 
必要 条 件 是 以 


9 9 
Yaz *ay+0-0 


为 其 零 化 子 . 
4.3 形式 时 期 


1849 年 德国 数学 家 阿 隆 荷 德 (Seiegfried Heinrich Aronhold， 
1819 一 1884) 开 始 进入 不 变 式 论 领 域 ,力求 把 英国 学 派 的 运算 通 
过 纯 代数 的 形式 运算 加 以 系统 化 .严密 化 ,形成 近代 的 符号 演算 
方法 ,这 种 符号 演算 在 20 年 后 产生 巨大 效果 .高 尔 丹 (Paul Al- 
bert Gordan ,1837 一 1912) 在 1868 年 证 明了 不 变 式 论 基本 定理 : 任 
何 二 元 型 的 协 变 式 及 不 变 式 都 具有 有 限 基本 组 .1870 年 他 又 证 
明 任 何 联 立 二 元 型 组 也 都 具有 有 限 基 本 组 .他 的 证 明 用 到 了 阿 
隆 荷 德 及 克 莱 布 什 所 发 展 的 符号 演算 ,这 些 演算 总 结 在 克 莱 布 
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什 的 专著 《二 元 代数 型 理论 》( Théorie der binaren algebraischen For- 
men)(1872) 中 ,这 里 面 详 细 叙 述 了 具体 的 计算 方法 ,后 来 的 群 表 
示 论 中 的 死 莱 布 什 一 高 尔 丹 系数 即 由 此 而 来 . 克 莱 布 什 的 《几何 
学 讲义 》( Vorlesungen iiber Geometrie ) 在 他 去 世 后 ,由 林 德 曼 编辑 
于 1876 年 出 版 ,其 中 涉及 不 变 式 论 在 几何 上 的 应 用 并 且 开 始 向 
三 元 型 进军 . 

在 1868 年 以 后 ,高 尔 丹 逐 步 解决 了 三 元 低 次 型 的 问题 , 先 
是 解决 三 元 二 次 型 及 三 元 二 次 型 组 (两 个 .三 个 型 ) 的 完全 系 . 
1869 年 他 得 出 三 元 三 次 型 的 完全 基本 系 ,1880 年 他 给 出 特殊 的 
三 元 四 次 型 

XlX2 + X23x3 + x3xi 

的 完全 系 ,其 基本 组 共有 54 个 协 变 式 , 其 后 ,他 的 学 生 卫 ' 庶 特 
在 1907 年 的 博士 论文 《三 元 四 次 型 不 变 式 的 完全 系 》 中 完整 地 
给 出 协 变 式 完 全 组 , 共 331 个 . 

由 上 面 可 以 看 出 ,对 于 一 般 的 m 元 n 次 型 求 出 协 变 式 的 完 
全 基本 组 以 及 完全 合 系 是 极为 复杂 的 过 程 ,甚至 在 二 元 型 的 情 
形 下 ,也 存在 已 知 的 完全 基本 组 能 否 再 简约 的 问题 , 实际 上 ， 
1870 年 高 尔 丹 提出 的 二 元 七 次 型 及 二 元 八 次 型 ,到 1880 年 及 
1888 年 又 被 简化 .但 是 ,mm 元 次 型 的 协 变 式 完全 基本 组 有 一 
个 重要 的 规律 被 发 现 ,从 而 可 以 简化 一 半 计 算 , 这 就 是 埃 尔 米 特 
在 1854 年 发 现 的 互 反 律 ,他 指出 m 元 n 次 型 的 协 变 式 的 基本 
组 与 元 m 次 型 的 一 一 对 应 ， 


4.4 批判 时 期 


一 般 认 为 ,由 希 尔 伯 特 开始 了 不 变 式 论 的 批判 时 期 ,但 他 的 
工作 的 意义 远 不 止 于 此 . 希 尔 伯 特 1885 年 的 博士 论文 仍 是 构造 
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性 的 .第 一 个 不 变 式 论 的 存在 性 证 明 是 奥地利 数学 家 默 滕 斯 
( Franz Mertens, 1840 一 1927) 给 出 的 ,他 用 归纳 法 证 明 高 尔 丹 二 元 
型 的 基本 组 的 有 限 性 定理 ,而 没有 具体 给 出 这 些 协 变 式 ， 

希 尔 伯 特 在 1888 年 再 次 证 明 关 于 二 元 型 的 协 变 式 的 有 限 
性 定理 ,但 是 ,更 令 人 吃惊 的 是 他 宣布 了 远 为 一 般 的 结果 , 即 对 
于 任何 n 元 型 .任何 次 数 以 及 任何 有 限 多 个 型 的 组 ,都 存在 有 
限 的 协 变 式 的 完备 系 . 这 个 结果 在 1890 年 发 表 , 其 中 还 证 明了 
另 一 个 重要 定理 , 即 协 变 式 中 的 合 系 也 是 有 限 生成 的 .这 两 个 不 
变 式 论 的 基本 定理 的 证 明 依 据 一 个 更 为 著名 、 更 为 重要 的 定理 
希 尔 伯 特 基 定 理 .这 个 定理 直接 通 向 抽象 代数 学 的 交换 环 
理论 . 

希 尔 伯 特 的 论证 方法 开辟 了 一 个 新 时 代 , 即 用 存在 性 证 明 
代替 构造 性 证 明 , 这 在 当时 引起 了 不 安 .“ 不 变 式 之 王 ” 高 尔 丹 认 
为 :“ 这 不 是 数学 ,而 是 神学 !1" 希 尔 伯 特 必须 再 次 通过 构造 性 方 
法 来 论证 他 的 存在 性 证 明 的 合理 性 .在 1890 一 1893 年 间 , 他 花 
费 了 很 大 力气 ,再 次 给 他 的 不 变 式 论 基本 定理 一 个 构造 性 的 证 
明 ,其 中 根据 他 的 另 一 个 大 定理 一 一 希 尔 伯 特 零点 定理 (Nul- 
stellensatz) ,他 把 零点 定理 与 凯 雷 的 20 方法 结合 起 来 ,证 明 每 个 
不 变 式 J 是 基 万 …… 岂 的 整 代数 函数 , 即 满足 

+CII+…+C=0， 
其 中 G; 是 万 …… 克 的 多 项 式 ,从 而 可 用 克 洛 耐克 的 构造 性 方 
法 得 出 整 基 来 . 1893 年 , 希 尔 伯 特 自豪 地 宣称 :… 我 相信 ,这 样 一 
来 ,由 不 变 式 生成 的 函数 论 理论 的 最 主要 目的 已 经 达到 , "他 向 
他 的 好 友 闵 可 夫 斯 基 讲 ,他 不 再 研究 不 变 式 论 了 . 

反对 希 尔 伯 特 的 存在 性 证 明 方 法 的 高 尔 丹 最 终 也 承认 这 种 
方法 的 合理 性 ,“ 神 学 也 有 神学 的 用 处 嘛 ”. 1899 年 他 自己 还 简 
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化 希 尔 伯 特 的 证 明 . 从 这 时 起 ,研究 不 变 式 论 的 工作 数量 急剧 下 
降 , 不 变 式 论 研究 进入 低速 发 展 时 期 ， 


4.5 现代 时 期 


希 尔 伯 特 离开 不 变 式 论 之 后 ,数学 史家 曾 认 为 这 门 学 科 已 
经 死亡 .然而 ,正如 丢 东 涅 所 讲 ,不 变 式 论 正如 凤凰, 多 次 从 灰 炮 
中 再 生 . 近 百年 来 ,不 变 式 论 沿 着 下 面 几 条 路 线 继续 发 展 . 

(1) 古 典 方向 . 

以 高 尔 丹 为 代表 ,古典 方向 仍然 把 构造 方向 延续 了 20 多 
年 ,高 尔 丹 在 1912 年 去 世 后 ,这 个 方向 趋 于 式微 . 

(2) 群 论 方向 ， 

以 前 的 不 变 式 论 所 涉及 的 变换 属于 一 般 线性 群 GL(n,R) 
或 CL(n,C) ,一 个 重要 的 问题 是 对 于 它们 的 子 群 ,特别 是 推广 
到 半 单 李 群 上 ,这 时 有 限 性 定理 是 否 还 成 立 .这 已 由 希 尔 伯 特 在 
1900 年 作为 第 14 个 问题 提出 来 . 随 着 群 表示 论 的 发 展 ,这 个 理 
论 已 被 纳入 群 表示 论 的 方向 ,从 这 个 观点 来 看 ,不 变 式 论 的 发 展 
总 结 在 外 尔 的 《典型 群 : 其 不 变 式 及 表示 》( The Classical groups， 
their invariants and representations ) ( 1939) 中 . 

(3) 代 数 几 何方 向 . 

1950 年 以 后 , 随 着 代数 群 理论 的 发 展 ,不 变 式 论 已 发 展 成 
为 代数 变换 群 一 般 理 论 的 一 部 分 , 它 成 为 代数 变换 群 在 代数 簇 
上 作用 的 不 变 商 簇 问题 . 这 种 "几何 不 变 式 论 "从 20 世纪 70 年 
代 起 有 很 大 发 展 ,现在 仍 在 继续 之 中 ， 

《4) 交 换代 数 方向 . 

如 果 说 代数 数论 .代数 函数 论 .代数 几何 学 导向 某 种 特殊 的 
交换 代数 或 交换 环 的 话 , 例如 戴 德 金 环 ,那么 代数 不 变 式 论 则 直 
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接 通 向 更 一 般 的 交换 代数 或 交换 环 理论 , 即 诺 特 环 理论 .实际 
上 ,这 一 过 程 是 分 三 步 走 的 :首先 是 希 尔 伯 特 在 1891 年 证 明 的 
有 限 基 定理 和 合 系 的 有 限 基 定 理 ,它们 完全 是 用 不 变 式 论 的 语 
言 来 表述 及 证 明 的 .其 次 是 腊 斯 克 (Emanuel Lasker, 1868 一 1941) 
及 麦 考 莱 (Francis Macaulay,1862 一 1937) 推 广 到 一 般 多 项 式 环 的 
理想 理论 或 模 系 理论 ,它们 仍 未 能 脱离 具体 对 象 . 而 真正 迈 向 抽 
象 代数 学 的 , 则 是 耻 ' 诺 特 , 她 一 方面 摆脱 具体 的 多 项 式 环 而 考 
虑 一 般 环 , 另 一 方面 采用 公理 方法 ,提出 诺 特 环 理想 链 的 极 大 公 
理 或 有 限 链 的 条 件 公理 ,这 样 交换 环 论 正式 建立 ,不 仅 所 有 上 述 
理论 都 可 以 纳入 它 的 范畴 ,而 且 在 各 个 领域 产生 了 重要 的 新 成 
果 , 从 而 使 数学 迈 向 现代 化 之 路 . 
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通常 认为 , 伽 罗 华 建立 伽 罗 华 理论 之 后 ,代数 的 研究 就 转向 
群 论 . 这 是 非常 错误 的 ,实际 上 ,正如 前 面 所 述 ,一 方面 代数 方程 
的 研究 并 未 终止 , 另 一 方面 ,由 具体 群 到 抽象 群 的 研究 也 经 历 了 
至 少 半 个 世纪 的 漫长 过 程 .以 抽象 群 的 结构 为 对 象 的 群 论 到 19 
世纪 末 才 刚刚 开始 ,不 过 ,19 世纪 最 后 二 三 十 年 , 群 的 观念 却 深 
入 到 数学 的 各 个 分 支 ,并 成 为 统一 数学 的 基础 .虽然 这 种 统一 并 
没有 成 功 ,但 是 在 各 学 科 中 引信 群 的 观念 还 是 大 有 好 处 的 . 

依照 历史 的 顺序 ,这 里 把 具体 学 科 中 群 的 观念 的 发 展 概述 
如 下 : 

(1) 代 数 方程 论 . 首 先 从 拉 格 朗 日 的 置换 理论 到 置换 集合 ， 
然后 到 置换 群 理论 ,在 1870 一 1880 年 间 发 表 的 著作 及 论文 主要 
还 是 置换 群 理论 ,虽然 逐步 脱离 方程 论 , 但 还 没有 完全 把 群 抽象 
出 来 进行 研究 .许多 重要 定理 ,如 西 洛 定理 及 组 成 列 不 变 因子 定 
理 ,都 是 在 置换 群 论 的 外 衣 下 进行 叙述 及 证 明 的 .尽管 如 此 , 它 
们 都 能 顺利 地 推广 到 抽象 群 上 . 

(2) 二 元 二 次 型 理论 及 代数 数论 . 1801 年 高 斯 发 现 二 元 二 
次 型 可 以 合成 ,从 而 逐步 认识 到 二 元 二 次 型 的 等 价 类 构成 群 ,这 
就 是 类 群 .类 群 不 仅 可 以 平行 用 于 二 次 域 上 ,而 且 还 可 以 推广 到 
一 般 代数 数 域 乃 至 其 他 域 上 , 它 是 这 些 理论 的 最 根本 的 不 变量 . 
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(3) 模 群 及 与 椭圆 函数 变换 有 关 的 群 . 

(4) 结 晶体 群 , 它 是 使 晶体 不 变 的 群 ,是 晶体 分 类 的 基础 ,与 
二 次 型 理论 有 关 . 

(5) 运 动 群 , 若 尔 当 在 1867 年 最 先 引进 这 种 几何 变换 群 , 它 
是 最 早 的 连续 群 . 

(6) 儿 和 何 变换 群 , 克 菜 因 以 一 种 统一 的 观点 来 研究 几何 变换 
群 ,导致 他 提出 以 群 的 不 变量 来 统一 几何 学 的 计划 . 

(7) 连 续 变 换 群 ,S' 李 从 1874 年 开始 研究 的 李 群 及 李 代数 

(8) 群 与 微分 方程 及 自 守 函 数 . 

这 样 到 19 世纪 末 , 群 的 概念 已 深入 到 数论 .代数 .几何 及 分 
析 各 个 领域 ,成 为 当时 统一 数学 的 基础 . 


1 克 莱 因 与 埃 尔 兰 根 计划 


1.1 克 莱 因 


克 菜 因 , 1849 年 4 月 25 日 生 于 莱茵 河畔 的 杜 塞 尔 多 夫 . 
1865 年 他 从 故乡 的 中 学 毕业 以 后 ,进入 波恩 大 学 .第 一 年 他 上 听 
数学 .物理 学 的 课 不 多 ,主要 听 植 物 学 .1866 年 他 成 为 普 吕 克 尔 
的 助手 ,帮助 普 吕 克 尔 准备 实验 . 史 坦 纳 去 世 之 后 , 普 吕 克 尔 继 
续 史 坦 纳 关于 解析 几何 学 的 研究 ,在 以 前 工作 的 基础 上 ,力图 把 
空间 解析 几何 学 建立 在 以 直线 为 元 素 的 基础 上 .为 此 ,他 写 了 
《新 空间 几何 学 》( Neue Ceometrie des Raoumes). 克 莱 因 在 普 吕 克 和 尔 
的 影响 下 努力 学 习 几 何 学 .1868 年 5 月 22 日 , 普 吕 克 尔 突然 去 
世 , 他 的 大 作 只 完成 了 第 一 卷 . 克 莱 因 整理 了 老师 的 遗 稿 ,第 二 
卷 于 1869 年 出 版 .1868 年 12 月 , 克 莱 因 获得 博士 学 位 ,论文 的 
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题目 是 《 线 坐 标的 一 般 二 次 方程 到 上 典 则 形式 的 变换 》, 著名 数学 
家 李 普 希 茨 成 为 他 名 义 上 的 博士 导师 . 

为 了 整理 普 吕 克 尔 的 遗 稿 , 克 莱 因 感到 自己 的 知识 是 十 分 
不 够 的 ,他 需要 有 经 验 的 几何 学 家 的 帮助 .为 此 ,他 于 1869 年 初 
离开 波恩 前 往 格 廷 根 . 这 时 黎 曼 已 去 世 ,接替 教授 职位 的 是 克 莱 
布什 ,他 刚刚 创办 数学 杂志 《数学 年 刊 》, 他 的 研究 方向 是 当时 方 
兴 未 区 的 不 变 式 论 以 及 代数 曲面 论 , 这 对 克 莱 因 关 于 不 变性 的 
观念 无 疑 具有 重要 影响 ,在 这 期 间 , 克 莱 因 读 了 萨 尔 备 的 《圆锥 
曲线 》 的 德 译本 ,从 而 知道 了 凯 雷 的 工作 . 

1869 年 8 月底, 克 菜 因 到 了 柏林 大 学 ,当时 柏林 大 学 由 于 
库 默 尔 、 克 洛 耐克 和 外 尔 斯 特 拉 斯 的 到 来 , 迎 来 了 一 个 兴旺 时 
期 .在 这 里 ,他 结识 了 来 自 挪 威 的 $- 李 ,两 人 成 为 终身 密友 .他 
还 结识 了 来 自 奥地利 的 史 托 尔 芯 , 从 他 那里 才 知 道 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 学 .1870 年 2 月 ,他 在 外 尔 斯 特 拉 斯 的 讨论 班 上 ,报告 了 
凯 雷 关于 射影 距离 的 工作 ,并 提出 把 凯 雷 的 工作 推广 到 罗 巴 切 
夫 斯 基 几 何 的 问题 ,不 过 反应 是 令 人 失望 的 ,他 得 到 的 回答 是 ， 
这 是 两 个 属于 不 同 范围 的 问题 ,而 几何 学 基础 的 首要 问题 是 把 
两 点 间 的 最 短线 作为 直线 的 思想 .但 是 ,他 不 喜欢 这 种 一 步 一 步 
来 建立 严格 逻辑 系统 的 思想 ,仍然 按照 自己 原来 的 方式 走 下 去 . 
当时 库 默 尔 正 处 于 他 的 几何 学 时 期 , 克 莱 因 和 S' 李 都 对 库 默 尔 
的 几何 学 工作 感 兴趣 ,他 们 在 库 默 尔 的 讨论 班 上 都 很 活跃 ,他 和 
S' 李 合作 研究 了 库 默 尔 曲面 的 渐 近 线 的 性 质 ， 

1870 年 3 月 , 克 莱 因 和 $. 李 一 起 到 了 巴黎 ,这 时 若 尔 当 的 
《 代 换 论 及 代数 方程 论 ) 刚 刚 出 版 ,他 们 很 快 就 发 现 , 群 论 不 仅仅 
对 于 代数 方程 有 重要 意义 ,而 且 对 整个 数学 特别 是 不 变 式 论 及 
几何 学 有 很 大 影响 . 群 论 一 下 子 打开 了 他 们 的 思想 的 大 门 . 在 巴 
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黎 ,他 们 合作 研究 了 丈 曲线 , 即 在 线性 代 换 群 下 不 变 的 曲线 . 群 
论 的 出 现 对 于 他 们 两 人 后 来 的 工作 产生 了 巨大 的 影响 ,而 对 克 
莱 因 的 影响 简直 可 以 说 是 立竿见影 . 

1870 年 7 月 普法 战争 爆发 , 克 莱 因 和 S' 李 不 得 不 分 手 . 克 
莱 因 回 到 德国 ,又 重 返 格 廷 根 ,开始 准备 他 的 就 职 论文 ,并 在 
1871 年 1 月 获得 讲师 资格 .1871 年 夏 , 在 同 史 托 尔 芯 的 多 次 讨 
论 中 ,他 越 来 越 明确 非 殉 几何 学 是 射影 几何 学 的 一 部 分 .同年 8 
月 他 发 表 的 第 一 篇 论文 《 论 所 谓 非 欧 几 何 学 》, 受 到 一 些 哲学 家 
及 数学 家 的 攻击 .哲学 家 仍然 否认 非 欧 几何 学 , 而 数学 家 认为 他 
在 兜 圈子 ,这 促使 他 深入 研究 几何 学 基础 ,特别 是 射影 几何 学 以 
及 公理 化 问题 .1872 年 夏 , 他 写 的 第 二 篇 论文 发 表 了 . 

在 克 莱 布什 的 推荐 之 下 ,1872 年 克 莱 因 到 埃 尔 兰 根 任 正 教 
授 , 同 年 11 月 他 发 表 了 被 称 为 埃 尔 兰 根 计划 的 著名 论文 ,这 是 
几何 学 历史 上 具有 划时代 意义 的 文献 ,也 是 他 登峰造极 的 成 就 . 
据 数学 史 研 究 , 埃 尔 兰 根 计划 并 非 如 传说 所 讲 的 是 他 的 就 职 演 
说 ,他 的 就 职 演说 是 关于 数学 教育 的 . 1875 年 他 离开 埃 尔 兰 根 ， 
就 任 慕 尼 黑 高 等 工业 学 校 教授 .这 时 他 进行 几何 学 .代数 学 、 分 
析 学 及 群 论 的 综合 研究 ,他 关于 二 十 面体 的 研究 是 对 不 同学 科 
进行 综合 研究 的 一 个 范例 ， 

1880 年 克 菜 因 又 到 莱比锡 大 学 任教 授 ,这 时 开始 关于 自 守 
函数 的 研究 . 自 守 函数 论 是 群 与 函数 相 结 合 的 产物 .他 和 法 国 数 
学 家 斋 加 莱 彼 此 独立 开创 了 这 个 领域 ,两 人 在 1881 一 1882 年 的 
“竞赛 "中 , 庞 加 莱 大 大 超过 了 克 莱 因 .同时 , 克 莱 因 还 发 展 了 黎 
曼 的 函数 论 ,1882 年 出 版 了 《 黎 曼 关于 代数 函数 及 其 积分 的 理 
论 》( Uber Riemanns Theorie der algebraischen Functionen und ihre In- 

tegrale ) ,他 认为 这 是 他 自己 最 好 的 著作 . 这 时 他 积劳 成 疾 ,再 也 
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做 不 了 什么 创造 性 的 工作 了 . 

1886 年 他 到 格 廷 根 大 学 任教 授 , 他 其 后 40 年 的 活动 大 大 推 
动 了 德国 数学 的 发 展 .他 把 格 廷 根 变 成 了 世界 数学 中 心 . 1895 
年 他 请 来 希 尔 伯 特 ,1902 年 请 来 闵可夫 斯 基 , 使 得 一 批 批 数学 
家 从 这 里 培养 出 来 .他 自己 的 讲义 和 讨论 班 贯彻 了 他 的 统一 精 
神 , 深 受 学 生 的 欢迎 .他 丰富 的 思想 及 处 理 问题 的 方法 被 很 快 地 
传播 开 去 .他 对 于 应 用 数学 的 关心 ,大 大 促进 了 德国 应 用 数学 的 
发 展 .他 对 于 物理 学 特别 是 相对 论 的 重视 ,也 推动 了 数学 家 与 物 
理学 家 的 结合 . 

1890 年 ,在 G: 康 托 尔 的 倡议 下 ,德国 数学 家 联合 会 正式 成 
立 . 克 莱 因 作为 创始 人 之 一 ,积极 参加 其 活动 .他 在 1894 年 的 年 
会 上 作 了 报告 《 歼 曼 及 其 对 近代 数学 发 展 的 意义 》, 并 于 1897 
年 .1904 年 .1908 年 三 次 任 年 会 主席 . 

1893 年 为 纪念 哥伦布 发 现 新 大 陆 400 周年 ,在 美国 芝加哥 
举行 了 世界 工业 博览 会 ,同时 召开 国际 数学 家 大 会 . 克 莱 因 代表 
德国 参加 这 次 会 议 ,并 在 大 会 上 作 了 《当前 数学 的 状况 》 的 报告 . 
他 还 携带 十 几 篇 德国 数学 家 的 论文 在 大 会 上 宣读 .会 后 ,他 又 专 
门 为 大 会 参加 者 作 了 几 次 关于 当前 数学 状况 的 报告 ,对 于 美国 
数学 家 有 重要 的 影响 .他 还 先后 培养 了 许多 美国 数学 家 . 1896 
年 10 月 为 纪念 普林斯顿 大 学 建 校 150 周年 ,他 再 次 赴 美 ,并 作 
了 他 新 研究 的 报告 《陀螺 理论 》. 在 这 个 问题 上 ,他 用 自 守 函数 简 
化 了 前 人 的 证 明 , 并 给 复数 时 间 以 新 的 解释 .他 和 索 末 菲 
(Amold Sommerfeld ,1868 一 1951) 合 著 的 四 卷 《陀螺 理论 》( Theorie 
des Kreisels )(1897 一 1910) 长 期 以 来 是 这 方面 的 标准 著作 . 

1895 年 他 积极 参与 德国 《数学 百科 全 书 》 的 筹划 工作 , 1899 
年 起 任 力学 部 分 的 主编 . 1896 年 5 月 , 克 菜 因 被 授予 枢密 顾问 
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官职 务 ,表明 他 在 学 术 界 地 位 的 提高 .1897 年 6 月 谢 林 (Emst 
Schering,1833 一 1897) 去 世 , 克 莱 因 于 是 创立 了 两 个 新 的 职位 给 
布 伦 德尔 (Otto Rudolf Martin Brendel,1862 一 1939) 和 维 谢 尔 (Emil 
Wiechert,1861 一 1928) . 布 伦 德 尔 是 理论 天 文学 教授 ,在 克 莱 因 
的 指导 下 ,负责 编辑 高 斯 的 全 集 , 这 个 工作 原来 是 由 谢 林 开 始 
的 ,但 未 完成 . 正 是 由 于 克 菜 因 发 起 编辑 高 斯 全 集 的 工作 ,使 得 
许多 高 斯 生前 没有 发 表 的 手稿 得 以 重见天日 ,例如 高 斯 关于 椭 
圆 函 数 和 阿 贝尔 函数 的 研究 .不 过 , 克 莱 因 还 计划 写 一 部 全 面 而 
详尽 的 高 斯 传记 ,但 这 个 计划 未 能 实现 . 

1872 年 在 埃 尔 兰 根 作 就 职 演 说 时 , 克 芋 因 就 谈 到 数学 教 
育 ,其 后 特别 是 从 19 世纪 末 起 , 克 莱 因 积极 参与 国际 和 国内 数 
学 教育 的 研究 工作 .1895 年 在 克 莱 因 的 倡议 下 ,在 格 廷 根 召 开 
新 设立 的 “数学 及 自然 科学 教育 促进 联合 会 "年 会 .1900 年 克 莱 
因 在 中 小 学 校 会 议 上 ,要 求 中 学 阶段 讲授 解析 几何 及 微 积分 基 
础 ,1904 年 他 强调 中 学 教育 要 注意 教学 法 .1908 年 在 罗马 设立 
国际 数学 教育 委员 会 , 克 菜 因 是 中 心 人 物 ,并 任 1912 年 会 议 主 
席 . 在 他 的 参与 下 , 编 成 了 8 大 卷 数学 教育 论文 集 , 对 后 来 的 数 
学 教育 产生 了 广泛 的 影响 ， 

1910 年 春 , 他 的 健康 情况 开始 恶化 ,经 常 请 假 ,1912 年 几乎 
全 年 没 上 班 ,于 是 1912 年 底 他 决定 提前 退休 .退休 之 后 ,他 开始 
讲授 数学 史 以 及 相对 论 等 课程 ,有 时 就 在 自己 家 里 举行 . 1918 
年 起 ,他 开始 编订 自己 的 全 集 , 写 下 了 许多 有 历史 意义 的 评注 . 
他 的 3 卷 全 集 在 1921 一 1923 年 陆续 出 版 .他 的 2 卷 419 世纪 数 
学 史 讲 义 》( Vorlesungen uber die Entwicklung der Mathematik im 19. 
Jahrhundert ) 在 他 去 世 后 出 版 (1926 一 1927). 作为 当时 的 领袖 数 
学 家 ,他 的 许多 观点 至 今 仍然 对 数学 家 和 数学 史家 有 所 启迪 .他 
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的 《高 观点 看 初等 数学 》( Elemeniarmathematik vormn hiheren Stand- 
punkte as)(1908) 反 上 映 了 他 对 数学 的 许多 观点 ,影响 至 今 不 误 . 

作为 一 位 大 数学 家 , 克 莱 因 的 形象 是 独一无二 的 . 他 不 仅 是 
一 位 专门 技术 家 ,而且 是 有 战略 眼光 的 数学 思想 家 ,他 对 于 整个 
数学 领域 有 着 广泛 的 知识 ,而 且 对 德国 内 外 其 他 数学 家 的 工作 
有 着 持久 的 兴趣 .他 善于 吸收 其 他 国家 的 长 处 ,也 把 德国 的 数学 
传播 到 其 他 国家 .他 有 难得 的 历史 眼光 ,能 把 数学 放 在 历史 背景 
中 加 以 考察 .他 是 伟大 的 教育 家 著述 家 编辑 以 及 学 术 组 织 者 ， 
其 影响 之 大 , 远 远 超出 欧洲 , 远 及 美国 和 日 本 . 


1.2 埃 尔 兰 根 计 划 


从 群 论 的 观点 来 考虑 几何 学 问题 ,最 早 是 在 1870 年 左右 分 
别 由 赫 姆 霍 获 、 克 莱 因 及 5: 李 明确 提出 的 .虽然 1872 年 克 莱 因 
的 埃 尔 兰 根 纲领 已 经 讲 得 十 分 明确 ,但 是 从 群 论 这 种 高 观点 来 
看 待 直观 的 几何 学 ,并 使 群 论 成 为 统一 几何 学 的 基础 ,直到 19 
世纪 末 才 逐渐 为 数学 家 们 所 普遍 接受 ,因为 这 里 所 涉及 的 几何 
变换 、 几 何 变 换 群 . 不 变性 与 不 变量 的 观点 已 经 远 远 不 是 直观 的 
了 . 

赫 姆 霍 医 在 黎 曼 论 文 的 影响 下 ,于 1868 年 发 表 《 论 作为 几 
何 学 基础 的 事实 》, 他 认为 : 

(1) 物 理 空间 形成 一 个 n 维 流 形 . 

(2) 在 一 个 刚体 的 任何 运动 中 ,存在 任何 点 对 的 2n 个 坐标 
的 数值 函数 ,并 保持 不 变 . 

(3) 一 个 刚体 可 以 从 任何 点 移 到 任意 其 他 指定 点 . 

(4) 若 一 个 刚体 的 (n - 1) 个 点 固定 不 动 , 则 任何 运动 使 任 
何 点 画 出 一 条 闭 曲线 . 
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他 认为 ,从 这 四 条 公理 出 发 可 以 推出 ds” 是 二 次 微分 形式 ， 
虽然 结果 不 对 ,但 他 的 确 首先 把 几何 学 建立 在 变换 (运动 ) 群 概 
念 的 基础 上 . 


1.2.1 几何 变换 


尽管 几何 变换 甚至 简单 的 变换 群 观点 自古 就 有 ,但 是 对 几 
何 学 并 没有 形成 一 个 有 效 的 考虑 问题 及 处 理 问题 的 方法 .初等 
几何 学 中 常见 的 几何 变换 有 两 种 :一 是 对 称 变换 ,这 是 最 直观 的 
群 , 它 表现 在 所 有 民族 的 图 案 和 建筑 当中 ,但 是 直到 19 世纪 中 
叶 在 利用 群 的 观点 来 分 类 结晶 体 时 , 它 才 被 真正 纳入 几何 学 的 
范围 ;二 是 运动 ,这 种 观点 在 19 世纪 之 前 也 一 直 没有 在 几何 学 
中 起 多 大 作用 . 随 着 近代 数学 的 发 展 ,从 17 世纪 起 几何 学 中 过 
到 的 变换 也 越 来 越 丰富 ,这 些 变换 大 致 可 分 为 两 大 类 : 

(1) 随 着 解析 几何 学 的 发 展 而 引进 来 的 坐标 变换 ,实际 上 是 
不 同 坐标 系 或 坐标 标 架 的 变换 ,在 用 解析 方法 处 理 几何 问题 时 
常常 遇 到 这 种 变换 ,它们 在 解析 几何 学 及 微分 几何 学 中 常常 出 
现 ,但 这 些 坐 标 系 之 间 的 变换 并 不 是 这 里 所 讲 的 几何 变换 ,一 般 
它们 之 间 的 变换 关系 也 不 能 用 群 论 来 处 理 . 

(2) 一 般 的 几何 变换 ,这 是 指 几 何 对 象 到 几何 对 象 之 间 的 对 
应 和 变换 ,可 以 分 成 两 类 :一 类 是 同 种 对 象 之 间 的 变换 ,最 常见 
的 是 点 到 点 的 一 一 对 应 , 它 适 合用 群 论 来 处 理 , 当 然 有 时 也 产生 
退化 情形 ; 另 一 类 是 不 同 种 对 象 之 间 的 对 应 ,如 点 与 线 之 间 的 对 

我 们 把 19 世纪 中 期 已 经 发 现 的 几何 图 形 之 间 的 等 价 关系 
分 为 四 大 类 : 

全 同 关联 :两 个 图 形 可 秋 合 . 
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@ 相 似 关联 :两 个 图 形 形 状 相同 ,但 大 小 不 同 . 

全 仿 射 关联 :两 个 图 形 可 以 通过 一 系列 平行 投影 相互 对 应 ， 

射影 关联 :两 个 图 形 可 以 通过 一 系列 中 心 投影 相互 对 应 . 

具有 上 述 等 价 关系 的 两 个 图 形 可 以 通过 相应 的 几何 变换 把 
一 个 图 形变 成 男 一 个 ,这 些 几 何 变换 可 以 分 别 描述 如 下 : 

中 全 同 变换 ,例如 欧 氏 平面 上 的 运动 ,其 中 包括 平移 .旋转 
及 反射 ,这 些 变换 在 古代 就 已 知道 . 

@ 相 似 变 换 , 可 以 由 平行 平面 通过 中 心 投影 得 出 ,这 种 变换 
在 古代 也 已 知道 . 

昌 仿 射 变换 ,最 早 提 到 仿 射 变换 的 是 欧 拉 , 仿 射 这 个 词 也 是 
他 引进 的 ,其 后 莫 比 乌 斯 在 1827 年 也 研究 过 仿 射 变换 . 

二 射影 变换 ,两 个 图 形 可 以 通过 一 系列 中 心 投影 相互 变换 ， 
英 比 乌 斯 称 之 为 共 线 变换 ,因为 它 保持 点 的 共 线 性 ,把 直线 映 成 
直线 . 

以 上 四 种 变换 都 是 线性 变换 ,在 研究 解析 几何 学 及 射影 几 
何 学 时 ,最 早 用 到 的 一 般 是 这 种 线性 变换 . 克 莱 因 提 出 埃 尔 兰 根 
计划 时 ,他 所 知道 的 变换 已 经 不 限于 线性 变换 了 . 比 线性 变换 稍 
复杂 的 是 反 演变 换 , 也 称 倒 矢 径 变 换 , 它 是 关于 一 个 半径 为 R 
的 圆 或 球 的 变换 ,把 矢 径 为 > 的 点 变 为 ” ,满足 

mr' = R?. 
这 是 马 格 努 斯 (Heinrich Gustav Magnus, 1802 一 1870) 从 1831 年 开 
始 研究 的 ,虽然 在 这 之 前 普 吕 克 尔 也 提 到 过 .更 复杂 的 是 二 次 变 
换 及 双 有 理 变换 ,而 最 一 般 的 变换 是 连续 变换 .这 些 变换 一 般 要 
求 其 道 变换 也 是 同类 变换 . 

莫 比 乌 斯 还 引进 齐 次 坐标 来 解析 地 表示 射影 变换 : 设 E， 
无 为 空间 中 的 两 个 平面 ,分 别 引进 齐 次 坐标 (xo, zlyxa) 及 (x0， 
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xi2), 则 对 于 任何 已 及 天 外 一 点 ,由 瑟 到 尺 上 的 中 心 射影 
变换 可 表 为 

xX'0= Qo0%0 + Q01%1 + Q02%2， 

4 1= QI0X0 + GNX1+ G1232， 

X'2 = C20X0 + Q214%1 十 Q22 兴 2， 
这 种 变换 是 可 逆 的 , 即 系数 行列 式 关 0. 由 这 些 变换 的 合成 ,可 得 
出 任何 的 射影 变换 ,射影 变换 也 可 以 用 非 齐 次 坐标 表示 为 


，_ CI0+ QHX 十 Cl27y 
a@m +t Go 天 二 Go2y ’ 


C20 十 Q21X 十 GY 
a 十 CQ01X 十 amy 


非 齐 次 坐标 仿 射 变换 可 表示 为 


Xx = al0+t+ QIX 二 QI2yY， 


站 


了 


y = 020+ ao2l% 十 Q227， 
这 里 cucz - aziap 天 0. 非 齐 次 坐标 相似 变换 可 表示 为 
xX = ax 一 上 +c， 
y=+br+iay+d, 
这 里 oz + 六 关 0. 最 后 ,用 非 齐 次 坐标 表示 全 同 变换 为 
Xx’ = DO(xcosg -ysin0 + aw)， 
y’ = p(xsinO + ycos0 + B), 
这 里 po = 上 1. 在 几何 变换 之 下 ,都 有 一 些 图 形 的 性 质 得 到 保持 ， 
这 些 性 质 就 是 在 这 些 变换 之 下 等 价 的 图 形 所 共有 的 性 质 . 

OD 射影 变换 下 图 形 的 不 变性 质 有 线性 、 共 线性 .调和 点 列 、 
调和 线 列 等 .圆锥 曲线 在 射影 变换 下 仍 变 为 圆锥 曲线 ,但 不 一 定 
变 成 同 种 圆锥 曲线 .射影 不 变量 是 交 比 . 

@@ 仿 射 变换 下 保持 平行 性 , 且 把 直线 变 成 直线 (线段 变 成 线 
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段 ). 仿 射 不 变量 是 同一 直线 上 各 线段 的 简 比 . 

@@ 相 似 变 换 下 图 形 的 不 变性 质 除了 射影 变换 及 仿 射 变换 下 
的 不 变性 质 外 ,还 有 两 直线 互相 垂直 等 性 质 ,相似 不 变量 是 各 线 
段 之 比 与 角度 . 

@ 全 同 变 换 下 的 不 变性 质 有 结合 关系 \ 需 序 关系 、 全 间 关 
系 \ 平 行 关 系 , 特 别 是 度量 关系 .全 同 变 换 不 变量 主要 是 路 离 . 


1.2.2 变换 群 及 埃 尔 兰 根 计划 


克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 计划 把 几何 学 与 变换 群 理论 联系 在 一 
起 ,提出 用 群 来 统一 分 类 几何 学 的 方案 ,这 是 几何 学 的 重大 突 
破 , 但 是 有 许多 历史 问题 有 待 澄清 

据 克 莱 因 自己 说 , 埃 尔 兰 根 计划 是 他 在 1871 年 夏 想到 的 ， 
当时 他 的 变换 群 观念 还 是 很 原始 的 , 主要 基于 同 伽 罗 华 理论 的 
对 比 上 ,而 真正 的 变换 群 乃 至 抽象 群 观念 的 发 展 则 是 以 后 的 事 
情 , 他 和 S' 李 在 以 后 的 研究 中 似乎 有 一 个 分 工 , 他 研究 离散 变 
换 群 ,S' 李 研究 连续 变换 群 . 从 历史 上 看 ,他 的 思想 来 源 有 四 个 
方面 : 

@ 由 射影 几何 学 的 研究 ,他 首先 引进 射影 变换 群 的 观念 . 

@ 由 凯 雷 等 人 的 不 变 式 观 念 ,研究 变换 下 的 不 变性 . 

@ 由 凯 雷 等 人 的 绝对 型 ,引出 不 变 实体 的 观念 . 

@@ 由 车 尔 当 的 运动 群 慨 念 (1867 年 首先 发 表 ) ,得 出 一 般 变 
换 群 观念 . 

从 埃 尔 兰 根 计划 的 内 容 来 看 ,他 所 研究 的 内 容 还 涉及 : 

全 雷 姆 霍 茨 用 运动 群 观点 研究 几何 (1868) . 

@@ 几 何 空间 元 素 任 意 选 取 . 他 引用 线 儿 何 学 、 圆 儿 何 学 、 球 
几何 学 等 ,指出 从 变换 群 的 观点 来 看 ,这 些 几 何 学 与 点 几何 学 之 
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间 有 对 应 关系 . 

更 一 般 的 双 有 理 变 换 、 拓 扑 学 以 及 切 触 变 换 (S: 李 在 
1870 年 首先 研究 ). 对 于 双 有 理 变 换 ,在 当时 才刚 刚 开始 研究 ， 
克 莱 因 把 它 分 成 两 种 情形 , 即 全 空间 的 变换 及 空间 中 流 形 的 有 
理 变换 .对 于 全 空间 变换 ,已 知 平面 上 的 有 理 变换 由 二 次 变换 组 
合 而 成 ,也 知道 平面 曲线 的 不 变 特征 及 其 不 变量 亏 格 和 参 模 的 
存在 .对 于 拓扑 学 ,他 认为 是 研究 “由 无 穷 小 变形 组 成 的 变换 的 
不 变性 ”. 他 也 知道 ,这 类 变换 所 构成 的 群 ,实质 上 与 以 前 考察 过 
的 群 完全 不 同 . 切 触 变换 是 将 平面 中 的 相 切 曲 线 变 成 相 切 曲线 
的 一 种 变换 .对 空间 也 可 以 有 类 似 定义 .他 指出 , 雅 可 比 在 分 析 
研究 中 已 用 过 一 般 的 切 触 变换 ,只 是 由 于 S* 李 的 研究 才 进入 一 
般 的 几何 领域 . 

@ 通 过 黎 曼 的 流 形 理 论 推 广 到 高 维 流 形 . 

克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 计划 的 基本 观点 是 :每 种 几何 学 都 由 变 
换 群 所 刻画 ,每 种 几何 学 所 要 研究 的 就 是 几何 图 形 在 其 变换 群 
下 的 不 变量 ,而 一 门 几 何 学 的 子 儿 何 学 就 是 研究 原来 变换 群 的 
子 群 下 的 不 变量 .射影 变换 群 的 一 个 子 群 是 仿 射 变换 群 , 仿 射 变 
换 群 保持 一 条 直线 1。 不 变 , 因 此 仿 射 几何 学 是 射影 几何 学 的 子 
几何 学 , 仿 射 变换 下 的 不 变量 除了 射影 几何 学 的 不 变量 之 外 ,还 
有 把 直线 变 成 直线 ,把 平行 直线 变 成 平行 直线 等 性 质 . 仿 射 变换 
虽然 早已 出 现在 网 拉 及 莫 比 乌 斯 的 著作 中 ,但 克 莱 因 在 他 的 计 
划 中 并 没有 提 到 . 克 莱 因 进一步 考虑 了 主 变换 群 ,实际 上 是 相似 
变换 群 ,相应 的 几何 学 是 相似 几何 学 ;相似 变换 群 的 子 群 是 运动 
群 ,相应 的 几何 学 是 欧 几 里 得 几何 学 . 

类 似 地 ,他 进一步 刻画 双 曲 度量 几何 ,也 就 是 研究 射影 平面 
上 使 一 个 任意 的 、 实 的 \ 非 退化 的 二 次 曲线 保持 不 变 的 所 有 变换 
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所 构成 的 子 群 下 的 不 变量 ,这 个 子 群 叫 做 双 曲 度量 群 ,相应 的 几 
何 学 叫做 双 曲 几何 学 ,其 中 的 不 变量 是 与 全 同 有 关 的 那些 量 . 同 
样 ,单纯 椭圆 几何 学 所 研究 的 是 使 射影 平面 上 一 个 虚 椭圆 保持 
不 变 的 变换 群 ,而 二 重 椭 圆 几何 学 所 人 研究 的 则 是 使 三 维 空间 中 
的 球面 保持 不 变 的 三 维 射 影 变 换 群 的 子 群 .这 样 他 统一 了 射影 
几何 学 及 各 种 度量 几何 学 . 

克 莱 因 的 计划 不 仅 在 于 统一 点 几何 学 ,而 且 从 变换 群 的 观 
点 出 发 ,把 其 他 类 型 的 几何 学 与 任意 空间 元 素 的 几何 学 都 统一 
在 一 起 ,并 且 指 出 与 它们 对 应 的 代数 理论 .例如 ,二 次 型 理论 同 
有 具有 一 条 基本 圆锥 曲线 的 平面 射影 几何 学 等 价 ;空间 射影 几何 
学 与 四 元 二 次 型 理论 等 价 ; 而 线 几何 学 与 五 维 射影 空间 中 二 次 
流 形 的 射影 几何 等 价 ;平面 反 演 几何 学 与 四 维 射影 空间 中 二 次 
流 形 的 射影 几何 等 价 ; 而 且 复 二 次 型 理论 可 以 通过 实 球面 射影 
几何 学 来 表示 .因此 ,二 次 型 理论 ` 反 演 几 何 学 直线 几何 学 互相 
对 应 ,它们 的 区 别 只 是 变 元 数目 不 同 ,而 这 自然 把 几何 引导 到 高 
维 中 去 .这 样 ,几何 的 对 象 也 就 不 仅仅 是 空间 中 的 曲线 、 曲 面 和 
立体 了 . 

克 莱 因 进一步 推广 了 这 种 观点 ,并 提出 更 一 般 的 问题 .对 于 
一 个 流 形 和 这 个 流 形 的 一 个 变换 群 ,他 以 在 这 个 变换 群 的 变换 
之 下 其 性 质保 持 不 变 的 观点 研究 这 个 流 形 的 实体 .在 这 种 广义 
的 意义 下 , 克 莱 因 考虑 的 不 仅仅 是 通常 以 点 为 基础 的 几何 学 ,而 
且 考 虑 以 任何 一 种 点 集 , 特 别 是 一 条 曲线 或 一 个 曲面 为 基础 的 
几何 学 ,例如 线 几何 学 和 球 几 何 学 .只 要 取 同 一 变换 群 为 几何 学 
研究 的 基础 ,那么 这 种 几何 学 的 内 容 就 不 会 改变 ,所 以 像 流 形 的 
维 数 只 是 作为 某 种 次 要 的 东西 出 现 .从 这 种 观点 出 发 , 克 莱 因 不 
仅 把 圆 几何 学 及 球 几何 学 也 看 成 研究 射影 变换 群 的 某 些 子 群 的 
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不 变性 质 , 而 且 还 进一步 扩大 他 的 计划 的 应 用 范围 :代数 几何 学 
研究 双 有 理 变换 下 的 不 变性 ,拓扑 学 研究 连续 变换 下 的 不 变性 
等 .虽然 并 非 所 有 的 几何 学 都 可 以 纳 人 克 莱 因 的 分 类 框架 ,但 是 
这 种 观点 至 今 仍 对 几何 学 有 着 重要 的 影响 ,特别 是 强调 变换 下 
的 不 变性 ,对 于 力学 及 物理 学 思想 的 推动 ,大 大 超出 了 数学 的 范 
围 . 


2 S' 李 与 连续 变换 群 


2.1 S: 李 


S. 李 ,1842 年 12 月 17 日 生 于 挪威 西部 的 诺 德 非 尤 尔 代 德 ， 
他 的 父亲 是 一 位 路 德 新 教 牧 师 ,$. 李 是 6 个 孩子 中 最 小 的 .1851 
年 他 的 父亲 移居 克里斯蒂 安 非 尤 尔 德 ( 英 斯 ,在 奥斯陆 附近 ) ,他 
进入 当地 的 公立 中 学 学 习 , 1857 年 又 转 到 首都 克里斯蒂 安 尼 亚 
( 今 奥斯陆 ) 的 尼 森 拉丁 学 校 继续 学 习 ,1859 年 中 学 毕业 . 

1859 年 他 进入 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 学 习 , 学 习 内 容 很 杂 ， 
包括 十 代 史 及 化 学 . 教 数学 的 讲师 都 很 有 名 和 气 . 群 论 专家 西 洛 教 
他 们 数论 、 代 数 及 高 等 分 析 , 1861 年 起 比 耶 克 醒 斯 (Kaq Anton 
Bjerknes,1825 一 1903) 教 他 们 应 用 数学 .理论 力学 及 天 文学 ,但 他 
当时 对 数学 并 不 特别 感 兴趣 .他 一 共 学 习 了 6 年 半 , 考 试 也 通过 
了 .1865 年 大 学 毕业 之 后 ,他 当 私 人 教师 .这 时 他 想 搞 天 文学 ， 
开始 学 习 力 学 ,由 于 阅读 庞 塞 莱 及 普 吕 克 尔 的 著作 , 才 对 数学 感 
兴趣 ,从 此 开始 自修 数学 , 主要 钻研 的 是 法 国 几 何 学 家 的 著作 ， 
如 蒙 日 . 庞 塞 菜 . 沙 勒 . 杜 阿 美 尔 . 拉 梅 等 人 的 著作 .1868 年 在 看 
到 普 旭 克 尔 的 著作 后 ,他 自称 是 普 吕 克 尔 的 学 生 ( 虽 然 他 们 根本 
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没 见 过 面 ) ,特别 是 他 发 挥 了 普 昌 克 尔 的 非 点 的 空间 元 素 的 思 
想 . 由 于 他 的 研究 成 果 , 1869 年 他 获得 了 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 
的 奖学金 ,并 到 国外 学 习 , 这 成 为 他 生活 道路 上 的 第 一 个 转折 

1869 年 冬 ,他 在 柏林 直到 克 莱 因 ,从 此 两 人 结 下 终身 友谊 . 
克 莱 因 是 普 吕 克 尔 的 策 系 真 传 ,对 普 吕 克 和 尔 的 倾心 促使 他 们 一 
起 共同 研究 线 几 何 学 .1870 年 夏 ,两 人 结伴 到 巴黎 ,结识 了 达尔 
布 及 若 尔 当 ,特别 是 学 习 到 群 的 概念 ,这 对 两 人 后 来 的 工作 都 是 
至 关 重要 的 .但 两 人 有 所 “分 工 ”,S* 李 在 法 国 期 间 ,受到 法 国 “ 保 
圆 变换 "学派 的 影响 ,在 1871 年 7 月 发 现 著名 的 “ 切 触 变换 ”, 同 
时 接触 到 蒙 日 关于 一 阶 偏 微分 方程 的 工作 .1871 年 7 月 普法 战 
争 爆 发 以 后 , 克 荣 因 返 回 德国 ,S. 李 是 挪威 人 ,以 为 不 会 有 什么 
事 就 留 了 下 来 .同年 8 月 ,他 决定 到 意大利 去 滑雪 , 当 走 到 枫 丹 
白露 地 方 时 , 却 被 当成 德国 间谍 抓 了 起 来 ,他 蹲 了 一 个 月 的 监 
狱 ,由 于 达尔 布 的 干预 而 获得 释放 ,刚好 在 德国 人 围困 巴黎 之 前 
回 到 德国 ,再 次 与 克 莱 因 聚首 . 

1871 年 他 回 到 克里斯蒂 安 尼 亚 ,在 尼 森 拉丁 学 校 教 过 一 段 
时 期 书 .1872 年 7 月 ,他 获得 了 博士 学 位 ,论文 的 题目 是 《 论 一 
类 几何 变换 ). 这 时 他 发 展 了 一 阶 偏 微分 方程 理论 .克里斯蒂 安 
尼 亚 大 学 专门 为 他 设立 了 一 个 副教授 职位 ,这 个 位 置 并 不 要 他 
教书 ,允许 他 不 受 教学 任务 的 干扰 ,全 心 全 意 地 投入 研究 工作 . 
1872 年 秋 他 又 去 德国 , 同 克 莱 因 一 起 研究 ,还 同 德国 数学 家 返 
耶 结 识 , 这 时 他 开始 对 微分 方程 积分 理论 进行 研究 .1873 年 起 ， 
他 开始 建立 他 的 庞大 的 变换 群 理论 .1873 一 1874 年 ,他 给 出 平面 
上 所 有 的 点 变换 及 切 触 变换 .1874 年 他 结婚 , 婚 后 生 有 二 女 一 
子 .这 时 他 进入 一 个 丰富 多 产 的 时 期 ,特别 是 引入 变换 群 理 论 对 
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微分 方程 的 对 称 性 加 以 研究 .1876 年 ,他 协助 创立 新 的 数学 杂 
志 《 数 学 及 自然 科学 文献 》( hrchiv for mathematik og naturviden- 
skab ) ,这 是 挪威 最 早 的 专业 期 刊 .同时 ,他 和 西 洛 共同 编辑 阿 贝 
尔 的 全 集 , 并 于 1881 年 出 版 .这 样 ,他 在 挪威 工作 了 14 年 ,几乎 
完全 是 在 孤立 的 状况 下 从 事 研 究 ,没有 什么 交流 ,也 缺少 有 才能 
的 学 生 . 除 了 克 菜 因 及 迈 耶 之 外 ,他 在 国际 上 也 不 受 重 视 .1882 
年 他 再 次 去 法 国 ,结识 了 阿尔 芳 及 拉 盖 尔 等 人 ,他们 关于 微分 不 
变 式 的 研究 促使 $: 李 再 度 转向 变换 群 的 工作 . 

1886 年 春 , 克 菜 因 离 开 莱比锡 大 学 到 格 廷 根 大 学 当 教 授 ， 
他 的 空缺 想 请 S' 李 继任 ,S' 李 接受 了 这 个 邀请 .到 了 莱比锡 后 ， 
他 教 出 来 许多 学 生 ,他 们 同 他 合作 大 大 推动 了 李 群 理论 的 发 展 . 
他 的 名 声 也 吸引 了 不 少 德国 学 生 , 恩格尔 、. 谢 弗 斯 下 ' 舒 尔 
(Friedrich Schur, 1856 一 1932) 、 史 图 迪 (Eduard Study, 1862 一 1930) 
以 及 豪 斯 道夫 (Felix Hausdorff, 1868 一 1942) 是 其 中 的 佼佼 者 .前 
两 位 还 帮助 他 完成 了 几 部 著作 :3 大 卷 《变换 群 理论 》( Theorie der 
Transformationsgruppen ,1888 一 1893) 《微分 方程 讲义 》( Vorlesun- 
gen uber Differentialgleichungen ,1893) 《 切 触 变换 的 几何 学 》( Ge- 
ometrie der Beriihrumgstransformationen ,1896) 等 .虽然 他 们 都 发 展 
了 S. 李 的 理论 ,但 是 S$. 李 的 事业 的 真正 推动 者 一 一 基 灵 及 世嘉 
当 却 不 是 他 的 学 生 . 他 并 不 是 很 好 相处 的 人 , 连 帮 他 许多 忙 的 克 
芋 因 都 给 他 得 罪 了 .他 在 《变换 群 理论 ) 第 3 着 中 说 ,一 般 人 认为 
他 是 克 菜 因 的 学 生 ,但 实际 上 恰巧 相反 .这 大 大 伤害 了 克 莱 因 的 
感情 .虽然 克 莱 因 不 同 他 计较 ,继续 同 他 交往 ,但 克 莱 因 的 夫人 
却 为 此 长 期 愤愤 不 平 . 

由 于 他 巨大 的 名 声 ,挪威 政府 做 出 特别 的 努力 设法 使 他 回 
国 , 其 中 包括 在 克里斯蒂 安 尼 亚 专 为 他 设立 教授 职位 ,他 接受 
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了 ,并 于 1898 年 返回 祖国 .不 久 ,S' 李 于 1899 年 2 月 18 日 去 志 ， 
享年 56 岁 . 他 于 1892 年 当选 为 巴黎 科学 院 通讯 院士 ,1895 年 被 
选 为 英国 皇家 学 会 外 籍 会 员 , 此 外 还 获得 许多 荣誉 ,特别 是 
1897 年 他 荣获 俄国 喀 山 数理 学 会 授予 的 第 一 届 罗 巴 切 夫 斯 基 
奖 . 他 的 著作 被 收入 7 卷 《 全 集 》(1922 一 1960) 之 中 . 

克 莱 因 和 S. 李 都 站 在 当时 数学 的 最 前 沿 , 对 群 有 着 深刻 的 
认识 .S' 李 的 一 句 格言 是 “ 群 能 解决 一 切 问题 " ,他 就 是 这 样 勉励 
自己 和 鼓舞 学 生 的 .但 是 ,S' 李 的 理论 辐 现在 的 李 群 理论 有 很 大 
不 同 , 这 是 由 于 S' 李 的 独特 观点 造成 的 .5S: 李 的 主要 目的 不 是 
群 本 身 , 而 是 微分 方程 .他 的 出 发 点 是 想 仿 照 伽 罗 华 通过 有 限 变 
换 群 解决 代数 方程 问题 的 办 法 ,通过 连续 变换 群 解决 微分 方程 
的 可 解 性 问题 .他 的 主要 目标 并 没有 达到 ,不 过 ,他 对 连续 群 进 
行 研究 的 副 产 物 却 使 这 个 “工具 "成 为 一 个 独立 的 研究 对 象 ,其 
至 发 展 成 一 门 独立 的 学 科 .另外 ,S' 李 的 方法 主要 是 分 析 的 ,他 
不 喜欢 抽象 的 ,代数 的 方法 ,这 大 大 限制 了 他 的 成 就 .就 在 他 在 
世 的 时 候 , 基 灵 和 上 卫 ' 嘉 当 完 成 了 复 域 上 单 李 代数 的 分 类 , 他 们 
的 方法 完全 决定 李 群 理论 以 后 的 发 展 .而 S$: 李 却 完全 不 理解 他 
们 的 工作 . 

S$: 李 的 整个 活动 几乎 都 是 研究 连续 变换 群 及 不 变 式 .他 表 
明 ,这 两 个 密切 相关 的 领域 能 够 把 以 前 分 散 的 各 个 学 科 一 一 几 
何 学 .代数 不 变 式 论 力学、 常 微分 方程 及 偏 微分 方程 等 统一 在 
一 起 ,1870 年 他 在 法 国 监狱 里 考虑 的 “ 切 触 变换 "就 是 把 整个 哈 
密 尔 顿 力学 纳入 群 论 体系 的 必 经 之 路 . 

当时 ,正好 是 用 群 的 思想 来 统一 整个 数学 的 时 期 . 庞 加 莱 说 
“ 群 就 是 全 部 数学 ", 并 致力 于 把 群 与 函数 论 和 微分 方程 统一 在 
一 起 ,物理 定律 在 他 看 来 无 非 就 是 微分 方程 .而 克 菜 因 致力 于 把 
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群 与 几何 学 .代数 方程 论 和 代数 不 变 式 论 统一 起 来 .到 19 世纪 
末 , 群 已 由 不 见 经 传 的 抽象 名 词 上 升 为 数学 中 的 新 星 , 成 为 数学 
统一 的 基础 .抽象 群 理论 不 仅 推动 了 结构 数学 的 产生 ,而 且 李 群 
理论 现在 在 整个 数学 中 占有 近乎 中 心 的 地 位 . 李 群 理论 同 几何 
学 有 着 密切 的 联系 , 它 产生 出 几何 学 的 重要 研究 对 象 一 一 齐 性 
空间 , 李 群 与 三 角 级 数 结合 形成 抽象 调和 分 析 , 它 在 物理 学 上 的 
应 用 也 推动 了 物理 学 的 巨大 进展 . 

不 过 , 李 群 理论 以 后 的 这 些 发 展 与 $' 李 并 不 相 于 ,从 1888 
年 起 基 灵 所 走 的 道路 ,虽然 仍 披 着 5: 李 的 外 衣 , 却 预示 着 另外 
一 条 真正 通 往 现代 李 群 理论 之 路 ,在 这 条 道路 上 ,至 少 要 经 过 三 
个 转折 点 : 

摆脱 变换 群 的 变换 对 象 , 使 群 成 为 抽象 群 . 

@@ 由 对 具体 变换 的 研究 变 成 对 代数 结构 的 研究 ,包括 复 半 
单 李 代数 的 结构 理论 及 表示 理论 (1912 年 由 计 : 嘉 当 完 成 ). 

@@ 由 局 部 的 (无 穷 小 ) 研 究 转 向 大 范围 的 研究 (1925 年 由 外 
尔 及 了 上 . 嘉 当 开始 ) . 

李 群 出 现 百 年 之 后 , 丢 东 涅 讲 :“ 李 群 成 为 数学 的 中 心 , 没 有 
它 , 什 么 大 事 也 干 不 成 .” 他 讲 的 当然 不 是 $" 李 的 理论 .有 意思 
的 是 ,不 久之 后 ,S. 李 的 一 些 经 典 理论 又 悄悄 地 复兴 ,成 为 引 人 
注目 的 对 象 


2.2 连续 变换 群 


2.2.1 连续 变换 群 的 来 源 


连续 变换 群 的 概念 是 5. 李 一 人 的 独创 ,在 此 之 前 有 三 股 潮 
流 引 导 这 个 概念 的 产生 : 


576 近代 数学 史 


(1) 置 换 群 观念 .置换 群 观念 来 自 代 数 方 程 论 ,后 来 逐步 成 
为 独立 的 一 般 研究 对 象 , 它 可 看 成 是 有 穷 集合 到 自身 的 变换 的 
集合 .1860 年 起 经 塞 雷 、 克 洛 耐克 、 马 蒂 厄 特别 是 若 尔 当 的 研 
究 , 已 经 系统 化 ,并 开始 在 其 他 领域 应 用 .S' 李 本 人 在 1863 年 就 
上 听 说 过 伽 罗 华 理论 . 

(2) 几 何 变换 及 不 变 式 观 念 .1841 年 起 ,数学 家 开始 研究 不 
变 式 论 ,几何 上 它 来 源 于 图 形 在 坐标 的 线性 变换 下 不 变 的 特性 ， 
并 据 此 加 以 分 类 .代数 上 它 所 考虑 的 是 线性 变换 或 映射 变换 的 
无 穷 集合 ,当时 只 知道 两 个 变换 之 “ 积 " 仍 是 该 集合 中 的 变换 . 

(3) 运 动 群 的 观念 .第 一 个 明确 提出 的 连续 变换 群 是 若 尔 当 
在 1867 年 提出 的 “运动 群 ”, 这 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 平移 群 ,不 
过 他 并 没有 把 它 作 为 一 个 独立 的 研究 对 象 ,也 没有 把 它 与 上 面 
两 股 潮流 联系 起 来 . 

真正 引导 $' 李 得 到 连续 变换 群 的 是 1869 一 1872 年 他 独立 
得 到 或 与 克 莱 因 合作 得 出 的 一 系列 富有 成 果 的 概念 ， 

(1) 玫 何 元 素 观 念 的 扩张 .通常 认为 几何 的 元 素 是 点 ,也 就 
是 线 、 面 . 体 是 点 的 集合 . 普 昌 克 尔 第 一 个 把 线 作为 几何 元 素 , 建 
立 线 几何 学 ,其 基本 对 象 是 线 复 形 . 克 莱 因 是 普 恕 克 尔 的 学 生 ， 
S' 李 是 通过 读 普 吕 克 尔 的 著作 而 进入 数学 领域 并 自 认 为 是 普 吕 
克 尔 的 学 生 的 .因此 ,他 们 的 变换 观点 就 不 仅仅 限于 点 一 点 变 
换 ,而 大 大 扩张 了 .1870 年 $. 李 创立 切 触 变换 ,他 还 研究 直线 到 
球面 的 变换 ,创立 了 李 球 几何 学 . 

(2) 把 不 变性 及 不 变量 的 观念 推广 到 分 析 及 微分 几何 学 . 
$: 李 发 现 , 通 过 求 积 法 解 微分 方程 的 经 典 方法 ,实际 上 完全 依赖 
于 方程 在 “连续 ” 族 变 换 下 的 不 变性 质 , 并 作为 这 个 思想 的 应 用 . 
$. 李 的 第 一 篇 论文 研究 了 瑞 厄 复 形 , 这 种 复 形 是 与 四 面体 的 面 
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交 截 于 给 定 交 比 的 四 点 的 四 直线 集合 .他 的 方法 就 是 运用 瑞 厄 
复 形 ,研究 在 三 参数 变换 群 ( PGL(4,C) 的 极 大 环 面 ,使 四 面体 的 
顶点 不 变 ) 下 的 不 变性 质 .1870 年 春 ,他 与 克 莱 因 合作 ,基本 上 
定 出 平面 射影 群 PGL(3,C) 的 所 有 连通 交换 群 . 

(3) 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 计划 .1871 年 以 后 , 克 菜 因 的 兴趣 转 
向 非 欧 几何 ,进而 以 变换 群 为 分 类 几何 学 的 基础 .其 后 , 克 莱 因 
主要 研究 离散 变换 群 ,S. 李 主要 研究 连续 变换 群 ,但 他 们 以 群 统 
一 数学 的 观点 是 一 致 的 . 

(4) 无 穷 小 变换 .在 微 积分 发 展 初期 ,已 有 无 穷 小 变换 的 概 
念 .例如 ,第 卡尔 已 有 瞬时 转动 中 心 的 概念 ,这 样 ,从 无 穷 小 观点 
来 看 ,平面 上 的 每 个 运动 都 可 以 看 成 一 个 转动 . 拉 格 朗 日 的 解析 
力学 也 有 类 似 的 观点 .1851 年 , 西 尔 维 斯 特 为 了 求 一 般 线性 群 
GL(3,C) 的 不 变 式 , 给 他 的 矩阵 元 一 个 无 穷 小 增 量 ajdi ,从 而 不 
变 式 A(z)) 满 足 

fl((z+ 0dt))=f((%)), 

从 而 /满足 线性 偏 微分 方程 


Xf = 之 mi 2f -0， 


六 9% 
其 中 X 实际 上 是 表示 方向 导数 的 微分 算 子 .这 是 最 早 明 旺 写 出 
的 与 无 穷 小 变换 对 应 的 微分 算 子 .其 后 , 凯 雷 在 计算 特殊 线性 群 
SL(2,C) 的 不 变 式 时 ,也 采用 这 种 方法 计算 由 两 个 无 穷 小 变换 
得 出 的 微分 算 子 X,Y, 特 别 是 他 还 明显 算出 XY - 更 ,证 明 它 也 
可 由 一 个 无 穷 小 变换 导出 .不 过 算 子 的 括号 运算 在 一 阶 偏 微分 
方程 的 雅 可 比 一 克 革 布什 理论 中 已 经 有 了 . 当 X,Y 是 函数 时 ， 
熟知 的 有 波 瓦 松 括号 及 雅 可 比 公式 ,对 于 这 些 相似 之 处 ,S. 李 是 
非常 熟悉 的 ,他 是 依照 这 个 模式 来 建立 自己 的 理论 的 , 1868 年 
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若 尔 当 在 讨论 运动 群 的 论文 中 也 从 几何 的 观点 出 发 ,使 用 "无 穷 
小 变换 "的 概念 ,他 首先 引进 由 一 个 无 穷 小 变换 生成 的 单 参数 群 
的 概念 ,并 把 它 定义 为 “适当 重复 "该 无 穷 小 变换 .这 种 观念 在 克 
莱 因 及 $- 李 合 著 的 论文 (1871) 中 也 用 过 ,但 他 们 所 研究 的 是 微 
分 方程 的 积分 曲线 . 


2.2.2 S' 李 的 变换 群 理论 


S: 李 的 变换 群 理论 正式 在 1874 年 发 表 ,他 曾 多 次 谈 到 自己 
是 在 1873 年 开始 研究 连续 变换 群 的 ,不 过 他 在 1873 年 写 给 返 
耶 的 一 封 信 中 表明 ,1870 年 在 巴黎 时 他 已 有 变换 群 的 概念 . 在 
1871 年 的 一 篇 论文 中 , 他 已 明确 提出 “变换 群 " 这 个 词 ,并 且 明 
显 提出 问题 , 即 决定 GL(n,C) 的 所 有 连续 及 不 连续 的 子 群 .不 
过 这 个 新 领域 对 他 来 说 显然 并 不 容易 ,正如 克 莱 因 后 来 所 说 : 
“ 李 无 疑 创造 了 连续 算 子 群 的 想法 …… 不 过 在 当时 一 切 还 处 于 
萌芽 状态 ……” 

经 过 几 年 的 考虑 ,1873 年 $: 李 把 自己 的 想法 写 信 告诉 迈 
耶 . 他 由 变换 

Wi= f(x Kn 1s 0) (ls ign) 
的 “连续 ” 群 开始 ,其 中 x'; 依赖 于 r 个 参数 a ,…, a, ,而 当 参 数 
为 ff,…,a? 时 ,此 变换 是 恒 等 变 换 .从 而 在 参数 变化 时 ,他 进行 
泰勒 展开 


fi(x1, ,Xn a +21, ad + z,) 
= Xi + zx 二 2 Day 
并 把 上 式 写 成 


x’ = G(x,2z), 
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其 中 
X= (Xl )， 
X' = (xX 1 Xn), 
ZzZ= (Zz1,"" ,2,). 

由 变换 的 组 合 


G(G(x,u),v)= G(x, H(u,v)), 
其 中 五 = (到,…, 有 ,) 不 依赖 于 x, 因 此 
H(u,0)=, 
H(0,v)=v, 


Hi(w,v)= wi+ w+ 7 Ch + 本 


于 是 S' 李 得 出 关系 


nn OX 9 Xi, 
~ ki 加 - hi 


j=1 


) = ChXi, 
Ee 


心 


_y 9f 
Ai(f) = Xagw." 


他 得 出 
[hn, hi] = TChA. 
开始 他 称 算 子 4 (六 为 无 穷 小 变换 
dxi = Xudt， la<i<n 

的 “象征 "(symbol) ,不 久 他 就 不 加 区 别 地 称 算 子 4i(7) 为 无 穷 小 
变换 了 .他 通过 切 触 变换 及 偏 微分 方程 得 到 这 个 无 穷 小 变换 群 ， 
实际 上 是 现在 的 李 代 数 ,后 来 他 就 抛 开 这 些 背 景 ,专门 研究 这 些 
“ 群 " 了 . 

1874 年 以 后 ,S' 李 继续 研究 变换 群 . 一 方面 ,他 研究 一 般 理 
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论 , 最 后 总 结 在 3 大 卷 《4 变换 群 理论 ) 中 . 男 一 方面 ,他 得 出 许多 
特殊 的 结果 ,其 中 包括 定 出 直线 及 平面 的 连续 变换 群 并 加 以 分 
类 .他 还 在 1883 年 引进 无 限 连续 群 ,并 开始 涉足 常 微分 方程 . 从 
1874 年 到 1880 年 ,他 发 表 了 十 几 篇 有 关连 续 群 的 论文 ,并 同时 
研究 一 阶 偏 微分 方程 ,特别 是 普法 夫 问题 .在 1877 一 1881 年 ,他 
还 研究 了 极 小 曲面 . 

S' 李 的 《变换 群 理论 ?第 工 卷 及 第 亚 卷 中 的 5 章 是 讨论 所 谓 

“连续 有 限 群 "的 ,其 余部 分 讨论 切 触 变换 ,在 当时 与 连续 群 理论 

密切 相关 ,现在 看 来 ,已 经 属于 另外 的 学 科 了 .第 工 卷 中 总 结 的 
变换 群 理论 ,主要 集中 于 S. 李 的 三 大 定理 ,而 现在 这 三 大 定理 
已 成 为 李 代数 的 公理 

S- 李 的 第 一 定理 是 指 函 数 f; 满足 下 列 偏 微分 方程 组 : 


Ss) Vo) (isn), (1) 


其 中 短 阵 (Gi) 具 有 要 大 ,det( Wy) 关 0; 反 之 ,如 果 函 数 fi 满足 
该 方程 及 条 件 , 则 定义 变换 群 的 一 个 群 芽 . 
S: 李 的 第 二 定理 给 出 之 间 以 及 秋之 间 的 关系 . 6 之 间 
的 关系 为 
9 


| ta - 5 
其 中 C 是 这 数 (后 称 之 为 结构 和 数 ); 更 /之 间 的 关系 按照 毛 瑞 
尔 (Ludwig Maurer, 1859 一 1927) 在 1890 年 的 论文 中 所 表述 的 ,可 
以 写 为 


dy am 1 
Dan 一 da = 了 (一 = Pain )， 


其 中 1<%,1,m 志 7. 引 入 无 穷 小 变换 总 及 hi ,可 得 现在 熟知 的 


= = Scullsijsr,lslsn), 
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na 了 
了 = Fy (1<ksr), 


4 = oy 地 (1 三 上 三 r) ， 

上 面 两 式 分 别 成 为 

[XX]= SC (lei,jer), 

[4i,4]= CH (esi,jer). (2) 
反之 ,如 果 r 个 无 穷 小 变换 庆 (1<k<7) 线 性 无 穷 量 满足 条 件 
(2) ,由 这 些 变 换 生 成 的 单 参数 子 群 就 构成 一 个 r 参数 变换 群 . 

S. 李 的 第 三 定理 是 给 出 结构 常数 C4 之 间 的 关系 
C$+ Ct=0, 
> CC + CEC! + C3Ch) =0, 

其 中 1<i,j,k,m 志 7r. 有 反之, 如果 满足 上 面 两 式 , 则 存在 无 穷 小 
变换 系统 满足 

[X= (sijsn). 
用 现代 语言 表述 ,这 些 ;形成 李 代 数 , 反 过 来 ,每 个 有 限 维 李 代 
数 均 可 如 此 得 出 .这 后 半 个 结果 由 F* 舒 尔 在 1889 年 证 明 . 

S. 李 仿照 置换 群 理论 对 变换 群 的 结构 问题 进行 了 初步 研 

究 . 他 引进 两 变换 群 相似 的 概念 , 即 存 在 一 个 变 元 的 可 道 坐 标 变 
换 及 一 个 参数 的 可 逆 坐 标 变 换 , 将 一 个 变换 群 变 成 男 一 个 .他 知 
道 两 变换 相似 的 必要 条 件 是 其 相应 的 李 代 数 同 构 ,由 于 他 没有 
李 代 数 观念 ,他 称 两 群 等 连 (gleichzusammengesetzt) ,但 这 个 条 件 
并 不 充分 .他 证 明 两 群 等 连 的 充 要 条 件 是 两 群 一 一 同 态 ,这 个 词 
来 源 于 若 尔 当 .同样 他 也 引入 若 尔 当 的 另 一 词汇 一 一 映 上 同 态 ， 
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而 且 知道 其 典型 例子 -一 伴随 表示 ,以 及 它 与 群 的 中 心 的 关系 . 
他 证 明 这些 定 理 的 主要 工具 都 是 雅 可 比 一 克 莱 布什 关于 一 阶 偏 
微分 方程 组 的 完全 可 积 性 定理 ,但 没有 引用 弗 罗 宾 尼 乌 斯 的 更 
一 般 的 定理 . 

S. 李 还 花费 了 很 大 力气 把 置换 群 的 可 迁 性 及 本 原 性 概念 搬 
到 变换 群 上 ,他 还 看 出 点 的 稳定 子 群 与 齐 性 空间 概念 的 关系 .不 
过 ,他 始终 在 变换 群 中 打 圈子 ,而 没 能 从 置换 群 过 湾 到 抽象 群 . 
同样 ,他 基本 上 在 局 部 打转 ,难得 从 大 范围 来 考虑 问题 .更 有 其 
者 ,他 始终 在 微分 方程 及 几何 的 应 用 中 考虑 问题 ,而 不 能 跳出 来 
对 结构 及 分 类 问题 进行 研究 .真正 的 现代 李 群 . 李 代 数 的 研究 却 
不 是 S` 李 和 他 的 学 生 的 成 果 , 而 是 由 基 灵 从 1888 年 开始 研究 ， 
后 由 EE: 嘉 当 所 继续 ,并 成 为 结构 数学 的 主流 .可 莫 的 是 ,S. 李 对 
于 离开 他 的 路 线 的 基 灵 恨 之 人 骨 ( 他 告诉 他 的 学 生 :你 们 碰 到 基 
灵 ,就 把 他 杀 了 ) ,因此 ,他 离开 这 个 极 富 创造 性 的 方向 越 来 越 远 
了 . 


3 和 群 与 微分 方程 


微分 方程 中 群 的 影子 很 早 就 有 ,但 是 只 有 黎 曼 在 1857 年 的 
超 几 何 级 数 的 论文 中 才 首 次 明显 地 表现 出 来 .1865 年 富 克 斯 奸 
立 一 般 的 复 域 上 线性 微分 方程 理论 ,研究 解 的 代数 性 , 群 的 概念 
才 变 得 突出 起 来 . 富 克 斯 理论 一 方面 直接 通 向 庞 加 莱 的 自 守 函 
数理 论 , 另 一 方面 通过 克 菜 因 与 椭圆 函数 论 相 结合 ,这 些 问题 成 
为 19 世纪 70 一 80 年 代 许多 数学 家 研究 的 主要 课题 . 

超 几 何方 程 是 与 群 有 关 的 最 简单 的 方程 , 它 的 一 个 特殊 情 
形 是 勒 让 德 方程 
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2 2 
(1_ REY 4 1-3 dy =0, 
dx? 


k dx 7 
它 的 解 为 椭圆 积分 的 周期 KX, K' 所 满足 ,它们 可 以 看 成 模 所 的 
函数 
Ke | dx 
ov (1T— x2) (1 2x2) 


+ | dx 
1! V(x)(1- kr) . 
1829 年 雅 可 比 在 《椭圆 函数 论 新 基础 》 中 得 出 ,对 于 与 另 一 个 模 
4? 相应 的 解 工 , 己 ,如 果 满 足 
L_ EK 
Lr ?PR 

其 中 p 是 素数 , 则 4? 与 忆 满 足 (p +1) 次 多 项 式 ,而 只 有 当 p = 
5,7,11 时 ,次 数 可 降 至 p. 1832 年 伽 罗 华 在 他 的 临终 书信 中 讨 
论 了 这 个 问题 ,并 且 指 出 与 PSL(2, 2Z/p2Z) 的 指数 为 p 的 子 群 有 
关 . 其 后 , 埃 尔 米 特等 人 搞 清 楚 p = 5 的 变换 与 五 次 方程 的 关 
系 ,而 对 于 p = 7 的 情形 ,直到 1879 年 才 由 克 莱 因 和 弄 清楚 , 它 与 
四 次 平面 曲线 及 其 上 28 条 双 切 线 相关 .将 模 变 换 问 题 完 全 与 椭 
圆 郴 数 脱 钧 ,是 胡 尔 维 茨 于 1881 年 完成 的 . 

对 于 超 几 何方 程 , 库 默 尔 在 1836 年 发 现 的 24 个 解 已 由 变 
换 群 联系 在 一 起 ,而 真正 搞 清 这 个 关系 的 是 黎 曼 ,他 完全 知道 绕 
歼 曼 面 上 的 闭路 径 , 两 个 独立 的 解 经 历 了 一 个 变换 , 它 可 用 单行 
和 矩阵 来 表示 . 歼 曼 也 清楚 两 个 矩阵 之 乘积 ,虽然 埃 尔 米 特 于 
1851 年 最 早 引入 单行 (monodromie, 一 译 单 值 ) 一 词 ,而 黎 曼 明显 
地 定 出 由 这 些 矩 阵 生成 的 超 几 何方 程 的 单行 群 ,但 单行 群 一 词 
首先 是 车 尔 当 在 他 的 巨著 《通论 》(1870) 中 引进 的 . 富 克 斯 在 


584 近代 数学 史 


1865 一 1868 年 的 三 篇 论文 中 ,把 黎 曼 的 单行 群 理论 推广 到 n 阶 
线性 常 微分 方程 ,由 于 问题 的 复杂 性 ,他 只 考虑 正则 情形 ,这 样 
解 在 扩张 复 平面 上 无 本 性 奇 点 .他 也 用 单行 矩阵 研究 解围 绕 奇 
点 的 解析 开拓 问题 ,在 这 个 问题 上 ,他 不 遵循 黎 曼 方法 (用 到 狄 
利克 雷 原理 ) ,而 是 完全 按 外 尔 斯 特 拉 斯 的 寡 级 数 方法 ,他 的 理 
论 后 来 为 弗 罗 宾 尼 乌 斯 及 车 尔 当 等 所 发 展 . 

富 克 斯 在 论文 中 还 提出 一 个 重要 问题 :线性 常 微分 方程 的 
解 何 时 全 是 代数 函数 ? 许多 数学 家 在 19 世纪 70 一 80 年 代 通过 
各 种 方法 来 解 这 个 问题 . 1871 年 施 瓦 茨 首先 用 几何 方法 解决 超 
几何 方程 的 问题 ,他 列 出 代数 解 的 15 种 情形 ,但 是 他 的 方法 难 
以 推广 .1875 一 1878 年 , 富 克 斯 高 尔 丹 用 不 变 式 论 方法 解决 二 
阶 方程 的 问题 ,而 克 莱 因 这 时 结合 几何 方法 ,运用 不 变 式 论 及 群 
论 方法 ,更 成 功 地 解决 问题 .在 这 个 问题 上 最 成 功 的 是 车 尔 当 的 
群 论 方法 ,1876 年 他 先 用 群 论 方法 解决 二 阶 方程 的 代数 解 问 
题 ,1878 年 又 解决 n 阶 方程 的 问题 .阿尔 芳 在 1884 年 曾 用 不 变 
式 论 来 解 ” 阶 方 程 ,但 不 久 就 由 于 庞 加 莱 自 守 函 数 的 成 功 而 被 
人 遗忘 . 

直接 通 向 自 守 函数 的 微分 方程 是 所 谓 拉 梅 方程 , 它 是 富 克 
斯 型 方程 , 即 


dy 1 1 1 1 _ 1dy 
和 + 了 [二 亏 ital 
_ [n(n+1)x+B] 
4(x%— el)(x%~ e2)(x— es 
它 可 以 写成 雅 可 比 形式 
dy [n(n+t ismo+ Aly=0, 


或 外 尔 斯 特 拉 斯 形式 


;7=0. 
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二 -[n(n+1)P(u)+ Bly=0. 

拉 梅 方程 是 拉 梅 为 解 空间 中 的 三 重 正 交 坐标 而 于 1845 年 提出 
来 的 ,他 给 出 雅 可 比 形式 的 一 个 解 , 它 可 表 为 snv 的 n 次 多 项 
式 .同年 , 刘 维 尔 及 海 涅 独立 得 出 线性 独立 的 第 二 个 解 . 埃 尔 米 
特 考虑 4 可 以 是 任意 的 情形 ,他 在 1877 一 1882 年 的 一 系列 论文 
中 证 明 ,这 类 方程 的 解 总 是 第 二 类 椭圆 消 数 .而 富 克 斯 在 1878 
年 得 出 一 般 方程 


中 
dm- Dy 


的 两 个 基本 解 都 是 第 二 类 椭圆 函数 的 条 件 . 他 证 明 P 是 单 值 双 
周期 函数 ,可 明显 表示 为 雅 可 比 函 数 .这 个 定理 的 道 定理 也 
成 立 , 毕 卡 在 1879 年 给 出 证 明 ， 

在 这 种 形势 下 ,法国 科学 院 在 1880 年 提出 以 双 周 期 函数 系 
数 的 微分 方程 为 大 奖 题目 ,结果 阿尔 芳 获 奖 .他 在 论文 中 把 有 理 
系数 化 为 椭圆 函数 系数 情形 ,而 这 正 是 富 克 斯 在 1880 一 1881 年 
的 一 系列 论文 中 所 讨论 的 ,由 于 他 考虑 的 是 一 般 的 二 阶 微分 方 
程 


2 
9 二 + P(z)9 + Q(z)y=0, 


其 中 P(z),0@(z) 是 有 理 函 数 ,微分 方程 不 一 定 代数 可 积 . 富 克 
斯 的 这 篇 发 表 在 1880 年 《克莱尔 杂志 》 上 的 论文 星 淮 难 懂 , 事 实 
上 很 乱 , 也 不 完全 ,而 它 却 引 起 法 国 年 轻 的 数学 奇才 庞 加 莱 的 注 
意 ,1880 年 5 月 29 日 他 给 富 克 斯 写 了 一 封 信 , 要 他 进一步 阐明 . 
他 们 开始 通信 ,这 导致 自 守 肾 数 论 的 产生 . 
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4 庞 加 莱 与 自 守 函数 论 


4.1 庞 加 莱 


庞 加 菜 是 19 世纪 末 20 世纪 初 法 国 最 伟大 的 数学 家 ,也 是 
当时 世界 数学 界 首届 一 指 的 人 物 .他 于 1854 年 4 月 29 日 生 于 
法 国 南 锡 ,父母 都 属于 上 层 中 产 阶 级 .父母 双方 的 家 庭 都 在 洛 林 
居住 有 儿 代 之 久 . 他 的 祖父 有 两 个 儿子 ,一 位 是 庞 加 莱 的 父亲 莱 
昂 (Leon Poincaré), 他 是 一 位 医生 并 任 南 锡 大 学 的 医学 教授 ; 另 
一 位 是 安 托 万 (Antoine Poincar€) ,他 曾 在 巴黎 综合 工科 学 校 学 
习 , 后 来 在 军事 工程 部 队 中 晋升 为 高 级 军官 . 安 托 万 的 儿子 莱 芒 
(Raymond Nicolas Landry Poincaré, 1860 一 1934) 党 出 任 法 兰 西 共和 
国 总 理 (1912 一 1913) ,并 且 在 第 一 次 世界 大 战 期 间 出 任 共 和 国 
总 统 (1913 一 1920); 安 托 万 的 另 -一 个 儿子 卢 相 (Lucien Poincaré) 
在 大 学 里 担任 高 级 行政 职务 ， 

庞 加 菜 自 幼 多 病 ,由 于 运动 神经 共 济 失调 , 他 不 能 很 好 地 写 
字画 画 ,5 岁 时 和 患 了 一 场 白喉 , 留 下 喉头 麻 兽 后 遗 症 .他 的 视力 
很 差 , 上 课 看 不 清 黑 板 , 也 不 能 记 笔记 .在 这 种 身体 条 件 下 ,他 无 
法 像 正常 儿童 那样 活动 与 成 长 ,不 得 不 靠 图 书 为 伴 .他 有 惊人 的 
记忆 力 ,可 以 说 过 目 不 忘 ,而 且 单 靠 听课 ,就 能 牢固 掌握 老师 上 
课 的 教学 内 容 , 他 的 数学 推导 及 计算 不 靠 手 头 写 写 画 画 ,而 完全 
靠 大 脑 完 成 ,他 可 以 迅速 写 出 文章 来 而 无 需 大 改 , 因 为 一 切 早 在 
头脑 中 按部就班 地 加 工 好 了 .1862 年 10 月 , 庞 加 菜 进入 南 锡 公 
立 中 学 学 习 , 这 时 就 已 显示 出 他 的 数学 才能 , 南 锡 中 学 的 教授 把 
他 说 成 是 “数学 巨 怪 ”. 1871 年 毕业 ,并 进入 预科 中 学 学 习 ,1872 
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年 在 全 法 中 学 优等 生 会 考 时 ,他 荣获 头 奖 ,1873 年 10 月 又 以 第 
一 名 的 成 绩 考 人 巴黎 综合 工科 学 校 .当时 他 的 老师 中 有 埃 尔 米 
特 .1875 年 毕业 ,并 进入 国立 高 等 矿业 学 校 学 习 ,1878 年 作为 实 
习 工程 师 到 矿 上 工作 ,1879 年 毕业 并 取得 采矿 工程 师资 格 , 其 
后 从 事 过 工程 技术 工作 .在 校 期 间 , 他 曾 自 修 数学 ,并 且 在 1878 
年 的 旅途 中 ,突然 得 到 “ 自 守 函数 "的 思想 ,从 而 得 到 他 的 第 一 个 
数学 发 现 . 在 这 期 间 ,他 还 写 了 数学 论文 ,并 于 1879 年 8 月 在 巴 
黎 大 学 获得 博士 学 位 . 

从 这 时 起 ,他 把 主要 精力 投入 到 数学 研究 与 教学 活动 中 . 
1879 一 1881 年 ,他 在 卡 恩 大 学 理学 院 任 分 析 学 讲师 ,1881 一 1885 
年 任 巴 黎 大 学 理学 院 分 析 学 讲师 , 1885 一 1886 年 任 物理 力学 及 
实验 力学 讲师 ,1886 年 晋升 为 理学 院 数 学 物理 学 及 概率 演算 讲 
座 教授 ,1896 年 改 为 数学 天 文学 及 天 体力 学 教授 ,直至 去 世 . 在 
这 期 间 , 庞 加 莱 还 曾 兼 任 巴黎 综合 工科 学 校 分 析 学 讲师 (1883 一 
1897) 以 及 普通 天 文学 教授 (1904 一 1908) , 1902 年 以 后 还 兼任 高 
等 邮电 职业 学 校 理论 电学 教授 .他 在 巴黎 大 学 理学 院 的 讲课 几 
乎 遍及 数学 物理 学 的 每 一 个 领域 ,除了 数学 物理 方程 外 ,还 讲 过 
天 体力 学 .位 势 理论 .弹性 力学 .流体 力学 .热传导 理论 .热力 学 、 
电学 .光学 .气体 分 子 运 动 论 .概率 论 等 ,而 且 对 世纪 之 交 的 新 兴 
学 科 , 如 电子 论 相对论、 量子 论 等 等 ,也 讲授 过 .其 中 大 部 分 讲 
义 被 整理 成 书 ,已 出 版 的 有 十 几 种 .另外 ,他 还 写 过 一 些 专著 ,如 
毛细 现象 理论 , 满 流 理论 等 等 .他 的 许多 研究 工作 也 是 以 这 些 学 
科 为 出 发 点 ,关于 这 些 方面 的 论文 占 他 所 发 表 的 论文 总 数 的 三 
分 之 二 以 上 . 

庞 加 莱 一 生发 表 近 500 篇 研究 论文 ,已 收入 11 卷 《 全 集 》 
(1916 一 1954) 之 中 ,其 中 第 11 卷 是 对 他 工作 的 评述 .他 的 许多 


588 近代 数学 中 


贡献 是 划时代 的 ,开创 了 许多 领域 的 新 纪元 .除了 组 合 拓扑 学 
外 ,还 有 自 守 函 数论 .微分 方程 定性 理论 动力 系统 理论 (稳定 
性 .遍历 性 ) .位 势 理 论 等 .他 还 发 展 了 许多 新 技术 ,如 摄 动 法 及 
渐 近 展开 等 . 庞 如 莱 的 研究 工作 质量 兼 优 , 在 法 国内 外 获得 巨大 
声誉 ,他 几乎 得 到 了 一 位 数学 家 所 能 得 到 的 全 部 荣誉 ,主要 有 : 
1887 年 被 选 为 巴黎 科学 院 院 十 ,1908 年 被 选 为 法 兰 西学 士 院 院 
士 . 他 还 荣获 许多 国内 国际 奖励 :1889 年 因 三 体 问题 获 瑞典 国 
王 奥斯卡 二 志 (Oskar 于 ,1829 一 1907,1872 一 1907 年 在 位 ) 奖 ， 
1901 年 获 英 国 皇 家 学 会 西 尔 维 斯 特 奖章 ,1904 年 获 俄国 喀 山 大 
学 的 罗 巴 切 夫 斯 基 奖 ,1905 年 获 匈牙利 数学 会 的 波 耶 奖 . 

庞 加 菜 不 仅 是 一 位 数学 全 才 ,而 且 他 的 科学 思想 博大 精深 ， 
在 物理 学 上 接近 于 创立 狭义 相对 论 . 他 在 科学 哲学 方面 的 四 本 
著作 《科学 与 假设 》(1902) 《科学 的 价值 )(1905) 《科学 与 方法 》 
(1909) 以 及 《最 后 的 思想 》(1912) 被 译 成 各 种 文字 ,有 着 广泛 的 
影响 ， 


4.2 自 守 函数 论 


1881 年 6 月 11 日 , 克 莱 因 读 到 庞 加 莱 的 3 篇 有 关 富 克 斯 函 
数 的 论文 ,第 二 天 就 写 信 给 庞 加 莱 , 声 称 他 自己 早已 在 近 几 年 深 
人 考虑 过 这 些 题目 , 并 且 发 表 了 关于 椭圆 模 函 数 的 几 篇 论文 ,他 
说 ,“ 当 然 这 些 只 是 你 所 考虑 的 关系 的 特殊 情形 ,但 是 你 仔细 比 
较 就 会 发 现 我 已 具有 非常 一 般 的 观点 ." 自 此 ,他 开始 和 庞 加 莱 
通信 ,实际 上 克 莱 因 意识 到 他 已 经 有 了 一 位 对 手 . 据 克 莱 因 后 来 
讲 , 他 从 1874 年 开始 研究 黎 曼 的 工作 ,这 使 他 走向 “ 老 问 题 , 即 
造 出 单 变 元 的 不 连续 群 ,特别 是 对 应 的 自 字 函 数 ”. 他 的 确 在 直 
观 拓扑 方面 以 及 代数 、 群 论 ` 不 变 式 论 方面 发 展 了 黎 曼 的 思想 ， 
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并 同 数论 联系 起 来 . 

与 克 莱 因 不 同 , 庞 加 莱 研 究 自 守 函数 的 方向 更 为 一 般 , 他 是 
从 函数 论 及 微分 方程 出 发 的 . 庞 加 莱 在 1878 年 已 得 出 他 的 一 些 
主要 想法 ,其 后 在 瑞典 新 创办 的 《数学 学 报 》 前 5 卷 中 发 表 了 5 
篇 主要 论文 (1882 一 1884) .值得 注意 的 是 ,他 开始 这 方面 的 研究 
时 ,除了 埃 尔 米 特 关 于 模 函 数 的 工作 之 外 ,几乎 什么 也 不 知道 . 
他 没 读 过 黎 曼 的 著作 ,也 不 知道 狄 利克 雷 原 理 . 他 最 早 把 自 守 函 
数 称 为 富 克 斯 函数 ,据说 是 受 富 克 斯 在 1880 年 发 表 的 一 篇 论文 
的 启发 ,从 而 把 自 守 函数 同 微分 方程 联系 起 来 .这 引起 克 莱 因 的 
不 满 及 批评 , 克 菜 因 提 醒 他 注意 自己 早先 几 年 的 工作 ,并 提 到 富 
克 斯 实际 上 对 此 毫 无 贡献 .于 是 庞 加 莱 在 下 一 篇 论文 中 把 富 克 
斯 孙 数 的 推广 戏 庄 地 称 为 克 荣 因 函 数 ,尽管 克 莱 因 对 此 并 没有 
贡献 

庞 加 菜 一 开始 就 有 意识 地 把 自 守 函数 作为 三 角 函 数 及 椭圆 
函数 的 推广 ,在 推广 的 过 程 中 ,不 难看 出 椭圆 函数 发 展 的 踪迹 . 
推广 的 关键 是 群 的 观念 ,他 研究 的 是 无 穷 多 分 式 线性 变换 


az 十 应 
YiZ 十 6 


其 中 i 跑 遍 0,1,2,…,ao = 60=1,7Yo= Bo=0, 且 满足 a; - Br 
= 1, 这 些 $; 构成 一 个 真 不 连续 群 ,他 的 目的 首先 是 求 单 值 复 变 
函数 P(z) 满 足 


Si:z > 


yz + Oi 

他 首先 研究 系数 均 为 实数 的 情形 ,他称 这 种 群 为 语 克 斯 群 , 称 满 
足 上 述 条 件 的 函数 为 富 克 斯 函数 . 后 来 他 也 研究 系数 为 复数 的 
情形 ,他 称 之 为 克 菜 因 群 及 克 莱 因 函 数 . 


F(z)= | 
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为 了 构造 相应 的 自 守 函数 ,他 引进 级 数 
9(z)= 2H, 
其 中 H(z) 是 有 理 函数 ,他 称 之 为 6 富 克 斯 函数 或 9 克 莱 因 函 
数 ,显然 ,两 个 同 m 的 0 富 克 斯 函数 的 商 就 得 出 富 克 斯 函数 . 克 
菜 因 函数 也 可 以 如 法 炮制 ， 
显然 ,对 应 于 相同 的 群 的 两 个 自 守 函数 ,存在 一 个 代数 关 
系 ,从 而 所 有 自 守 函数 可 以 表 为 其 中 两 个 函数 z,w 的 有 理 函 
数 , 它 们 之 间 满 足 
f(z,w)=0, 
这 表示 一 条 代数 曲线 ,他 证 明 其 亏 格 可 以 通过 基本 域 计 算出 来 . 
庞 加 莱 巧 妙 地 利用 非 欧 几何 证 明 每 一 个 真 不 连续 群 存 在 一 个 基 
本 域 , 它 以 片断 的 直线 或 圆 为 边界 , 反 过 来 ,这 种 圆 弧 多 边 形 当 
适合 某 些 条 件 时 ,构成 一 个 真 不 连续 群 的 基本 域 . 
对 于 二 阶 线 性 微分 方程 
dv 
= 
其 中 f(x,w) =0 是 代数 关系 , 则 由 其 两 个 线性 独立 的 解 v(x)， 
v2(x*) 的 商 


p(X,w)v, 


国 vi(x%) 
#7 v(x) 


得 到 的 反 演 x = g(z) 就 是 自 守 函数 .这 样 ,代数 曲线 的 点 的 坐标 
可 表示 为 单 参数 z 的 宣 克 斯 函数 .更 进一步 ,他 证 明 每 个 具有 代 
数 系数 的 线性 微分 方程 都 可 以 通过 富 克 斯 函数 及 5 富 克 斯 函 
数 积 出 来 . 

庞 加 莱 不 仅 把 自 守 函数 论 同 函数 论 及 微分 方程 联系 起 来 ， 
而 且 还 应 用 到 数论 上 , 它 表 明 三 元 不 定 二 次 型 的 算术 变换 理论 
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与 非 欧 几何 学 是 一 回 事 ， 

庞 加 莱 对 自己 的 发 现在 《科学 与 方法 ?中 有 详尽 的 描述 . 这 
本 书 表明 ,他 在 1880 年 6 月 2 日 已 经 研究 富 克 斯 函数 的 性 质 ， 
并 把 它 与 非 欧 几何 联系 起 来 .事实 上 ,在 1880 年 5 月 28 日 ,也 
就 是 在 给 富 克 斯 写 信 的 前 一 天 ,他 已 经 写 了 一 篇 论文 ,应 征 
1880 年 法 国 科 学 院 的 大 奖 . 这 篇 论文 获 第 二 名 , 直到 1923 年 才 
发 表 在 《数学 学 报 》 上 . 这 篇 论文 实际 上 已 包含 富 克 斯 酋 数 的 主 
要 思想 ,但 更 多 的 内 容 出 现在 其 后 的 三 个 附录 中 .他 把 这 三 个 附 
录 匿 名 投 寄 到 法 国 科 学 院 ,最 近 由 数学 史家 格雷 (Jeremy Gray， 
1947 一 “) 在 法 国 科学 院 的 档案 中 发 现 , 收 到 时 间 是 1880 年 6 
月 28 日 ,9 月 6 日 及 12 月 20 日 ,它们 没有 收入 在 庞 加 芋 的 《全 
集 》 中 ,其 中 包括 二 次 型 非 欧 几何 以 及 基本 域 的 理论 ,这 时 他 已 
得 到 可 用 6 富 克 斯 级 数 来 解 代数 系数 的 微分 方程 了 .他 还 研究 
了 了 多边形 分 解 ,包括 角度 为 0 的 情形 . 

因此 ,上 庞 加 莱 第 一 简 公 开发 表 的 关于 富 克 斯 函数 的 论文 是 
1881 年 的 一 系列 短文 ,并 由 此 同 克 莱 因 有 一 番 较 量 . 但 庞 加 莱 
的 结果 博大 精深 , 克 莱 因 并 不 是 对 手 ,到 了 1882 年 秋 , 克 莱 因 完 
全 垮 掉 了 .在 这 个 期 间 , 克 莱 因 主要 证 明 边界 圆 (Grenzkreis) 定 
理 , 即 每 个 亏 格 > 1 的 黎 曼 曲面 都 可 用 圆 盘 状 区 域 上 无 分 支点 
的 不 变 函 数 来 表示 .不 过 , 庞 加 莱 陆 续 在 4 数学 学 报 》 上 发 表 了 5 
篇 共 390 页 的 论文 ,已 经 把 自 守 函数 论 弄 得 十 分 完全 ,以 至 于 在 
当时 没什么 好 做 的 了 . 自 守 函数 论 最 漂亮 的 结果 是 单 值 化 定理 ， 
即 任意 黎 曼 面 都 可 以 用 自 守 函数 单 值 化 . 1883 年 , 克 菜 因 和 庞 
加 菜 对 此 各 发 表 了 一 个 证 明 ,但 证 明 都 不 够 完全 .直到 1907 年 ， 
科 贝 (Paul Koebe, 1882 一 1945) 和 庞 加 莱 各 自 独 立 给 出 一 个 完整 
的 证 明 . 
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到 20 世纪 ,关于 参 模 空间 以 及 克 莱 因 群 的 研究 成 为 一 个 热 
点 ,并 这 人 到 拓扑 学 .函数 论 、 群 论 . 儿 何 学 等 领域 ,再 次 推动 数 
学 的 全 面 发 展 . 
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数学 以 精密 科学 而 著称 , 它 强调 概念 的 普遍 性 本质 性 , 理 
论 和 方法 的 严格 性 .协调 性 , 以 及 通过 演绎 的 方法 从 最 基本 的 公 
理 推 导出 来 .这 类 基础 问题 从 数学 一 开始 就 出 现 ,而 且 在 许多 关 
键 时 刻 成 为 数学 家 和 哲学 家 之 间 激 烈 争 论 的 主题 .这 种 带 有 哲 
学 性 质 的 讨论 至 今 也 不 能 说 已 经 终结 ,但 是 从 数学 观点 来 看 ,用 
数学 方法 来 讨论 这 些 问 题 就 构成 了 基础 研究 .从 19 世纪 到 20 
世纪 初 ,数学 的 基础 研究 一 直 伴 随 着 数学 的 发 展 ,其 中 主要 的 问 
题 有 : 

电 数 是 什么 ? 数 应 当 是 什么 ? 量 是 否 可 以 归结 为 数 ?” 虚数 
及 复数 是 否 合 法 ? 

@ 非 欧 几何 是 否 合法 ?高 维 几何 是 否 合法 ?空间 是 什么 ? 

@ 什 么 是 合理 的 几何 学 基础 ? 什么 是 合理 的 公理 系统 ?对 
这 种 公理 系统 的 基本 要 求 是 什么 ? 

@ 数 学 最 基本 的 对 象 是 什么 ? 无 穷 集合 论 是 否 具 有 合法 
性 ? 

在 基础 研究 中 , 划时代 的 工作 当 属 希 尔 伯 特 的 《几何 学 基 
础 》(1899) . 它 不 仅 把 经 典 数 学 放置 在 一 个 可 信 的 体系 之 上 ,而 
且 开 辟 了 元 数学 的 未 来 前 景 , 从 而 使 基础 研究 成 为 数学 研究 的 
一 个 有 机 的 组 成 部 分 . 
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1 和 希 尔 伯 特 


1862 年 1 月 23 日 , 希 尔 伯 特 出 生 在 东 普 鲁 士 的 哥 尼斯 堡 ， 
祖父 ,父亲 都 是 法 官 . 希 尔 伯 特 刚刚 上 学 念书 时 并 不 聪明 ,他 8 
岁 才 上 学 ,没有 什么 突出 成 绩 .他 上 的 文法 学 校 以 文科 为 主 , 没 
有 自然 科学 课程 ,数学 是 不 受 重 视 的 ,拉丁 文 .希腊 文 是 主 修 课 
程 .大 数学 家 高 斯 , 歼 曼 在 学 习 这 些 古 典 语言 时 都 兴趣 乔 然 ,成 
绩 出 色 ,可 是 希 尔 伯 特 学 起 来 却 很 吃力 ,往往 死记 硬 背 ,勉强 过 
关 . 据 他 的 同学 讲 , 他 的 理解 力也 颇 迟 钝 ,他 自己 党 得 只 有 学 起 
数学 来 还 从 容 .舒服 .最 后 一 学 年 , 希 尔 伯 特 转 到 另 一 所 学 校 ,这 
所 学 校 比较 重视 数学 ,他 以 勤奋 取得 优秀 的 成 绩 .他 的 老师 没有 
名 视 他 的 才能 所 在 ,在 评语 中 写 道 :“ 他 对 数学 表现 出 极 强烈 的 
兴趣 ,而且 理解 深刻 .他 能 用 非常 好 的 方法 掌握 老师 讲课 的 内 
容 ,并 能 有 把 握 地 .灵活 地 运用 它们 . "他 的 母亲 对 哲学 .天文 学、 
数学 有 着 病态 的 爱好 ,她 经 常 谈 到 素数 的 奇妙 性 质 ,而 且 对 哥 尼 
斯 堡 的 伟大 哲学 家 康德 的 遗迹 有 着 近乎 崇拜 的 感情 .在 母亲 的 
影响 下 ,他 决定 进 哥 尼斯 堡 大 学 攻读 数学 . 

在 大 学 的 第 一 学 期 , 希 尔 伯 特 听 了 积分 法 .矩阵 论 和 曲面 的 
曲率 论 三 门 课 . 在 大 学 的 第 二 学 期 ,他 就 到 海德 尔 堡 大 学 去 听 当 
时 微分 方程 的 权威 富 克 斯 的 讲课 , 富 克 斯 课 前 不 备课 ,讲课 时 现 
讲 现 推 , 这 样 非但 没有 影响 教学 质量 ,反而 使 学 生 能 亲身 体会 到 
数学 的 思维 过 程 实际 上 是 怎样 进行 的 .在 第 三 学 期 , 希 尔 伯 特 本 
来 可 以 去 当时 德国 数学 的 中 心 一 一 柏林 大 学 ,可 是 他 太 想 家 了 ， 
还 是 回 到 哥 尼 斯 堡 大 学 念书 .于 ' 韦 伯 是 该 校 的 数学 教授 , 他 是 
一 位 数论 .代数 函数 论 专家 , 希 尔 伯 特 听 了 他 的 “数论 "和 “椭圆 
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尔 数 论 ” 的 课 , 还 参加 了 H': 韦 伯 的 关于 “不 变 式 理论 "的 讨论 班 . 
正 是 这 个 讨论 班 使 他 接触 到 这 个 新 领域 , 它 在 以 后 的 10 年 里 是 
希 尔 伯 特 的 主要 研究 方向 .1883 年 H' 韦 伯 到 柏林 去 当 教 授 , 继 
任 数学 教授 的 是 林 德 曼 ,1882 年 林 德 曼 证 明 圆 周 率 x 是 个 超越 
数 , 因 此 成 了 数学 界 的 大 明星 . 林 德 曼 的 确 是 希 尔 伯 特 的 真正 老 
师 , 是 他 使 希 尔 伯 特 转向 不 变 式 论 研 究 . 1884 年 希 尔 伯 特 的 博 
七 论 文 题目 也 是 他 出 的 . 希 尔 伯 特 在 1893 年 的 一 篇 论文 中 ,给 
出 e。 和 x 是 超越 数 的 一 个 非常 简单 的 证 明 , 这 可 以 看 成 是 林 德 
曼 工作 的 继续 . 

希 尔 伯 特 在 大 学 里 所 受到 的 最 大 影响 不 是 听讲 ,不 是 看 书 ， 
也 不 是 参加 讨论 班 ,而 是 同 两 位 青年 数学 家 的 交往 .一 位 是 闵 可 
夫 斯 基 , 他 比 希 尔 伯 特 小 2 岁 , 却 比 希 尔 伯 特 旱 半 年 上 大 学 ; 另 
一 位 是 胡 尔 维 艾 ,1884 年 春 他 到 哥 尼 斯 堡 大 学 任 副 教授 .他 比 
希 尔 伯 特大 3 岁 , 却 已 经 对 数学 的 整个 领域 有 着 非常 深刻 的 了 
解 . 希 尔 伯 特 同 这 两 位 良师益友 的 交往 是 他 一 生 中 最 老 福 难 忘 
的 时 刻 .每 天 下 午 5 时 ,他 们 三 人 一 起 在 校园 里 散步 ,在 日 复 一 
日 的 散步 中 ,他 们 考察 了 数学 世界 的 每 一 个 王国 ,讨论 了 当前 数 
学 的 状况 ,交换 新 得 到 的 知识 ,交流 彼此 的 想法 和 研究 计划 ,就 
这 样 , 三 人 结 成 了 终身 友谊 . 胡 尔 维 茨 以 其 全 面 . 系 统 的 知识 对 
其 他 两 位 有 着 十 分 深刻 的 影响 . 希 尔 伯 特 用 这 种 既 容 易 而 又 有 
趣 的 学 习 方 式 , 像 海绵 吸水 一 样 吸收 数学 知识 ,给 自己 未 来 的 事 
业 打 下 了 牢固 而 全 面 的 基础 .1884 年 12 月 11 日 希 尔 伯 特 通过 
了 口试 ,1885 年 2 月 7 日 他 通过 答辩 正式 被 授予 哲学 博士 学 位 . 

1885 年 秋 , 希 尔 伯 特 到 莱比锡 跟着 克 菜 因 学 习 . 圣诞 节 时 ， 
他 成 为 克 菜 因 家 庭 的 座 上 客 .在 克 莱 因 的 劝说 之 下 ,他 和 史 图 迪 
一 起 到 巴黎 访问 .在 巴黎 ,他 见 到 庞 加 莱 . 毕 卡 .达尔 布 等 人 , 特 
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别 是 受到 埃 尔 米 特 的 热情 鼓励 .回来 时 , 克 莱 因 已 经 离开 莱比锡 
到 格 廷 根 , 希 尔 伯 特 便 去 格 廷 根 向 克 莱 因 作 了 汇报 ,因为 克 菜 因 
十 分 关心 法 国 数学 的 发 展 状况 . 其 后 , 希 尔 伯 特 返回 家 乡 , 并 取 
得 讲师 资格 .1886 年 冬 ,他 开始 以 讲师 资格 在 哥 尼 斯 堡 大 学 开 
课 , 并 继续 他 对 不 变 式 论 的 研究 .同时 ,他 也 关心 整个 数学 的 发 
展 ,他 从 1885 年 底 开始 记 下 自己 的 思想 及 问题 ,共有 三 大 本 笔 
记 .1888 年 复活 节 期 间 ,他 曾 到 柏林 莱比锡 、 格 廷 根 . 埃 尔 兰 
等 大 学 去 访问 , 见 到 20 多 位 教授 ,并 记 下 同 他 们 的 谈话 ,这 对 他 
后 来 的 思想 发 展 有 一 定 的 影响 . 

1888 年 夏 , 希 尔 伯 特 发 表 一 篇 4 页 的 短文 ,解决 了 不 变 式 
理论 的 中 心 问 题 一 一 任何 n 元 型 的 不 变 式 均 具有 有 限 基 . 这 篇 
论文 的 意义 不 仅 在 于 解决 了 一 门 学 科 的 关键 问题 ,更 重要 的 是 
在 数学 方法 论 上 完成 了 一 次 革命 一 一 用 存在 性 证 明 来 代替 构造 
性 证 明 . 在 当时 的 状况 下 ,这 是 不 能 被 接受 的 .不 变 式 之 王 高 尔 
丹 叫 肉 :“ 这 不 是 数学 ,这 是 神学 . "许多 人 也 对 他 的 结果 的 可 靠 
性 表示 怀疑 .于 是 他 不 得 不 花 上 几 年 时 间 再 用 大 家 承认 的 构造 
性 方法 来 证 明 这 个 定理 . 他 成 功 了 ,大 家 也 就 无 话 可 说 了 , 连 高 
尔 丹 也 说 ;“ 神 学 也 有 神学 的 用 处 嘛 1” 这 样 ,他 开始 成 为 青年 数 
学 家 中 的 佼佼 者 . 1892 年 春 ,他 的 好 朋友 胡 尔 维 芯 到 瑞士 苏 歼 
世 综 合 工科 大 学 任教 授 , 他 接替 其 职务 成 为 副教授 . 1893 年 秋 ， 
林 德 曼 去 了 慕尼黑 ,他 升 为 教授 .这 时 他 认为 不 变 式 论 已 经 完 
成 ,于 是 开始 转向 数论 的 研究 . 1893 年 在 慕尼黑 召开 的 德国 数 
学 家 联合 会 上 ,宣读 了 他 关于 数论 的 第 一 篇 论文 ,其 中 证 明了 代 
数 数 域 的 基本 定理 一 一 每 一 个 理想 可 以 惟一 分 解 为 素 理想 .这 
个 定理 以 前 由 戴 德 金 和 克 洛 耐克 用 不 同 的 方法 证 明 过 ,但 他 的 
证 明 是 新 的 .在 这 次 会 议 上 ,德国 数学 家 联合 会 委托 希 尔 伯 特 和 
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闵可夫 斯 基 在 两 年 之 内 准备 一 篇 “数论 报告 ", 可 是 闵可夫 斯 基 
很 快 就 没有 胃口 搞 下 去 ,整个 工作 由 希 尔 伯 特 独自 完成 . 当然 ， 
他 不 断 地 征求 他 的 朋友 们 ,特别 是 闵可夫 斯 基 的 意见 .这 篇 报告 
最 后 于 1897 年 4 月 完成 , 它 大 大 超过 一 篇 报告 的 分 量 ,是 数学 
中 最 优秀 的 综合 报告 , 几 十 年 中 一 直 作 为 代数 数论 学 习 者 手中 

1894 年 12 月 ,H* 韦 伯 去 斯 特 拉 斯 堡 大 学 任教 , 空 出 格 廷 根 
大 学 数学 教授 席位 ,在 克 莱 因 的 积极 帮助 下 , 希 尔 伯 特 成 为 格 廷 
根 大 学 教授 .1895 年 3 月 希 尔 伯 特 移 居 格 廷 根 , 从 此 同 克 莱 因 
一 起 开辟 了 格 廷 根 数学 大 繁荣 的 新 局 面 . 

希 尔 伯 特 到 了 格 廷 根 后 ,三 年 来 只 谈 “ 数 域 ", 可 是 1898 年 
到 1899 年 冬 他 转 而 讲授 “几何 基础 ", 这 使 人 们 产生 惊异 的 感 
觉 ,不 过 ,他 对 几何 基础 问题 的 兴趣 并 不 是 自 那 时 开始 的 . 1891 
年 ,他 曾 在 哈 勒 听 过 H': 维 纳 (Hermann Wiener,1857 一 1939) 关 于 
几何 基础 的 讲演 , 在 返回 哥 尼 斯 堡 的 路 上 ,他 在 柏林 车 站 对 人 
说 ,在 一 切 几 何 学 命题 中 “我 们 必定 可 以 用 桌子 .椅子 和 啤酒 杯 
来 代替 点 . 线 . 面 .这 种 朴素 的 说 法 ,包含 着 他 后 来 在 (几何 学 基 
础 ) 中 阐述 的 本 质 思想 . 1899 年 初 为 纪念 高 斯 一 韦伯 纪念 像 的 
建立 ,出 版 了 文集 ,其 中 包括 希 尔 伯 特 的 《几何 学 基础 》( Grund- 
lagen der Geometrie )《 儿 何 学 基础 》 是 他 的 著作 中 读者 最 多 的 一 
部 ,1943 年 之 前 再 版 7 次 ,他 去 世 后 又 再 版 3 次 . 它 不 仅 对 几何 
学 的 影响 至 为 巨大 ,而 且 预 示 着 后 来 他 关于 数学 基础 的 工作 . 

1899 年 底 ,第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 邀请 他 作 一 次 讲演 . 在 
这 世纪 交替 之 际 , 他 应 该 讲 些 什么 呢 ? 于 是 ,他 和 闵可夫 斯 基 商 
量 . 闵可夫 斯 基 回信 说 “最 有 吸引 力 的 题材 , 莫 过 于 展望 数学 的 
未 来 , 列 出 在 新 世纪 里 数学 家 应 去 努力 解决 的 问题 . 这 样 一 个 题 
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材 将 会 使 你 的 讲演 在 今后 几 十 年 的 时 间 里 成 为 人 们 议论 的 话 
题 ” 当然 ,这 样 做 是 极为 困难 的 .经 过 一 番 考虑 , 希 尔 伯 特 决定 
提出 一 批 急需 解决 的 数学 问题 .经 过 半年 的 准备 , 希 尔 伯 特 把 这 
篇 长 达 40 页 的 文章 带 到 巴黎 去 . 1900 年 8 月 8 日 ,他 在 大 会 上 
作 了 这 个 讲演 ,他 没 能 全 讲 , 实 际 上 他 只 讲 了 23 个 问题 中 的 10 
个 问题 .他 在 这 篇 具有 历史 意义 的 演说 中 ,强调 了 有 具体 成 果 的 
大 问题 的 重要 性 .他 说 :“ 只 要 一 门 科学 分 支 中 充满 着 大 量 问题 ， 
它 就 充满 生命 力 ,缺少 问题 则 意味 着 死亡 或 独立 发 展 的 终止 . 正 
如 人 类 的 每 种 事业 都 是 为 了 达到 某 种 最 终 且 的 一 样 ,数学 研究 
需要 问题 ,解决 问题 能 使 研究 者 的 力量 得 到 锻炼 ,通过 解决 问题 
他 可 以 发 现 新 方法 及 新 观点 ,并 且 扩 大 他 的 眼界 .” 他 还 说 :“ 谁 
眼前 没有 问题 而 去 探索 方法 就 很 可 能 是 无 用 的 探索 . "他 所 讲 的 
问题 的 确 成 为 20 世纪 数学 发 展 的 方向 ,前 三 个 是 数学 基础 论 的 
问题 ,在 当时 这 门 学 科 可 以 说 还 没有 露头 ,而 在 20 世纪 已 经 发 
展 成 为 一 个 庞大 的 领域 ,他 对 于 基础 的 重视 正 预示 着 未 来 数学 
的 方向 .其 次 四 个 问题 是 关于 数论 和 代数 方面 的 ,一 个 是 超越 数 
问题 ,一 个 是 素数 问题 ,还 有 实 代 数 曲 线 的 问题 , 这些 问题 都 已 
经 成 为 新 学 科 ,现在 仍 被 人 们 紧张 地 研究 着 .最 后 三 个 分 析 问 题 
都 是 19 世纪 的 重大 问题 ,在 20 世纪 也 取得 相当 大 的 进展 ,但 是 
尚未 彻底 解决 .他 说 ,他 只 提供 了 一 些 问题 的 样品 .他 最 后 表示 ， 
他 不 相信 也 不 希望 出 现 数学 被 割裂 成 细小 分 支 而 和 披 此 互 不 关联 
的 情况 ,他 认为 ,数学 科学 是 一 个 不 可 分 割 的 有 机 整体 , 它 的 生 
命 力 正 是 在 于 其 各 个 分 支 之 间 的 联系 . 他 的 这 些 问 题 为 统一 数 
学 ,增进 数学 家 相互 了 解 ,防止 过 分 专门 化 提供 了 良好 的 基础 . 

正如 闵可夫 斯 基 所 预料 的 , 希 尔 伯 特 的 这 个 演讲 成 为 20 世纪 数 
学 发 展 的 一 个 指南 .一 个 缩影 . 
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20 世纪 初 ,世界 上 学 数学 的 学 生 都 受到 同样 的 劝告 :“ 打 起 
你 的 背包 来 ,到 格 廷 根 去 1" 这 样 , 听 希 尔 伯 特 讲课 的 学 生 经 常 达 
到 几 百 人 ,有 时 候 连 窗台 上 也 坐 满 了 人 .20 世纪 著名 数学 家 外 
尔 回忆 说 ,他 到 格 廷 根 时 还 是 18 岁 的 乡下 孩子 ,一 到 大 学 就 去 
昕 希 尔 伯 特 的 课 ,“ 他 讲 的 内 容 一 直 钴 进 我 的 脑子 ,新 世界 的 门 
对 我 打开 ……" 外 尔 立即 暗暗 下 定 决 心 , 必 须 用 一 切 办 法 来 阅览 
希 尔 伯 特 所 写 的 一 切 .他 还 说 过 , 希 尔 伯 特 的 “光辉 在 我 们 那些 
共同 的 疑虑 和 失败 的 岁月 中 仍旧 抚慰 着 我 的 心灵 ”. 许 多 著名 物 
理学 家 也 听 过 希 尔 伯 特 的 课 . 

在 1900 年 冬 ,瑞典 数学 家 霍 姆 格林 在 希 尔 伯 特 的 讨论 班 上 
报告 了 弗 珊 德 堆 姆 最 近 关 于 积分 方程 的 初步 结果 ,马上 激 起 希 
尔 伯 特 的 莫大 兴趣 . 希 尔 伯 特 一 眼 就 看 出 积分 方程 和 无 穷 多 变 
元 的 线性 方程 的 相似 性 ,它们 之 间 可 以 通过 极限 过 程 联系 起 来 . 
围绕 希 尔 伯 特 的 青年 数学 家 形成 了 一 个 大 的 国际 学 派 , 积 分 方 
程 成 为 当时 最 时 瞩 的 东西 ,不 仅 在 德国 ,在 法 国 、 意 大 利 乃 至 大 
西洋 彼岸 也 是 如 此 .但 是 ,整个 效果 却 是 给 分 析 带 来 可 观 的 变 
化 . 泛 消 分 析 这 门 于 新 的 学 科 以 它 的 第 一 个 空间 ( 希 尔 伯 特 空间 
的 特例 ) 的 出 现 而 宣告 自己 的 诞生 . 而 对 物理 学 家 最 有 意义 的 事 
是 希 尔 伯 特 创造 了 希 尔 伯 特 空间 的 算 子 谱 理论 . 20 年 后 ,量子 
力学 就 是 用 算 子 谱 来 解释 原子 光谱 的 . 希 尔 伯 特 在 研究 积分 方 
程 理论 的 过 程 中 ,一 刻 也 没有 忽略 物理 学 的 革命 性 进展 .他 知道 
线性 积分 方程 理论 在 分 析 ,几何 和 力学 上 有 着 多 方面 的 应 用 , 难 
道 不 能 使 这 个 理论 成 为 新 的 理论 物理 学 的 重要 工具 吗 ? 1912 
年 起 ,他 开始 用 积分 方程 理论 研究 辐射 理论 .在 3 篇 文章 中 ,他 
最 后 把 辐射 理论 公理 化 .在 他 看 来 ,一 门 物 理学 到 最 后 也 必须 公 
理化 才 算 完整 .实际 上 他 的 目标 要 大 得 多 ,他 要 把 整个 物理 学 公 
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理化 ,但 他 没有 成 功 . 

早 在 1902 年 秋 , 闵 可 夫 斯 基 到 格 廷 根 担 任教 授 ,这 两 位 朋 
友 迎 来 了 他 们 的 第 二 个 青春 . 希 尔 伯 特 和 他 的 朋友 密切 合作 , 系 
统 地 研究 理论 物理 学 ,经常 同 这 门 邻近 学 科 保 持 接触 . 闵可夫 斯 
基 关 于 相对 论 的 工作 就 是 这 些 共 同 研究 的 第 一 个 成 果 . 1909 年 
闵可夫 斯 基 去 世 时 , 希 尔 伯 特 这 样 谈 起 他 们 的 友谊 : “我们 爱 我 
们 的 科学 超过 了 一 切 , 正 是 它 把 我 们 联系 在 一 起 . 它 像 是 盛开 的 
花园 ,花园 中 有 许多 平整 的 小 径 ,可 以 使 我 们 从 容 地 左右 环顾 ， 
毫 不 费力 地 尽情 享受 ,特别 是 有 趣味 相投 的 伴侣 在 身 旁 ;但 是 ， 
我 们 也 喜欢 搜寻 隐 密 的 小 路 ,去 发 现 美丽 的 景色 , 当 我 们 向 对 方 
指出 来 时 ,我们 的 快乐 就 更 加 完美 . "闵可夫 斯 基 去 世 以 后 ,一 直 
到 1930 年 , 希 尔 伯 特 还 经 常 讲 物理 方面 的 课程 ,并 指导 讨论 班 . 

从 19 世纪末 起 , 希 尔 伯 特 就 对 数学 基础 极为 关注 ,他 的 目 
标 是 把 整个 数学 还 原 到 实数 、 整 数 ,最 后 建立 在 集合 论 的 基础 
上 .但 是 由 于 对 分 析 的 研究 而 中 断 一 段 时 间 . 直到 1917 年 9 月 
他 在 苏黎世 讲演 “公理 化 思想 ", 才 又 回 到 数学 基础 问题 . 1922 
年 他 提出 希 尔 伯 特 纲领 ,建立 了 证 明 论 的 体系 ,在 其 后 十 几 年 中 
发 展 了 这 个 理论 . 1928 年 他 和 阿 克 曼 (Walter Ackermann, 1896 一 
1962) 合 著 的 《理论 逻辑 纲要 》( Grundzitge der theoretischen Logik ) 
就 是 一 本 简明 的 数理 逻辑 入 门 书 . 遗憾 的 是 ,由 于 哥 德 尔 在 
1931 年 证 明 不 完全 定理 , 才 使 得 他 不 得 不 对 他 的 形式 主义 纲领 
做 适当 的 修正 ,1934 一 1939 年 出 版 的 《数学 基础 》( Grundlagen der 
Mathematik ) 一 、 二 卷 是 这 方面 的 总 结 ,这 本 书 主要 是 贝 耐 斯 (Paul 
Bemays, 1888 一 1977) 写 的 ,但 其 精神 实质 完全 是 希 尔 伯 特 本 人 
的 . 

1930 年 ,68 岁 的 希 尔 伯 特 从 格 廷 根 大 学 教授 的 职位 上 退 
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休 , 不 过 他 还 继续 上 了 两 年 课 . 在 35 年 的 教授 生涯 中 ,他 指导 了 
69 位 博士 生 , 听 过 他 讲演 的 更 是 不 计 其 数 ,他 的 影响 远 远 超出 
德国 而 遍布 全 世界 ， 

1933 年 希特勒 上 台 给 世界 带 来 大 灾难 ,也 破坏 了 德国 数学 
的 根基 , 格 廷 根 数学 的 光荣 也 烟消云散 , 希 尔 伯 特 已 经 无 能 为 力 
了 . 

1942 年 初 ,80 岁 高 龄 的 希 尔 伯 特 在 格 廷 根 的 街道 上 摔 倒 ， 
折断 了 手臂 .由 于 这 次 事故 ,他 的 身体 活动 不 便 , 还 引起 并 发 症 ， 
1943 年 2 月 14 日 他 与 世 长 辞 . 


2 几何 基础 


第 一 个 几何 学 基础 是 由 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 英 定 的 , 它 
在 数学 史上 的 地 位 是 无 可 争议 的 ,其 主要 贡献 大 致 有 四 个 方面 

(1) 把 零散 的 数学 知识 组 成 一 门 科学 体系 . 

(2) 创 立 公理 方法 ,从 定义 、 公 理 \ 公 设 出 发 ,建立 数学 的 逻 
辑 基础 . 

(3) 强 调 命题 的 证 明 , 从 而 把 数学 变 成 一 门 不 依赖 经 验 的 演 
绎 推理 科学 . 

(4) 使 数学 成 为 严密 科学 的 代表 以 及 训练 逻辑 推理 的 教育 
手段 . 

但 欧 几 里 得 体系 存在 许多 缺陷 ,2 000 多 年 来 遭 到 各 方面 的 
批评 .例如 ,有 的 公理 (如 所 有 直角 都 相等 ) 是 多 余 的 ,有 许多 概 
念 诉 诸 直 观 ( 如 重合 ) 等 等 ,其 主要 的 缺陷 是 : 

(1) 欧 几 里 得 的 许多 定义 是 无 意义 的 循环 定义 ,如 定义 点 是 
没有 部 分 的 ,定义 线 “ 有 长 无 宽 " 等 . 
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(2) 许 多 术语 没有 明确 的 意义 ,实际 上 是 承认 直观 的 考虑 ， 
如 一 点 在 “两 点 之 间 " 等 ， 

(3) 逻 辑 结 构 的 缺陷 ,在 证 明 的 过 程 中 有 许多 默认 的 假定 ， 
例如 在 证 明 命 题 Ie 时 ,不 自觉 地 假定 直线 的 无 限 性 . 

在 希 尔 伯 特 之 前 ,已 有 许多 人 对 这 些 缺 陷 提出 补救 的 方法 ， 
其 中 主要 是 德国 数学 家 帕 什 (Moritz Pasch, 1843 一 1930) . 帕 什 在 
1882 年 出 版 的 4 近代 几何 学 讲义 ?中 认为 ,几何 学 的 基本 命题 应 
该 从 实验 得 来 ,但 进一步 的 展开 应 遵循 纯 逻 辑 推断 的 途径 . 帕 什 
用 一 套 公理 来 实现 他 的 计划 ,他 列举 出 12 条 公理 (相应 于 希 尔 
伯 特 的 结合 公理 及 顺序 公理 ) ,后 来 又 发 表 10 条 合同 公理 ,其 中 
包括 阿 基 米 德 公理 .这 样 他 已 经 非常 接近 一 个 完整 的 几何 学 公 
理 系统 了 .但 是 , 帕 什 的 系统 有 一 系列 缺点 : 

(1) 只 讨论 线段 及 平面 片 而 不 考虑 直线 及 平面 ,使 讨论 变 得 

(2) 没 有 把 结合 公理 与 从 属 公理 分 别 列 在 不 同 的 组 中 . 

(3) 合 同 公理 太 多 ， 

在 帕 什 及 五 ' 维 纳 等 人 的 影响 下 , 希 尔 伯 特 完成 了 几何 学 基 
础 的 彻底 革新 ， 

1899 年 希 尔 伯 特 发 表 的 《几何 学 基础 ) 不 仅 彻 底 清除 了 欧 
几 里 得 几何 学 体系 中 的 缺陷 ,建立 起 新 的 几何 学 基础 ,而 且 树 立 
了 现代 数学 的 公理 化 模式 ,发 展 了 公理 学 ,推动 了 整个 数学 基础 
的 研究 . 其 重点 在 于 : 

(1) 提 出 一 些 原始 术语 ,对 这 些 原始 术语 并 不 作 定 义 . 

(2) 原 始 术语 的 性 质 只 由 公理 反映 出 来 的 性 质 所 决定 . 

(3) 对 于 公理 系统 中 的 每 一 公理 是 否 符 合 我 们 的 直观 不 予 
考虑 ,只 考虑 公理 系统 中 的 公理 是 和 否 彼 此 之 间 没 有 矛盾 ,也 就 是 
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相 容 性 . 

希 尔 伯 特 在 《几何 学 基础 ) 第 一 版 中 提出 把 点 、 线 、 面 .在 … 
上 .在 … 之 间 和 全 等 作为 原始 概念 ,并 举 出 21 条 公理 ,其 后 作 了 
一 些 改 动 及 调整 . 在 他 生前 最 后 一 版 《几何 学 基础 》(1930) 中 , 提 
出 五 组 共 20 条 公理 的 表 : 

第 一 组 :结合 公理 ( 共 8 条 公理 ); 

第 二 组 :顺序 公理 ( 共 4 条 公理 ); 

第 三 组 :合同 公理 ( 共 5 条 公理 ); 

第 四 组 :连续 公理 ( 共 2 条 公理 ); 

第 五 组 :平行 公理 (1 条 公理 ). 

希 尔 伯 特 的 公理 系统 非常 适合 开拓 一 个 几何 理论 的 系统 . 
第 一 版 中 的 连续 公理 只 有 一 条 , 即 阿 基 米 德 公理 . 经 庞 加 莱 提 
醒 , 希 尔 伯 特 另 补 上 一 条 完备 公理 .但 是 , 希 尔 伯 特 实际 上 发 现 ， 
可 以 完全 没有 完备 公理 ,也 可 以 大 部 分 不 要 阿 基 米 德 公 理 . 换 名 
话说 ,没有 连续 公理 的 几何 学 照样 可 以 行 得 通 .他 在 《4 几何 学 基 
础 ) 第 三 .四 章 中 开拓 了 这 种 非 阿 基 米 德 几何 学 ,他 指出 ,在 几何 
学 中 不 一 定 要 用 数 的 概念 ,只 用 几何 方法 也 可 以 定义 运算 .为 
此 ,他 引进 “线段 演算 ”, 定 义 加 法 、 乘 法 及 其 逆 运 算 . 希 尔 伯 特 继 
而 指出 ,通过 公理 的 否定 和 加 减 可 以 得 到 新 几何 学 .他 在 第 五 、 
六 章 中 建立 了 射影 几何 学 的 公理 ,这 时 他 除去 了 第 三 组 公理 .他 
的 一 个 贡献 是 认识 到 ,平面 上 的 德 萨 格 公 理 不 能 由 平面 射影 几 
可 学 公理 推出 ,因此 德 萨 格 公 理 或 其 否定 可 以 加 入 到 射影 几何 
学 公理 当中 ,并 建立 不 同 的 几何 学 系统 . 

希 尔 伯 特 以 后 ,掀起 一 个 数学 公理 化 的 热潮 . 在 欧 氏 几何 学 
方面 , 皮 埃 利 在 1899 年 构造 出 一 个 公理 系统 ,其 中 以 点 及 运动 
作为 原始 术语 ,共有 20 条 公理 . 维 布 仑 (0Oswald Veblen, 1880 一 
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1960) 的 公理 系统 以 点 及 序 为 原始 术语 ,共有 16 条 公理 .亨廷顿 
(Edward Vemmilye Huntington, 1874 一 1952) 的 公理 系统 以 球 及 包 
含 为 原始 术语 ,共有 23 条 公理 . 帕 什 及 希 尔 伯 特 之 后 ,还 有 意 大 
利 数学 家 的 许多 工作 , 其 中 伏 隆 耐 斯 在 1891 年 发 表 的 《几何 学 
基础 ) 中 ,首次 提出 非 阿 基 米 德 几 何 学 .用 运动 的 语言 来 处 理 合 
同 概念 的 有 和 舒 尔 在 1909 年 发 表 的 《几何 学 基础 》 和 瓦 仑 (Theodor 
Vahlen,1869 一 1945) 在 1905 年 出 版 的 《抽象 几何 学 》. 

射影 几何 学 的 公理 化 甚至 比 希 尔 伯 特 的 公理 系统 还 要 早 . 
1882 年 帕 什 的 《近代 几何 学 讲义 》 开 辟 了 一 个 新 方向 ,他 曾 给 出 
一 个 公理 系统 .其 后 , 皮 亚 诺 在 1894 年 继续 这 方面 的 研究 ,由 皮 
埃 利 在 1899 年 完成 . 恩 瑞 克 斯 在 1898 年 , 莫 尔 (Eliakim Haines 
Moore, 1862 一 1932) 在 1902 年 , 舒 尔 在 1902 年 都 分 别 对 射影 几 
何 学 进行 公理 化 .1908 年 维 布 仑 和 杨 (John Wesley Young, 1879 一 
1932) 给 出 射影 几何 学 完全 独立 的 公理 系统 ,用 公理 化 来 处 理 射 
影 几何 学 的 著作 有 他 们 合 著 的 《射影 几何 学 》 工 , IT (1910， 
1917) ,英国 著名 数学 家 `. 哲 学 家 怀特 海 (Alfred North Whitehead， 
1861 一 1947) 在 1906 一 1907 年 也 提出 了 自己 的 公理 系统 . 

从 群 论 的 角度 将 几何 学 公理 化 始 于 丹麦 数学 家 赫 尔 姆 斯 列 
夫 (Johannes Hjelmslev, 1873 一 1950) 发 表 的 论文 《平面 几何 学 的 
新 基础 》(1907), 其 后 由 德国 数学 家 托 姆 渤 ( Gerhard Thomsen， 
1899 一 1934) 及 巴赫 曼 (Friedrich Bachmann,1909 一 1982) 等 人 所 继 
续 . 

对 于 非 欧 几何 学 , 希 尔 伯 特 的 公理 系统 需要 作 改 动 . 双 曲 儿 
何 学 较为 简单 ,只 需 用 罗氏 公理 代替 平行 公理 ,其 他 公理 可 以 保 
持 不 动 . 但 是 对 于 椭圆 几何 学 来 说 ,就 不 这 么 简单 了 ,不 仅 需 要 
去 掉 平 行 公理 ,加 上 任意 两 条 直线 都 有 一 个 公共 点 ( 单 重 椭圆 几 
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何 学 ) 或 至 少 有 一 个 公共 点 (双重 椭圆 几何 学 ) 的 公理 ,而 且 还 必 
须 改变 另外 一 些 公理 ,特别 是 顺序 公理 . 哈 尔 斯 特 德 (George 
Bruce Halsted ,1853 一 1922) 在 1904 年 提出 了 双重 椭圆 几何 学 的 
公理 系统 , 1905 年 海 森 伯 格 (Gerhard Hessenberg, 1874 一 1925) 提 
出 了 单 重 椭圆 几何 学 的 公理 系统 . 

希 尔 伯 特 不 仅 为 欧 氏 几何 学 葛 定 了 新 的 公理 化 基础 ,更 重 
要 的 是 建立 了 一 套 模 式 来 处 理 任何 数学 对 象 ,并 把 它们 建立 在 
可 靠 的 公理 基础 之 上 .他 明确 提出 对 公理 系统 的 要 求 : 

(1) 无 矛盾 性 ,也 称 之 为 协调 性 .一 致 性 . 相 容 性 ,也 就 是 由 
公理 系统 不 能 推出 相互 矛盾 的 结论 . 

(2) 独 立 性 ,也 就 是 公理 系统 中 没有 一 个 公理 可 以 由 其 他 公 
理 推出 . 

另外 ,人 们 还 希望 公理 系统 有 完全 性 及 范畴 性 两 个 比较 好 
的 性 质 , 前 者 是 指 凡 是 有 关 原 始 术 语 的 命题 或 它 的 否定 均 可 由 
公理 推出 ,后 者 是 指 凡是 适合 公理 系统 的 模型 均 同 构 , 也 就 是 满 
是 公理 系统 的 对 象 基本 上 是 惟一 的 .这 个 概念 是 维 布 仑 在 1904 
年 首先 提出 的 .由 于 一 般 的 公理 系统 不 一 定 有 完全 性 ,更 难得 有 
范畴 性 ,所 以 一 般 对 公理 系统 不 能 要 求 太 高 .但 无 论 如 何 ,无 矛 
盾 性 是 公理 系统 的 必要 条 件 ,因为 不 满足 这 个 条 件 的 公理 系统 
根本 就 毫 无 价值 . 

希 尔 伯 特 为 证 明 公 理 系 统 的 无 矛盾 性 ,发 明了 构造 模型 的 
方法 ,也 就 是 如 果 我 们 对 几何 公理 给 出 一 个 算术 模型 或 算术 解 
释 , 我 们 就 可 以 相信 它 是 无 矛盾 的 . 希 尔 伯 特 的 具体 做 法 实际 上 
利用 了 解析 几何 的 方法 , 即 把 一 个 点 同一 对 有 序 实 数 (a,5) 相 
对 应 ,把 一 条 直线 与 一 组 联 比 (u:v:w)( 其 中 ,wv 不 为 0) 相 对 
应 .如 果 wa + w+ w=0, 则 点 (a,5) 在 直线 上 .这 样 公理 中 的 几 
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何 语言 均 可 翻译 成 实数 与 方程 的 语言 , 即 成 为 等 式 或 不 等 式 .如 
果 这 些 等 式 或 不 等 式 相 容 , 即 推 不 出 矛盾 的 结果 , 则 原 公理 无 巴 
盾 . 为 了 证 明 公理 系统 的 独立 性 ,他 也 是 采用 构造 模型 的 方法 ， 
即 构造 出 一 个 模型 不 满足 某 一 条 公理 而 满足 其 他 所 有 公理 ,如 
果 能 构造 出 这 样 一 个 模型 , 那 就 说 明 这 一 条 公理 不 可 能 是 其 他 
公理 的 推论 .从 建立 非 欧 几 何 学 的 模型 时 起 ,人 们 已 经 这 样 做 
了 .另外 ,对 于 伏 隆 耐 斯 的 非 阿 基 米 德 几何 学 , 列 维 - 奇 维 塔 已 构 
造 出 一 个 满意 的 算术 模型 .现在 , 希 尔 伯 特 构造 模型 的 方法 已 发 
展 为 证 明 公理 系统 的 无 矛盾 性 和 独立 性 的 标准 方法 ， 
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到 19 世纪 中 期 ,无 论 是 分 析 基 础 的 建立 ,还 是 后 来 的 几何 
学 基础 的 建立 ,最 终归 结 为 实数 系 的 严密 的 逻辑 定义 .虽然 古 希 
腊 人 早 就 发 现 了 无 理 数 ,但 是 无 法 有 效 地 处 理 它们 ,并 且 形 成 了 
算术 最 终 不 如 几何 学 可 靠 的 观念 .希腊 人 对 实数 连续 统 以 及 无 
穷 也 有 许多 探索 ,但 终归 不 能 自圆其说 .长 期 以 来 ,对 于 以 自然 
数 为 基础 的 数论 和 以 比例 几何 为 基础 的 量 论 是 分 别处 理 的 , 没 
有 统一 的 办 法 .16 一 17 世纪 ,几何 思想 仍 占 统治 地 位 ,符号 代数 
学 只 是 形式 地 按照 处 理 数 的 办 法 去 处 理 量 . 随 着 代数 的 发 展 , 许 
多 数学 家 开始 认为 算术 才 更 为 可 靠 、 真 实 , 比如 高 斯 在 19 世纪 
初 已 有 这 种 看 法 ,但 是 他 没有 对 量 建立 可 靠 的 算术 基础 . 而 符号 
代数 学 的 基础 始终 不 过 是 假定 而 已 . 直到 1833 一 1835 年 ,哈密 
尔 顿 在 爱尔兰 皇家 学 会 上 宣读 两 篇 论文 ,并 以 《代数 学 作为 纯 时 
间 的 科学 》 为 题 发 表 文章 ,对 无 理 数 做 了 第 一 次 处 理 , 即 把 有 理 
数 及 无 理 数 的 全 体 一 起 放 在 时 间 概 念 的 基础 上 .他 的 基础 仍然 


第 16 章 基础 研究 607 


诉 诸 直 观 , 但 他 使 有 理 数 和 无 理 数 处 于 平等 的 地 位 而 且 不 可 分 
割地 构成 实数 .他 也 有 用 无 理 数 的 分 划 定 义 无 理 数 的 思想 ,不 过 
并 没有 完成 . 

长 期 以 来 ,数学 家 都 同意 柯 西 关于 无 理 数 的 概念 , 即 无 理 数 
是 有 理 数列 的 极限 .但 是 这 个 定义 有 逻辑 上 的 困难 , 而 这 点 常 为 
数学 家 所 忽略 .最 先 感 到 有 必要 建立 实数 理论 的 是 外 尔 斯 特 拉 
斯 及 戴 德 金 . 1859 年 外 尔 斯 特 拉 斯 在 柏林 的 授课 中 建立 了 无 理 
数 的 理论 ,但 是 长 期 以 来 并 没有 发 表 . 戴 德 金 是 因为 在 1858 年 
秋 讲 授 微 积 分 基础 时 , 深 感 缺乏 可 靠 的 实数 理论 . 他 认为 ,许多 
基本 的 算术 定理 都 没有 得 到 严格 证 明 ,例如 V2.V3 =Y6. 他 的 实 
数理 论 在 1872 年 以 《连续 性 与 无 理 数 》 的 小 册子 发 表 , 其 中 建立 
了 戴 德 金 截断 或 分 割 的 概念 ,成 为 大 家 广泛 接受 的 实数 理论 . 

1869 年 法 国 数学 家 梅 莱 (Hugues Charles Robert MeEray， 
1835 一 1911) 发 表 论 文 ,以 有 理 数 为 基础 给 无 理 数 下 了 一 个 定 
义 ,1872 年 他 在 《无 穷 小 分 析 新 纲要 》( Nouveau Precis d' Analyse 
infinitesimal ) 中 重新 闻 述 了 该 理论 .他 的 定义 与 G6: 康 托 尔 所 用 的 
“基本 序列 极限 "方法 实际 上 是 一 样 的 . 1870 年 C" 康 托 尔 在 研究 
傅立叶 级 数 时 考虑 到 实数 结构 ,他 也 是 在 1872 年 发 表 了 自己 的 
结果 .同年 ,德国 数学 家 海 涅 给 出 无 理 数 的 算术 定义 ,也 是 建立 
在 有 理 数 序列 的 基础 之 上 .这 些 定义 无 理 数 的 方法 尽管 严密 ,但 
是 逻辑 上 并 不 很 自然 ,使 用 上 也 不 方便 .实际 上 ,数学 家 通常 采 
用 一 种 熟知 的 小 数 表示 法 ,也 是 一 般 人 习惯 的 做 法 . 沃 利 斯 早 在 
1696 年 曾 把 有 理 数 与 循环 小 数 等 同 起 来 ,无 理 数 当然 可 以 用 不 
循环 小 数 表示 . 史 托 尔 芯 在 他 的 《一 般 算术 讲义 》 中 证 明 ,每 个 无 
理 数 可 以 表示 为 不 循环 小 数 ,他 于 是 就 采用 这 样 的 无 理 数 定义 . 
另外 ,也 有 许多 数学 家 持 有 一 种 保守 的 观点 ,他 们 反对 无 理 数理 
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论 ,其 代表 人 物 是 克 洛 耐克 及 汉 克 尔 . 

所 有 这 些 无 理 数 的 定义 都 是 在 有 理 数 为 已 知 的 情形 下 建立 
的 ,其 中 G' 康 托 尔 引进 的 “基本 序列 ?是 非常 重要 的 . 所谓 基本 
序列 是 指 一 个 (有 理 数 ) 序 列 a1, cz,…, oj,… 对 于 给 定 的 正 有 
理 数 e > 0, 存 在 一 个 正 整数 m ,使 得 当 n> WN 时 , 恒 有 

Ilanrm— Gn| <€. 
如 果 两 个 基本 序列 wk ,bi, 当 kh 一 %w 时 ， 
la — bi1™0, 

则 称 这 两 个 基本 序列 等 价 .于 是 ,CG: 康 托 尔 把 实数 定义 为 基本 
序列 (al, az，… ar，…) 的 等 价 类 , 记 作 a, 利 用 基本 序列 可 以 自 
然 地 定义 实数 的 加 法 ,减法 、 乘 法、 除法 ,以 及 它们 之 间 的 等 于 、 
大 于 、 小 于 关系 .这 样 定 义 的 实数 既 包 含有 理 数 , 也 包含 无 理 数 ， 
而 且 由 实数 构成 的 基本 序列 的 极限 也 在 实数 中 ,从 而 证 明了 实 
数 系 的 完备 性 . 

现在 普遍 公认 的 无 理 数理 论 是 戴 德 金 在 1872 年 出 版 的 《 连 
续 性 与 无 理 数 》 中 提出 来 的 . 他 在 该 书 中 首先 讨论 直线 的 连续 
性 ,特别 是 区 别 开 稠密 性 与 连续 性 ,然后 他 把 直线 与 实数 对 应 起 
来 ,最 后 定义 戴 德 金 截断 或 分 割 .他 的 思想 清楚 地 表达 在 下 面 的 
引文 中 : 

“……… 上 面 把 有 理 数 比 作 直线 ,结果 使 直线 上 充满 了 间 阶 ， 
它 是 不 完备 的 .不 连续 的 ,而 我 们 则 把 直线 看 成 是 没有 间隙 的 、 
完备 的 和 连续 的 .直线 的 连续 性 是 什么 意思 ? 这 个 问题 的 答案 
必须 包含 研究 所 有 连续 区 域 时 所 根据 的 科学 基础 ,只 是 泛泛 而 
谈 其 最 小 子 集 的 不 间断 的 连续 性 ,不 会 产生 什么 结果 .我 们 必须 
要 有 连续 性 的 一 个 精确 定义 ,使 它 可 以 成 为 逻辑 推理 的 基础 .长 
期 以 来 ,我 们 对 这 些 事 情 进 行 了 深入 思考 ,但 始终 没有 取得 成 
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果 , 直 到 最 近 我 才 发 现 我 所 要 寻求 的 答案 ,不同 的 人 对 于 我 的 发 
现 将 会 有 不 同 的 判断 ,但 我 相信 大 多 数 人 都 会 觉得 它 平 凡 无 奇 . 
在 上 一 段 中 我 曾经 指出 ,直线 上 每 一 点 P 都 将 直线 分 成 两 部 
分 ,使 得 其 中 一 部 分 的 点 都 在 另 一 部 分 的 点 的 左 方 .我 确信 , 连 
续 性 的 实质 就 在 于 它 的 反面 ,也 就 是 下 面 的 原理 :如 果 直 线 上 所 
有 的 点 都 属于 两 类 ,使 得 第 一 类 中 每 一 点 都 在 另 一 类 中 每 一 点 
的 左 方 ,那么 就 存在 惟一 的 一 个 点 , 它 产生 了 把 直线 分 成 两 部 分 
的 分 划 .” 

戴 德 金 的 无 理 数理 论 的 核心 是 他 的 “截断 ”(schnitt) 或 “分 
割 "概念 .一 个 截断 把 所 有 有 理 数 分 成 两 类 ,使 得 第 一 类 中 的 每 
一 个 数 都 小 于 第 二 类 中 的 每 一 个 数 ; 如 果 这 个 截断 不 “对 应 ”于 
一 个 有 理 数 ,那么 它 就 “定义 ”一 个 无 理 数 . 

假设 我 们 已 经 指定 某 些 规则 ,它们 把 所 有 有 理 数 分 成 两 类 
(比如 说 “ 左 " 类 和 “ 右 ” 类 ), 使 得 左 类 中 的 每 一 个 数 小 于 右 类 中 
的 每 一 个 数 ,在 这 个 假设 之 下 ,下 面 三 种 互相 排斥 的 情形 只 有 一 
种 是 可 能 的 : 

(A) 在 右 类 中 可 以 存在 一 个 数 小 于 该 类 中 其 他 每 一 个 数 . 

(B) 在 左 类 中 可 以 存在 一 个 数 大 于 该 类 中 其 他 每 一 个 数 . 

(C) 在 (A)、(B) 中 所 讲 的 数 ((A) 中 最 小 (B) 中 最 大 ) 都 不 
存在 . 

可 能 导出 无 理 数 的 是 (C) .因为 假如 (C) 成 立 ,我 们 假设 的 
规则 就 在 所 有 有 理 数 的 集合 中 “定义 ”一 个 确定 的 中 断 或 截断 ， 
仿佛 左 类 和 右 类 趋 于 交会 在 一 起 .为 了 使 两 类 交会 ,这 个 截断 必 
须 用 某 个 “ 数 ” 填 补 起 来 ,但 是 根据 (C) 可 知 ,不 可 能 由 有 理 数 填 
补 ,这 样 一 来 ,这 个 截断 就 定义 了 一 个 无 理 数 .接着 ,他 给 出 一 个 
截断 大 于 另 一 个 截断 的 定义 .在 定义 了 不 等 关系 之 后 ,他 证 明 实 
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数 具 有 下 列 性 质 : 

@ 若 wc>8 且 6>7y, 则 au >7， 

@@ 不 同 实数 a 及 7y 之 间 存 在 无 穷 多 个 数 . 

如 果实 数 全 体 被 划分 为 两 类 ,日 一 类 中 的 每 一 个 数 都 小 
于 另 一 类 中 的 每 一 个 数 , 则 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 数 产生 这 个 截 
斯 . 

有 了 实数 的 截断 定义 之 后 ,自然 地 可 以 定义 两 个 截断 的 加 
法 及 乘法 ,它们 满足 交换 律 和 结合 律 .这 样 原来 没有 严格 证 明 的 
公式 

V2.V3 =V6 
也 就 迎刃而解 了 . 

在 19 世纪 70 年 代 初 建立 起 基本 上 令 人 满意 的 实数 系 定义 
之 后 ,分 析 基 础 可 以 说 大 功 告 成 .但 是 从 数学 的 逻辑 基础 来 看 ， 
尚未 完成 .为 了 建立 数学 的 逻辑 基础 ,1870 年 以 后 ,数学 家 从 下 
面 四 个 方向 继续 进行 研究 : 

(1) 建 立 有 理 数 系 及 整数 系 的 基础 ,所 有 的 实数 定义 均 假定 
有 理 数 为 已 知 ,但 当时 有 理 数 的 基础 并 未 很 好 地 建立 ,因此 很 需 
要 进一步 莫 定 基础 的 基础 ,这 是 戴 德 金 在 1872 年 建立 实数 理论 
之 后 ,花费 了 几 年 时 间 所 做 的 事 ,他 的 最 终 成 果 是 1888 年 出 版 
的 《 数 是 什么 , 数 应 当 是 什么 》( Was sind und Was sollen die 
Zahlen ) 一 书 .实际 上 这 本 书 中 已 含有 皮 亚 诺 在 1889 年 发 表 的 自 
然 数 公 理 的 原型 . 

(2) 建 立 无 穷 集 合 的 理论 . 有关 实数 系 的 定义 均 离 不 开 无 穷 
集合 , 换 句 话说 ,从 分 析出 发 ,实数 集 或 实数 线 中 到 底 包含 多 少 
点 ? 这 些 问 题 是 6' 康 托 尔 从 1872 年 以 后 所 考虑 的 中 心 问题 ， 
他 由 此 建立 起 集合 论 . 
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(3) 实 数 系 的 公理 化 . 希 尔 伯 特 的 《几何 学 基础 > 把 几何 学 公 
理 的 真实 性 归结 为 实数 系 的 真实 性 ,这 就 需要 建立 起 实数 系统 
的 公理 ,这 是 希 尔 伯 特 在 1899 年 以 后 所 着 重 考虑 的 一 个 问题 . 

(4) 数 理 逻 辑 的 建立 .到 1900 年 左右 ,原来 数学 所 讨论 的 许 
多 对 象 ,如 数 . 量 .函数 、. 群 .空间 、 集 合 等 等 ,逐步 归结 为 (或 还 原 
为 ) 越 来 越 基本 的 对 象 , 最 后 剩 下 的 是 数 (自然 数 ) .集合 逻辑. 
许多 人 刨 根 问 底 的 人 仍 试 图 再 进一步 还 原 , 首先 是 弗 瑞 格 
(Friedrich Ludwig Gottlob Frege, 1848 一 1925) 试图 把 数 还 原 为 逻 
辑 , 他 在 1884 年 出 版 的 《算术 基础 》( Die Grundlagen der Arith- 
metik) 以 及 在 1893 年 出 版 的 《算术 的 基本 法 则 》( Grundgesetze der 
Arithmetik ) 就 是 这 方面 的 尝试 . 这 种 还 原 连同 逻辑 的 符号 化 、 证 
明 .计算 及 公理 的 基础 研究 ,构成 20 世纪 前 30 年 蓬勃 发 展 的 数 
理 逻 辑 与 数学 基础 的 内 容 . 这 种 还 原 虽 最 终 以 失败 告终 ,但 是 它 
为 现代 数学 增加 了 极其 丰富 的 内 容 . 


4 整数 理论 


由 于 实数 理论 是 建立 在 有 理 数 集合 的 基础 上 的 ,自然 考虑 
到 要 建立 有 理 数理 论 ,这 又 涉及 自然 数理 论 以 及 由 自然 数 生成 
有 理 数 的 问题 . 

在 戴 德 金 的 《连续 性 与 无 理 数 》(1872) 一 书 中 ,主要 的 问题 
是 阐述 连续 性 的 概念 . 为 此 ,他 定义 无 理 数 ,并 把 无 理 数 加 和 人 到 
有 理 数 中 而 成 为 完整 的 实数 集合 ,这 些 都 是 建立 在 有 理 数 为 已 
知 的 基础 上 的 .1872 一 1878 年 ,连续 性 问题 获得 解决 ,他 开始 深 
人 下 一 步 的 问题 一 一 有 理 数 的 生成 问题 ,实际 上 是 自然 数 的 生 
成 问题 .在 《 数 是 什么 , 数 应 当 是 什么 》 一 书 中 , 戴 德 金 前述 了 他 
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的 自然 数理 论 , 在 序言 中 ,他 说 明了 自己 的 观点 .他 认为 ,数论 是 
逻辑 的 一 部 分 , 数 的 概念 完全 不 依赖 于 空间 和 时 间 的 表象 或 直 
观 ,而 是 一 种 纯粹 思想 规律 的 直接 产物 . 他 对 书 名 《 数 是 什么 , 数 
应 当 是 什么 ?的 解释 是 “ 数 是 人 类 心智 的 自由 创造 , 数 作为 一 个 
工具 使 我 们 对 于 各 种 各 样 的 事物 能 够 更 容易 .更 精确 地 掌握 ”. 
这 本 书 分 为 14 章 , 戴 德 金 首先 细致 地 讨论 了 类 的 概念 (他 用 的 
词 是 系统 System, 实 际 上 是 集合 ). 他 叙述 了 类 的 并 及 交 一 类 到 
另 一 类 的 映射 “相似 映射 "(不 同 元 素 总 映 到 不 同 元 素 上 ) 等 .他 
引进 的 重要 概念 是 关于 一 个 映射 的 “ 链 ”. 设 @ 是 一 类 5 到 其 自 
身 的 映射 ,S$ 的 一 个 子 类 上 被 称 为 (关于 映射 $B 的 ) 链 ,如 果 5 
(K)CK( 用 近代 词汇 来 讲 ,K 在 映射 惠 下 是 封闭 的 ). 对 于 任意 
一 个 子 类 4 ,他 定义 4 的 链 为 包含 4 的 所 有 链 的 交 , 用 4o 表 
示 . 他 再 次 指出 无 穷 类 和 有 穷 类 的 差别 , 即 无 穷 类 总 存在 一 个 到 
自身 的 真子 类 的 相似 映射 ,而 有 穷 类 则 不 存在 这 种 映射 、 

他 引进 的 另 一 个 重要 概念 是 单 无 穷 类 N, 即 存在 一 个 N 到 
N 自身 的 映射 @, 使 得 是 不 属于 @B(N) 的 单元 素 的 链 .在 这 
里 , 戴 德 金 显 然 没 有 对 单元 素 及 单元 素 类 加 以 区 别 . 他 在 第 71 
节 中 给 出 一 类 NN 为 单 无 穷 的 条 件 , 即 存在 一 个 映射 @ 和 WN 中 
一 个 元 素 1 满足 : 

(a)B(N)CN; 

(B)N = lo; 

(7Y)1l¢ BN); 

(56) 映射 B 是 相似 映射 . 
接着 ,他 在 第 73 节 中 给 出 一 个 单 无 穷 类 W 的 元 素 为 自然 数 或 
序数 (简单 地 说 ,就 是 数 ) 的 定义 .这 样 的 NN 可 以 按照 @ 排 成 一 
个 顺序 ,成 为 一 个 数列 ,第 一 个 数 是 1, 第 二 个 数 是 B(1) ,第 三 
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个 数 是 B(@B(1)),…… 所 以 , 戴 德 金 的 映射 @ 就 把 N 中 的 一 个 
元 素 % 映射 到 它 的 后 继 B@B(%x) 上 ,而 且 在 这 个 定义 中 ,已 经 抽 去 
元 素 的 具体 内 容 ,赋予 数 一 个 抽象 的 定义 .他 没有 明确 说 (a) ~ 
(83) 就 是 数 的 公理 ,但 他 由 这 些 特 征 性 质 导 出 了 自然 数 的 其 他 
性 质 ,特别 是 他 在 第 80 节 中 证 明了 数学 归纳 法 .不 难看 出 ,(a) 
~ (8) 与 下 面 的 皮 亚 诺 自然 数 公理 有 着 这 样 的 对 应 关系 : 

(2)o(7), 

(3)o(a), 

(4) (6). 
在 第 10 章 中 , 戴 德 金 证 明 所 有 单 无 穷 类 是 数列 ,因此 它们 彼此 
相似 ,这 也 就 惟一 定义 了 自然 数列 ,在 第 11 ~ 13 章 中 ,他 由 上 述 
(a) ~ (6) 定 义 了 数 的 加 法 .乘法 、 寡 ,并 证 明 简 单 的 算术 性 质 ， 
最 后 一 节 讨 论 有 穷 类 的 计数 .基数 .序数 以 及 它们 的 初等 性 质 . 

戴 德 金 对 整数 的 处 理 过 于 复杂 ,因此 并 没有 成 为 整数 的 基 
础 .不 过 ,在 他 的 工作 基础 上 , 皮 亚 诺 自 然 数 公理 却 备 受 青睐 . 皮 
亚 诺 在 《算术 原理 新 方法 》(1889) 中 ,首先 采用 公理 方法 定义 自 
然 数 集合 .他 将 “集合 " “属于 "“ 自 然 数 "“ 后 继 "作为 不 加 定义 
的 概念 ,以 下 面 五 个 公理 为 自然 数 的 公理 : 

(1)1 是 一 个 自然 数 ; 

(2)1 不 是 任何 其 他 自然 数 的 后 继 者 ; 

(3) 每 一 个 自然 数 a 都 有 一 个 后 继 者 ; 

(4) 如 果 a 与 5 的 后 继 者 相等 , 则 a 与 也 相等 ; 

(5) 如 果 由 自然 数组 成 的 集合 $ 含有 1, 且 当 5 含有 任何 数 
a 时 ,S$ 也 含有 a 的 后 继 者 ,那么 5 含有 全 部 自然 数 . 

他 根据 这 些 公理 给 出 加 法 .乘法 以 及 负 整 数 .有理数 的 定 
义 , 从 而 完成 了 对 整数 及 有 理 数 的 处 理 . 
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至 此 ,经 典 数 学 ,特别 是 几何 及 分 析 , 作 为 数 与 量 的 科学 ,已 
经 有 了 一 个 大 致 可 靠 的 基础 ,对 于 一 般 数 学 家 来 说 ,也 就 到 此 止 
步 了 .不 过 深究 起 来 ,显然 一 个 新 的 问题 被 突出 地 提 了 出 来 ,这 
就 是 无 穷 集合 论 . 另外 ,也 有 一 些 数学 家 还 要 进一步 莫 定 数学 的 
逻辑 基础 .不 过 ,这 两 方面 在 给 数学 带 来 丰富 内 容 的 同时 ,也 给 
数学 基础 带 来 无 穷 的 麻烦 . 也 许 我 们 可 以 这 样 说 ,由 此 我 们 可 以 
划分 经 典 数学 和 现代 数学 . 
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对 数学 基础 的 研究 最 终 使 无 穷 从 后 台 走 向 前 台 . 把 无 穷 集 
合作 为 数学 研究 对 象 是 C. 康 托 尔 的 一 个 独创 .但 它 决 不 是 凭空 
的 捏造 .无穷 集合 从 一 开始 就 同 数学 分 析 血 肉 相 连 .而 在 康 托 尔 
集合 论 被 承认 之 后 , 它 便 构成 现代 结构 数学 的 基础 ,同时 由 于 其 
内 在 的 矛盾 而 导致 数学 基础 的 危机 ,促进 了 元 数学 这 一 全 新 领 
域 的 诞生 . 


1 G: 康 托 尔 


G: 康 托 尔 ,1845 年 3 月 3 日 生 在 俄国 圣彼得堡 的 一 个 商人 
家 庭 ,父母 都 是 犹太 血统 .1856 年 父亲 移居 德国 法 兰 克 福 , 1863 
年 去 世 . 母 亲生 于 一 个 具有 艺术 才能 的 家 庭 ,这 种 才能 遗传 给 她 
的 子女 ,只 不 过 G: 康 托 尔 的 艺术 创造 天 性 表现 在 数学 及 哲学 上 
面 .CG- 康 托 尔 先 在 威 斯 巴 登 上 中 学 , 1859 年 进入 达 姆 施 塔 特 的 
中 等 职业 学 校 及 实 科 中 学 .在 中 学 时 ,他 就 表现 出 对 数学 的 兴趣 
和 数学 才能 .1862 年 他 进入 瑞士 苏黎世 理工 学 院 学 习 , 一 年 后 
转 到 柏林 大 学 ,在 柏林 大 学 专攻 数学 与 哲学 .1866 年 在 格 廷 根 
大 学 待 了 一 个 学 期 后 ,又 回 到 柏林 大 学 .当时 的 柏林 大 学 有 数学 
三 巨头 : 库 默 尔 和 克 洛 耐克 主要 研究 数论 ,外 尔 斯 特 拉 斯 主要 研 
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究 分 析 . 在 他 们 的 影响 下 ,G: 康 托 尔 深入 销 研 高 斯 的 《算术 研 
究 .在 博士 论文 中 ,6G' 康 托 尔 研究 了 高 斯 留 下 的 不 定 方程 
ax + by’+cz =0 

的 整数 解 问题 . 1869 年 他 在 哈 勤 大 学 取得 讲师 资格 ,1872 年 升 
为 副教授 ,1879 年 升 为 正教 授 . 

G' 康 托 尔 在 历史 上 以 集合 论 的 创始 人 而 知名 .1873 年 11 
月 ,他 在 和 戴 德 金 的 通信 中 提出 了 一 个 问题 ,这 个 问题 使 他 从 以 
前 的 分 析 研 究 转 到 一 个 新 的 方向 上 .他 认为 ,有 理 数 的 集合 是 可 
以 “ 数 ” 的 ,也 就 是 可 以 和 自然 数 的 集合 成 一 对 一 的 对 应 .但 是 他 
不 知道 ,对 于 实数 集合 ,这 种 一 对 一 的 对 应 是 否 能 办 到 . 他 相信 
不 能 有 一 对 一 的 对 应 ,但 是 他 “ 讲 不 出 什么 理由 ”. 不 久之 后 ， 
1873 年 12 月 2 昌 8 ,他 在 给 戴 德 金 的 信 中 承认 他 “没有 认真 地 考 
虑 这 个 问题 ,因为 它 似乎 没有 什么 实用 价值 ”, 接 着 他 又 补充 一 
句 ,“ 要 是 你 认为 它 因此 不 值得 再 花费 力气 , 那 我 就 会 完全 赞 
同 ”. 可 是 ,G: 康 托 尔 还 是 考虑 起 集合 的 映射 间 题 来 ,很 快 他 在 
1873 年 12 月 7 日 又 写 信 给 戴 德 金 ,说 他 已 经 成 功 地 证 明 , 实 数 
的 “集体 "是 不 可 数 的 .这 一 天 可 以 看 成 是 集合 论 的 诞生 日 . 戴 德 
金 视 贺 G: 康 托 尔 取得 成 功 . 其间, 证明 的 意义 也 越 来 越 清楚 , 因 
为 G* 康 托 尔 还 成 功 地 证 明 , 实 代数 数 的 集合 是 可 数 的 . G' 康 托 
尔 关于 集合 论 的 第 一 篇 论文 发 表 在 1874 年 的 《克莱尔 杂志 》 上 ， 
题目 是 《4 论 所 有 实 代数 数 集合 的 一 个 性 质 》. 文 章 断 言 ,所 有 实 代 
数 数 的 集合 是 可 数 的 ,所 有 实数 的 集合 是 不 可 数 的 ,因此 , 非 代 
数 数 的 超越 数 是 存在 的 ,并 且 其 总 数 要 比 我 们 所 熟知 的 实 代 数 
数 多 得 多 ,也 就 是 超越 数 的 集合 也 是 不 可 数 的 . G' 康 托 尔 的 这 
种 证 明 是 史无前例 的 ,他 连 一 个 具体 的 超越 数 都 没有 举 出 来 ,就 
“信口开河 "地 说 超越 数 存 在 ,而 且 比 实 代 数 数 的 “总 数 " 多 得 多 ， 
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这 怎么 能 不 引起 当时 数学 家 的 怀疑 甚至 愤怒 呢 ? 

其 实 ,G: 康 托 尔 的 这 篇 集合 论著 作 主 要 是 证 明了 无 穷 之 间 
也 有 差别 , 既 存 在 可 数 的 集合 ,也 存在 像 实数 集合 那样 的 不 可 数 
的 .具有 “连续 统 的 势 " 的 集合 .过 去 数学 家 认为 靠得住 的 只 有 有 
限 ,而 无 穷 最 多 只 是 模 模糊 糊 的 一 个 记号 m ,而 G' 康 托 尔 又 把 
无 穷 分 成 至 少 两 个 “层次 ”, 这 真有 点 太 玄 乎 了 . 

1874 年 G: 康 托 尔 结婚 ,在 瑞士 度 蜜月 时 , 见 到 了 戴 德 金 . 戴 
德 金 很 赞同 他 关于 集合 与 无 穷 的 一 整套 想法 ,由 此 G: 康 托 尔 逐 
步 完整 地 建立 起 集合 论 的 整个 体系 ， 

1878 年 ,G' 康 托 尔 发 表 了 关于 集合 论 的 第 二 篇 文章 , 其 中 
把 隐 含 在 1874 年 的 文章 中 的 “一 一 对 应 "概念 提出 来 ,并 作为 判 
汤 两 个 集合 相同 或 不 同 的 基础 ,这 是 最 原始 的 等 价 观念 ,而 两 个 
集合 相互 之 间 能 够 一 一 对 应 就 称 之 为 等 势 , 势 的 概念 于 是 应 运 
而 生 . 

在 1878 年 的 论文 中 ,G' 康 托 尔 还 证 明了 一 个 令 人 惊讶 不 已 
的 结果 .在 一 维和 二 维 的 连续 区 域 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ,很 快 他 
认识 到 ,要 是 加 上 连续 性 在 内 ,也 就 未 必 成 立 .他 对 于 维 数 不 变 
性 给 出 的 证 明 是 有 缺陷 的 . 维 数 的 拓扑 不 变性 要 到 30 多 年 之 后 
才 由 布 劳 威 尔 给 出 严格 的 证 明 . 

1879 一 1884 年 G: 康 托 尔 发 表 了 题 为 《 论 无 穷 线 性 点 集 ) 的 
一 系列 文章 ,共有 6 篇 ,这 些 文章 英 定 了 新 集合 论 的 基础 . 这 些 
文章 引进 了 导 集 和 超 穷 数 的 记号 ,特别 是 在 1883 年 的 文章 中 引 
进 生成 新 的 超 穷 数 概念 ,并 且 论 证 了 所 谓 连 续 统 假设 , 即 可 数 基 
数 后 面 紧 接着 就 是 实数 基数 . 对 于 这 个 假设 ,他 相信 和 是 正确 的 ， 
但 没 能 证 明 . 这 个 假设 对 于 20 世纪 数学 基础 的 发 展 起 着 极其 重 
大 的 作用 .同时 他 引进 超 穷 数 算术 以 及 良 序 集 ,后 来 又 引进 一 些 
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拓扑 概念 ,如 完备 集 等 . 

1874 一 1884 年 这 10 年 是 G* 康 托 尔 创造 成 果 的 顶峰 .第 一 篇 
论文 发 表 在 德国 柏林 大 学 编辑 出 版 的 (克莱尔 杂志 》F ,虽然 克 
洛 耐克 已 经 闻 到 异端 的 气味 ,但 是 论文 题目 中 的 “代数 数 "属于 
他 的 专长 ,他 还 是 开 了 绿灯 .但 是 ,G' 康 托 尔 以 后 的 论文 就 一 概 
不 能 再 登 了 .于 是 他 求助 于 格 廷 根 大 学 出 版 的 《数学 年 刊 ) 并 得 
到 支持 .不 仅 如 此 ,他 还 受到 外 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 、 瑞 典 数学 家 
米 塔 格 - 菜 夫 勒 的 大 力 帮助 . 米 塔 格 - 莱 夫 勤 在 瑞典 新 办 了 一 
个 国际 性 杂志 《数学 学 报 》, 把 G: 康 托 尔 从 1874 年 到 1883 年 的 
全 部 论文 译 成 法 文 发 表 ,这 大 大 有 利于 集合 论 在 国际 上 的 传播 

可 以 说 ,G: 康 托 尔 的 主要 工作 在 他 40 岁 时 已 经 完成 ,但 是 
数学 界 对 于 集合 论 的 态度 是 极为 不 同 的 .只 有 少数 人 赞成 ,其 中 
只 有 戴 德 金 是 第 一 流 的 数学 家 . 大 部 分 人 反应 冷淡 ,还 有 不 少 人 
反对 ,特别 是 柏林 大 学 的 克 洛 耐克 . 克 洛 耐克 从 反对 集合 论 发 展 
到 对 G: 康 托 尔 进行 人 身 攻击 ,由 于 他 是 数学 界 的 权威 ,对 集合 
论 的 传播 显然 不 利 , 而 且 对 G' 康 托 尔 的 未 来 愿望 也 是 一 大 打 
击 .G: 康 托 尔 非常 想 从 平凡 的 哈 勒 大 学 教授 职位 升 为 声名 显赫 
的 柏林 大 学 教授 ,但 是 要 办 到 这 点 首先 得 通过 克 洛 耐克 这 一 关 . 
他 曾 多 次 试图 与 克 洛 耐克 修好 ,但 是 克 洛 耐克 非但 不 让 步 ,而且 
多 次 通过 第 三 者 大 妻 攻击 G: 康 托 尔 , 在 这 种 攻击 之 下 ,G. 康 托 
尔 的 精神 甬 省 了 ,加 上 他 对 于 “连续 统 假设 " 百 思 不 得 其 解 , 他 在 
1884 年 5 月 精神 全 面 月 溃 , 不 得 不 住 进 医院 .从 这 时 起 ,他 的 病 
情 反 复发 作 , 有 时 时 间 长 些 , 有 时 短 些 ,经 常住 院 , 直 到 1918 年 1 
月 6 日 在 精神 病院 中 去 世 . 

第 一 次 精神 崩溃 恢复 之 后 ,G: 康 托 尔 对 自己 失掉 了 自信 ， 
他 向 校方 申请 由 数学 系 教授 改 为 哲学 系 教授 ,没有 得 到 批准 . 他 
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开始 研究 哲学 ,并 热衷 于 组 织 德国 数学 家 联合 会 的 活动 . 1889 
年 在 海德 尔 堡 召开 的 德国 自然 科学 家 及 医生 协会 年 会 上 ,G' 康 
托 尔 提 议 在 第 二 年 的 不 来 梅 会 议 上 召开 德国 数学 家 联合 会 成 立 
大 会 .在 G: 康 托 尔 及 格 廷 根 许多 数学 家 的 努力 之 下 , 1890 年 9 
月 18 日 德国 数学 家 联合 会 正式 成 立 ,G* 康 托 尔 被 选 为 第 一 届 
主席 ,并 决定 于 1891 年 在 哈 勒 召开 第 一 届 年 会 . 他 在 建立 协会 
的 过 程 中 希望 为 年 轻 人 提供 一 个 自由 表达 自己 思想 的 论坛 ,使 
他 们 不 要 像 他 那样 受到 少数 权威 的 压制 . 1891 年 6 月 他 以 主席 
身份 邀请 克 洛 耐克 参加 在 哈 勒 举行 的 年 会 ,他 希望 给 克 洛 耐克 
一 个 机 会 对 他 的 集合 论 进行 公开 的 攻击 ,这 样 也 给 自己 提供 一 
个 公开 论战 的 讲坛 .但 是 , 克 洛 耐克 由 于 妻子 去 世 而 没 能 参加 ， 
G: 康 托 尔 在 这 届 年 会 上 宣读 了 自己 的 论文 ,其 中 论述 了 他 新 发 
明 的 对 角 线 方法 . 

1891 年 以 后 ,特别 是 克 洛 耐克 去 世 之 后 ,G' 康 托 尔 的 地 位 
有 了 一 定 的 改善 ,但 是 柏林 的 权威 集团 仍然 不 买 他 的 账 . 随 着 时 
间 的 流逝 ,他 对 德国 数学 界 感到 失望 ,柏林 数学 界 不 喜欢 他 , 格 
迁 根 的 克 莱 因 对 集合 论 也 不 感 兴趣 ,他 开始 希望 争取 国际 上 的 
同情 及 支持 ,于 是 他 又 发 起 创建 国际 数学 家 大 会 .经 过 他 的 努 
力 ,第 一 届 国 际 数学 家 大 会 终于 在 1897 年 召开 .在 这 届 大 会 上 ， 
胡 尔 维 世 和 阿达 马 在 他 们 的 报告 中 都 提 到 集合 论 ,显示 出 集合 
论 最 早 受 到 各 方面 的 重视 .1895 一 1897 年 他 关于 超 穷 集合 论 的 
两 篇 论文 发 表 , 形 成 一 般 的 抽象 集合 论 .他 的 论文 很 快 被 翻译 成 
意大利 文 及 法 文 ,不久 又 被 翻译 成 英文 ,集合 论 也 正式 被 认为 是 
一 门 数学 而 不 再 是 一 门 哲 学 .1899 年 G. 康 托 尔 又 遭 到 事业 及 生 
活 上 的 打击 ,他 不 能 证 明 连 续 统 假设 ,而 新 的 悖 论 又 出 现 了 .他 
的 弟弟 去 世 后 不 久 ,他 的 爱 子 又 于 年 底 去 世 . 一 连 串 的 打击 又 使 
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他 精神 崩溃 ,1902 年 他 又 住 进 哈 蔓 精神 病院 ,从 此 进 进出 出 没 


2 康 托 尔 无 穷 集 合 论 的 建立 


尽管 历史 上 对 无 穷 有 过 各 种 探讨 ,但 是 ,只 有 G: 康 托 尔 才 
是 真正 把 无 穷 变 为 数学 研究 对 象 的 数学 家 ,为 此 ,他 花费 了 一 生 
的 心血 .他 的 集合 论 并 非 凭 空 而 起 ,而 是 数学 发 展 的 自然 产物 . 
G: 康 托 尔 建 立 集 合 论 的 过 程 大 致 分 为 如 下 几 个 时 期 ， 

(1) 前 集合 论 时 期 (1869 一 1872). 

这 是 G' 康 托 尔 的 分 析 时 期 ,三 角 级 数 的 研究 触发 他 对 点 集 
的 结构 进行 探讨 ,实数 的 研究 促使 他 研究 连续 性 ,这 一 开始 就 触 
及 无 穷 的 根本 问题 . 

(2) 集 合 论 时 期 (1873 一 1897). 

这 个 时 期 又 可 以 分 成 四 个 阶段 : 

(D1873 一 1878 年 是 初始 阶段 ,实际 上 他 只 研究 两 个 问题 :一 
个 是 实数 集合 的 不 可 数 性 问题 ,一 个 是 维 数 的 不 变性 问题 .他 幸 
运 地 从 第 二 个 难于 处 理 的 拓扑 问题 中 脱身 ,而 更 深入 地 考虑 第 
一 个 问题 :点 集 的 结构 问题 . 

(1879 一 1883 年 是 他 创造 成 果 最 丰富 的 时 期 ,在 这 一 阶段 
中 ,他 葛 定 了 点 集 论 的 基础 ,并 开始 向 一 般 集 合 论 过 渡 . 

(91884 一 -1894 年 是 他 从 点 集 论 向 一 般 集合 论 过 渡 的 阶段 ， 
这 个 阶段 他 主要 发 表 哲 学 方面 的 论文 ,但 一 般 集 合 论 的 主要 思 
想 都 是 这 时 确定 的 . 

@1895 一 1897 年 是 他 的 一 般 集 合 论 即 超 穷 集合 论 的 完成 阶 
段 ,但 由 于 许多 问题 未 能 解决 ,他 的 全 部 计划 没有 贯彻 到 底 . 
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(3) 后 朴素 集合 论 时 期 (1898 一 1918). 

G: 康 托 尔 的 最 后 20 年 基本 上 没有 对 集合 论 再 有 什么 贡 
献 ,集合 论 走 上 自己 的 发 展 道路 . 

G: 康 托 尔 的 点 集 论 主要 来 源 于 函数 的 三 角 级 数 表示 的 惟 
一 性 问题 :每 个 函数 几 x) 都 对 应 它 的 傅立叶 级 数 ,那么 f(x) 除 
了 傅立叶 级 数 表 示 外 ,是 否 还 可 能 有 其 他 的 三 角 级 数 表示 ? 
1870 年 , 海 涅 的 论文 指出 ,如 果 连 续 函 数 的 傅立叶 级 数 一 致 收 
敛 , 则 函数 能 够 惟一 表示 为 三 角 级 数 .接着 ,他 又 进一步 证 明 , 如 
果 不 连续 点 只 有 有 穷 多 个 ,惟一 性 定理 也 成 立 .但 是 , 海 涅 的 一 
致 收敛 条 件 太 强 了 ,他 自己 也 怀疑 是 否 每 一 个 连续 函数 都 能 够 
表示 为 一 致 收敛 的 三 角 级 数 .实际 上 ,不 久之 后 有 人 就 指出 ,这 
不 一 定 行 . 正 是 在 这 点 上 , 海 涅 希望 G' 康 托 尔 能 改进 他 本 人 的 
结果 .G: 康 托 尔 在 两 个 方面 取得 了 突破 :一 是 把 一 致 收敛 的 严 
格 条 件 放 宽 ;一 是 把 海 涅 只 允许 有 限 多 点 的 “例外 集 ” 推 广 到 无 
穷 多 点 .1870 年 4 月 ,在 海 涅 的 论文 尚未 发 表 时 ,G6: 康 托 尔 已 经 
得 出 优越 得 多 的 结果 :只 要 函数 f(x) 存 在 对 每 个 x 值 都 收敛 的 
三 角 级 数 ,那么 这 个 三 角 级 数 表 示 就 是 惟一 的 . 

1871 年 1 月 ,G: 康 托 尔 已 经 明确 进一步 改进 的 方向 ,“ 在 某 
些 点 x 上 ,或 者 用 三 角 级 数 表示 0 不 成 立 ,或 者 三 角 级 数 的 收敛 
性 不 成 立 ”. 对 于 无 穷 多 例外 点 的 极限 点 只 有 一 个 或 有 限 多 个 的 
情形 ,G: 康 托 尔 还 能 证 明 惟 一 性 定理 成 立 , 这 是 向 无 穷 点 集 论 
迈 出 的 最 初 的 一 步 .在 惟一 性 定理 最 一 般 的 证 明 给 出 之 后 ,他 开 
始 研究 离散 集 和 连续 域 两 者 之 间 的 深刻 差别 . 

1873 年 11 月 29 日 C' 康 托 尔 在 给 戴 德 金 的 一 封 信 中 ,终于 
把 导致 集合 论 产生 的 问题 明确 地 提 了 出 来 , 即 正 整数 的 集合 
(n) 与 实数 的 集合 (x) 之 间 能 否 把 它们 一 一 对 应 起 来 .实际 上 ， 
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这 个 问题 他 已 经 考虑 了 很 久 ,特别 是 在 考虑 连续 性 的 本 质 时 ,他 
总 是 要 磁 到 这 个 根本 问题 ,他 在 信 中 写 道 ; 

“ 取 所 有 正 整 数 n 的 集体 ,表示 为 (n), 然 后 考虑 所 有 实数 
x 的 集体 ,表示 为 (x); 简 单 说 来 ,问题 就 是 (n) 和 (x) 是 否 能 够 
对 应 起 来 ,使 得 一 个 集体 中 的 每 一 个 个 体 只 对 应 另 一 个 集体 中 
的 一 个 且 惟 一 一 个 个 体 ? 午 一 看 ,我 们 可 以 说 答案 是 否定 的 ,这 
种 对 应 不 可 能 ,因为 (n) 由 离散 的 部 分 构成 ,而 (x) 构 成 一 个 连 
续 统 ;但 是 从 这 种 说 法 中 我 们 什么 结果 也 得 不 到 .虽然 我 非常 倾 
向 于 认为 (z) 和 (x) 不 能 有 这 样 一 个 一 一 对 应 ,但 是 我 讲 不 出 理 
由 ,我 对 这 事 极为 关注 ,也 许 这 理由 非常 简单 .” 

戴 德 金 的 复 信 承认 这 个 问题 无 法 马上 回答 .不 久之 后 ,1873 
年 12 月 2 日 ,他 在 给 戴 德 金 的 信 中 承认 他 “没有 认真 地 考虑 这 
个 问题 ,因为 它 似乎 没有 什么 实用 价值 ”同年 12 月 7 日 ,G' 康 
. 托 尔 又 写 信 给 载 德 金 ,说 他 已 能 成 功 地 证 明 ,实数 的 “集体 "是 不 
可 数 的 ,也 就 是 不 能 够 同 正 整数 的 “集体 "一 一 对 应 起 来 ,这 个 日 
期 应 该 看 成 是 集合 论 的 诞生 日 . 1874 年 ,他 发 表 了 这 个 证 明 , 论 
文 的 题目 是 4 论 所 有 实 代 数 数 集合 的 一 个 性 质 》, 这 篇 论文 可 以 
看 成 是 集合 论 的 公开 问世 . G' 康 托 尔 这 第 一 步 的 主要 成 就 在 于 
在 无 穷 中 划 出 一 条 线 , 从 而 区 分 为 可 数 的 与 不 可 数 的 两 类 ,这 成 
为 研究 无 穷 的 出 发 点 .他 第 一 次 把 可 数 性 概念 这 个 词 引进 数学 ， 
在 此 之 前 ,几何 学 家 史 坦 纳 也 用 过 这 个 词 , 但 是 只 有 G: 康 托 尔 
才 给 这 个 概念 以 明确 的 含义 ,并 给 出 判定 的 方法 ,这样 集合 论 才 
有 一 个 良好 的 开端 . 

有 了 “一 一 对 应 "这 个 工具 之 后 ,他 进而 研究 更 一 般 的 问题 . 
1874 年 1 月 5 日 ,G: 康 托 尔 写 信 给 戴 德 金 ,提出 下 面 的 问题 : 
“是 否 能 把 一 块 曲面 (如 包含 边界 在 内 的 正方 形 ) 一 一 对 应 地 映 
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射 到 一 条 线 上 (如 包含 端点 在 内 的 线段 ) ,使 得 面 上 每 一 点 对 应 
线 上 一 点 ,而 且 反 过 来 线 上 每 一 点 对 应 面 上 一 点 ?“ 据 我 看 , 回 
答 这 个 问题 困难 很 大 ,尽管 答案 似乎 显然 是 否定 的 ,以 至 于 证 明 
看 来 几乎 是 不 必要 的 .” 

他 在 1874 年 5 月 18 日 的 信 中 写 道 ,柏林 的 数学 家 认为 这 
种 事 很 荒 雇 ,显然 两 个 独立 变量 不 能 归结 为 一 个 独立 变量 . 
1874 一 1876 年 就 这 样 无 声 无 息 地 过 去 了 ,其 间 他 没有 发 表 一 篇 
数学 论文 ,不 论 是 经 典 数学 还 是 集合 论 ,他 没有 任何 创造 .实际 
上 这 三 年 G' 康 托 尔 酝 酿 着 集合 论 的 主要 突破 .1877 年 6 月 20 
日 ,他 写 信 给 戴 德 金 , 信 中 再 次 谈 到 三 年 半 之 前 的 问题 ,这 次 他 
告诉 他 的 朋友 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 理由 .他 对 这 个 结论 毫 
无 思想 准备 ,这 使 他 惊 呼 :“ 我 看 到 了 ,但 我 简直 不 能 相信 它 ! ”这 
篇 论文 在 1878 年 发 表 之 后 ,立即 激 起 关于 维 数 不 变 性 的 讨论 ， 
但 是 这 个 涉及 拓扑 的 问题 并 没有 使 G' 康 托 尔 考虑 多 久 ,他 及 时 
地 转向 线性 点 集 的 研究 ， 

1879 一 1883 年 整整 五 年 间 ,他 写 了 6 篇 系列 论文 ,论文 的 题 
目 是 《4 论 无 穷 线性 点 集 》 工 、 工 下.VW、V、 克 ,分 别 发 表 在 《数学 
年 刊 ) 第 15 卷 .第 17 卷 . 第 20 卷 . 第 21 卷 . 第 21 着 和 第 23 卷 
上 ,出 版 时 间 为 1879 年 、1880 年 、1882 年 、1883 年 、1883 年 和 
1885 年 .其 中 前 4 篇 同 以 前 的 论文 类 似 ,讨论 了 集合 论 的 一 些 
数学 结果 ,特别 是 涉及 集合 论 在 分 析 上 的 一 些 有 趣 的 应 用 . 1882 
年 ,在 前 4 篇 论文 写 完 之 后 ,G6: 康 托 尔 感到 有 必要 对 无 穷 的 新 
理论 作 进 一 步 的 推广 ,并 且 对 集合 论 予 以 系统 而 明确 的 阐述 . 因 
此 ,第 V 篇 论文 从 风格 上 讲 与 其 他 论文 是 完全 不 同 的 ,其 中 特别 
讨论 了 哲学 问题 ,对 集合 论 的 研究 也 大 大 超出 线性 点 集 的 范围 ， 
因此 , 它 的 意义 与 前 4 篇 不 可 同日 而 语 . 他 认识 到 这 篇 论文 的 重 
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要 性 ,立即 同 当 时 最 著名 的 数学 文献 出 版 社 一 一 莱比锡 的 特 伯 
纳 出 版 社 联系 ,以 单行 本 出 版 .单行 本 的 书 名 为 《一 般 流 形 论 基 
础 ) 或 《一 般 集合 论 基础 》，, 也 反映 出 这 篇 著作 与 众 不 同 ,实际 上 
这 本 书 才 是 康 托 尔 集合 论 的 奖 基 性 著作 .第 篇 论文 是 第 V 篇 
的 补充 ,在 第 V 篇 第 14 节 之 后 加 上 5 节 ( 第 15~19 节 ). 前 4 篇 
论文 的 主要 目标 是 对 线性 点 集 进行 分 类 ,他 创造 了 分 类 无 穷 线 
性 点 集 的 工具 ,这 就 是 导 集合 .利用 导 集 合 可 以 对 原来 的 集合 进 
行 分 类 , 导 集 合 还 可 以 有 导 集 合 ,继续 下 去 就 产生 一 系列 集合 
及, 太 pp .有些 无 穷 集合 ,到 一 定 阶 段 pz 等 于 
空 集合 ;而 有 些 无 穷 集 合 ,对 任何 有 穷 数 v,p'" 均 不 空 .这 两 种 
无 穷 集合 应 该 说 很 不 一 样 ,如 果 p'*) 也 不 空 , 它 还 可 以 有 导 集 
合 六 “3 ,这 样 就 可 以 产生 更 高 级 的 导 集合 . 其 实 , 这 已 经 预示 
着 超 穷 集 合 论 的 思想 . 他 证 明 ,任何 孤立 点 集合 是 可 数 的 .对 于 
可 数 集合 ,他 证 明 可 数 无 穷 集合 的 每 个 无 穷 子 集合 仍 是 可 数 无 
穷 集 合 ,有 穷 个 或 可 数 个 可 数 无 穷 集合 的 并 集 也 是 可 数 的 . 如果 
点 集合 p 的 导 和 集合 p' 是 可 数 的 , 则 p 本 身 也 可 数 . 如果 点 集合 p 
的 导 集 合 p' 是 不 可 数 的 , 则 p'”) 是 完备 集合 ,连续 统 或 实数 区 
间 都 是 完备 集合 ,也 就 是 它们 的 导 集 和 它们 自身 相等 . 除 此 之 
外 ,他 又 造 出 一 个 特殊 的 完备 集合 ,这 个 集合 被 称 为 康 托 尔 集 


全 
蝗 ” . 


第 V 篇 论文 在 数学 上 的 主要 成 果 是 引进 超 穷 数 , 为 了 定义 
超 穷 数 ,他 引进 两 个 生成 原则 ,他 把 通过 逐次 加 1 定义 有 穷 序数 
的 过 程 概括 为 "第 一 生成 原则 ” ,他 将 全 体 有 穷 整 数 的 集合 称 为 
第 一 数 类 ,用 ( 工 ) 表 示 . 显然 第 一 数 类 没有 最 大 的 数 ,在 这 种 情 
况 下 ,他 引进 一 个 整数 w 作为 大 于 所 有 自然 数 的 最 小 整数 . 这 
样 我 们 可 以 得 出 第 二 生成 原则 :假如 一 个 确定 的 整 ( 实 ) 数 序列 
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存在 , 且 其 中 没有 最 大 的 数 , 则 创造 一 个 新 的 数 作为 这 些 数 的 极 
限 , 即 比 它们 所 有 数 都 大 的 下 一 个 数 .反复 应 用 这 两 个 生成 原 
则 ,总 能 不 断 地 产生 新 数 ,这 样 就 生成 第 二 数 类 , 记 为 (下 ). 要 是 
永远 这 样 下 去 便 没 有 个 完 . 他 于 是 给 出 第 三 个 原则 ,被 称 为 限制 
原则 ,也 就 是 在 适当 的 时 候 给 第 二 数 类 加 上 一 个 确定 的 界限 ,而 
把 以 后 的 数 妇 和 人 第 三 数 类 或 更 高 的 数 类 . 

CG: 康 托 尔 的 目的 正如 他 自己 所 说 , “在 于 把 实 整 数 序列 扩 
张 到 无 穷 之 外 …… 这 也 许 显得 有 点 大 胆 , 但 到 适当 的 时 候 ,这 种 
推广 会 被 认为 是 相当 简单 适宜 而 又 自然 的 一 步 ”. 也 就 是 说 ,对 
于 有 穷 集合 ,基数 就 是 集合 元 素 的 个 数 , 而 对 于 无 穷 集合 , 则 必 
须 引 进 完全 新 型 的 数 一 一 超 穷 基数 .对 于 超 穷 基数 ,不 能 随便 把 
有 穷 数 的 特征 强加 于 它 ,而 应 成 为 具体 研究 的 对 象 . 

在 第 V 篇 论文 中 ,他 定义 了 超 穷 基数 的 大 小 .加 法 .乘法 及 
乘 寡 . 他 定义 自然 数 集合 的 基数 为 近 o, 连 续 统 的 基数 为 5. 他 证 
明 ,对 于 任何 基数 为 a 的 集合 ,其 所 有 子 集合 的 基数 为 2°, 且 2 
> a. 他 还 证 明 2se = C. 

他 接着 建立 序数 的 概念 ,首先 定义 全 序 集 及 序 型 .两 个 全 序 
集 相 似 ,如 果 它 们 一 一 对 应 且 保持 顺序 相同 .这 样 可 定义 序数 ， 

为 了 引进 新 序数 ,他 只 考虑 良 序 集合 ( 即 有 起 始 元 素 的 全 序 
集 ) 的 序数 ,显然 具有 同一 无 穷 基数 的 良 序 集合 可 以 有 不 同 的 序 
数 ,如 可 数 良 序 集合 的 序数 可 以 是 

wW:1,2,3,.…， 

w+1:2,3,4,.…,1, 

w+2:3,4,.… ,1,2, 


oer 


他 定义 这 些 序数 的 集合 为 汽 1, 并 证 明 它 比 兴 o 大 .同样 ,具有 基 
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数 兴 | 的 良 序 集合 的 序数 也 形成 一 个 集合 
0Q,0+1,0 +2,." 

其 基数 为 兴 ?. 如 此 下 去 ,可 以 得 到 一 系列 基数 ,被 称 为 阿 列 夫 ， 

这 样 他 就 建立 起 超 穷 集合 论 . 超 穷 基数 及 序数 理论 .不 过 这 
时 碰 到 两 个 问题 使 他 不 安 ,一 是 连续 统 假设 , 即 是 否 C = Si; 一 
是 良 序 性 假设 , 即 任何 全 序 集合 均 可 以 良 序 化 .对 于 后 者 ,G* 康 
托 尔 实际 上 假设 成 立 , 因 为 证 明 两 个 基数 可 比较 时 ,要 求 良 序 性 
假设 成 立 ,但 是 他 在 1878 年 提出 连续 统 假设 后 ,花费 了 毕生 精 
力 去 证 明 它 ,但 一 直 没 有 成 功 . 

按照 弗 兰 科 尔 (Abraham Adolf Fraenkel, 1891 一 1965) 的 观点 ， 
1884 年 以 后 ,G: 康 托 尔 几乎 再 没有 提出 什么 独创 性 的 见解 . 实 
际 上 ,他 此 后 的 大 部 分 论文 带 有 哲学 味道 ,具有 论战 性 质 .在 数 
学 方面 ,1891 年 他 发 现 对 角 线 方法 ,1895 年 他 发 表 《 对 超 穷 集合 
论 基 础 的 贡献 } 第 一 部 分 ,实际 上 是 对 以 前 有 关 集 合 论 的 著作 加 
以 系统 化 ,并 且 推 广 良 序 集 的 理论 .本 来 他 声称 在 1897 年 发 表 
的 第 二 部 分 中 证 明 连 续 统 假设 ,但 是 他 没有 成 功 ,因此 他 没 能 完 
成 集合 论 的 理论 体系 ,而 虎 头 蛇 尾 地 草草 收兵 了 .这 个 时 候 , 集 
合 论 的 内 在 矛盾 又 悄悄 地 汶 出 来 ,不 过 ,直到 最 后 ,G: 康 托 尔 的 
主要 敌人 还 是 连续 统 假设 . 希 尔 伯 特 对 此 也 有 同感 ,他 把 连续 统 
假设 及 良 序 性 假设 作为 他 的 23 个 问题 中 的 第 1 个 ,显然 认为 它 
是 整个 数学 基础 的 重 中 之 重 的 首要 问题 . 


3 ”20 世纪 初 的 基础 危机 


一 般 认为 ,19 世纪 末 在 集合 论 中 出 现 了 悖 论 , 因 此 导致 第 
三 次 数学 危机 .但 从 历史 上 看 ,这 种 说 法 不 很 准确 .实际 上 ,引起 
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基础 危机 的 是 1903 年 罗素 在 《数学 的 原理 》 上 发 表 的 悖 论 ,而 以 
前 的 “ 悖 论 " 最 多 只 当成 可 以 解决 或 已 经 解决 的 矛盾 ,其 实 G: 康 
托 尔 早 就 意识 到 集合 论 中 的 这 个 问题 . 

通常 认为 ,第 一 个 公开 发 表 的 “ 悖 论 "是 布 拉 里 - 福 蒂 的 最 大 
序数 悖 论 ,实际 上 G: 康 托 尔 本 人 在 1895 年 已 发 现 这 个 悖 论 ,并 
在 1896 年 写 信 告诉 了 和 希 尔 伯 特 .这 个 悖 论 是 说 ,序数 按照 它们 
的 自然 顺序 形成 一 个 良 序 集合 ,这 个 良 序 集合 根据 定义 也 有 一 
个 序数 0 ,这 个 序数 2 由 定义 应 该 属于 这 个 良 序 集合 . 可 是 由 
序数 的 定义 ,序数 序列 中 任何 一 段 的 序数 要 大 于 这 段 之 内 的 任 
何 序数 ,因此 ,0 应 该 比 任何 序数 都 大 ,从 而 又 不 属于 Q. 这 就 
是 1897 年 3 月 28 日 布 拉 里 : 福 蒂 在 巴 洛 摩 数学 会 上 提出 的 悖 
论 .不 过 , 布 拉 里 ' 福 蒂 本 人 并 没有 说 这 是 悖 论 , 而 只 是 证 明了 这 
个 序数 的 自然 顺序 只 是 一 个 偏 序 ,而 不 是 G: 康 托 尔 在 几 个 月 之 
前 证 明 的 结果 :序数 集合 是 全 序 的 . 

早 在 1883 年 ,G: 康 托 尔 就 提 到 不 能 谈 “ 所 有 和 集合 的 集合 "之 
类 的 话 ,否则 会 导致 矛盾 ,后 来 他 又 多 次 重申 这 一 点 .1895 年 他 
率先 发 现 最 大 序数 “ 悖 论 ” 之 后 , 1899 年 他 又 发 现 最 大 基数 “ 悖 
论 ”. 这 是 说 ,如 果 我 们 把 所 有 集合 都 放 在 一 起 形成 一 个 大 集合 
U, 这 个 集合 之 大 不 可 想像 ,因为 它 包含 所 有 观念 的 集合 、 所 有 
数 的 子 集合 的 集合 …… 在 内 .显然 0 包含 所 有 可 能 的 集合 . 因 
此 , 它 不 能 再 扩大 了 ,所 以 U 的 基数 应 该 比 任何 基数 都 大 .但 是 
另 一 方面 ,由 康 托 尔 寡 集 合 定理 可 知 ,由 0 可 以 造 出 U 中 所 有 
子 集合 的 集合 P( D) ,而 且 U 的 基数 < P(U0) 的 基数 ,这 与 上 面 
的 结果 相 矛 盾 . 

这 些 集合 论 悖 论 都 涉及 到 一 些 共同 的 东西 :“ 所 有 ”或 “全 
体 ”, 例 如 : 
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QD 所 有 集合 的 集合 . 

@ 所 有 基数 的 集合 . 

名 所 有 序数 的 集合 . 

外 所 有 不 是 自身 元 素 的 集合 . 
看 到 了 它们 之 间 的 共性 ,G- 康 托 尔 认为 , 悖 论 容易 解决 ,只 要 你 
不 说 “所 有 ”.1899 年 他 在 给 戴 德 金 的 一 封 信 中 说 : “如果 把 一 个 
总 体 中 所 有 组 分 看 成 一 个 整体 会 导致 矛盾 ,就 不 应 该 把 这 一 总 
体 看 成 一 个 完成 了 的 对 象 ,我 称 这 种 总 体 为 绝对 无 穷 或 不 相 容 
的 总 体 . "这 样 , 他 区 别 开 相 容 集合 与 不 相 容 集合 ,而 把 集合 论 限 
制 在 相 容 集合 的 范围 ,这 就 把 集合 论 的 悖 论 轻易 地 排除 在 集合 
论 之 外 . 

真正 发 现 集合 论 悖 论 的 是 罗素 .1902 年 8 月 他 在 写 给 弗 雷 
格 的 信 中 说 ,他 早 在 1901 年 $ 月 就 已 发 现 了 “罗素 悖 论 ”: 

集合 分 成 两 类 :一 类 是 集合 不 是 它 本 身 的 元 素 ,一 类 是 集合 
是 它 本 身 的 元 素 .考虑 所 有 前 一 种 集合 的 集合 类 4 ,那么 4 属 
于 哪 一 类 呢 ? 如 果 4 是 后 一 种 集合 ,根据 定义 , 4 的 元 素 不 该 
属于 4, 即 4 是 前 一 种 集合 ; 反 过 来 ,如 果 4 是 前 一 种 集合 , 根 
据 定 义 , 所 有 不 是 它 自身 元 素 的 集合 应 该 属于 4, 即 它 属 于 后 一 
种 .所 以 4 是 前 一 种 集合 当 且 仅 当 4 是 后 一 种 集合 ,这 显然 是 
一 个 矛盾 ， 

罗素 的 悖 论 发 表 以 后 ,基础 研究 的 重点 有 一 个 转变 .在 此 之 
前 ,数学 基础 的 研究 大 致 分 成 四 大 支脉 : 

(1) 数 的 理论 以 及 空间 或 其 他 对 象 的 理论 .说 到 数学 分 析 ， 
就 要 搞 清楚 什么 是 无 理 数 ,什么 是 实数 ;在 大 家 对 实数 定义 了 以 
后 ,大 家 又 该 追问 自然 数 是 从 哪儿 来 的 .这 个 方向 领头 的 是 外 尔 
斯 特 拉 斯 . 戴 德 金 .G' 康 托 尔 及 皮 亚 诺 . 
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(2) 集 合 及 无 穷 或 超 穷 数 的 理论 ,连续 统 的 理论 ,这 是 C- 康 
托 尔 一 个 人 的 独创 . 

(3) 公 理化 理论 . 1899 年 希 尔 伯 特 的 《几何 学 基础 ) 的 出 版 
是 这 个 方向 研究 的 里 程 碑 ,由 此 形成 一 个 公理 化 热潮 ,集合 论 也 
不 例外 . z 

(4) 逻 辑 的 数学 理论 . 从 19 世纪 中 叶 起 ,这 是 在 孤立 的 情况 
下 进行 的 ,可 以 说 与 数学 主流 脱离 得 很 远 ,直到 19 世纪 末 才 汇 
入 整个 数学 研究 的 大 河 之 中 ,领先 的 是 布尔 ,其 后 弗 雷 格 及 皮 亚 
诺 做 出 决定 性 的 贡献 ,再 后 罗素 及 怀特 海 又 集 其 大 成 ， 

而 在 此 之 后 ,形成 焕然 一 新 的 局 面 : 

(1) 在 最 早 的 10 年 中 ,通过 各 种 途径 消除 悖 论 , 积 极 的 方法 
主要 是 罗素 的 类 型 论 及 策 梅 罗 的 公理 集合 论 , 两 者 都 是 在 1908 
年 发 表 的 .消极 的 方法 就 是 直 沉 主义 .构造 主义 的 倾向 ,从 根本 
上 铲除 无 穷 集合 论 . 

(2) 两 次 世界 大 战 之 间 ,在 逻辑 主义 、 形 式 主义 及 直觉 主义 
之 间 形 成 基础 研究 大 战 

(3)1930 年 哥 德 尔 证 明 不 完全 性 定理 ,使 希 尔 伯 特 把 全 部 
数学 纳入 一 个 体系 之 内 的 纲领 受到 打击 ,最终 使 基础 问题 与 数 
学 问题 脱离 开 来 .作为 基础 研究 的 数理 逻辑 正式 成 为 一 门 独 立 
的 数学 学 科 , 它 就 是 我 们 所 说 的 元 数学 . 它 包括 以 “计算 ”和 “证 
明 " 的 元 理论 为 对 象 的 递归 论 和 证 明 论 , 作 为 结构 数学 的 基础 的 

合 论 ,特别 是 公理 集合 论 ,以 及 作为 各 种 结构 的 模型 的 元 数学 
一 模型 论 .从 20 世纪 50 年 代 起 ,它们 进入 自己 独立 发 展 的 首 
路 .而 19 世纪 所 形成 的 逻辑 演算 和 逻辑 代数 ,一 方面 形成 符号 
逻辑 的 基础 , 另 一 方面 与 计算 机 科学 相 结合 ,在 应 用 领域 取得 很 
大 进展 . 


第 18 章 ”20 世纪 的 数学 


比 起 19 世纪 来 ,20 世纪 的 数学 更 趋 于 统一 ,但 这 并 不 意味 
着 20 世纪 缺少 新 学 科 . 实 际 上 , 现在 数学 的 课题 中 有 80% 以 上 
是 20 世纪 创造 的 ,但 也 有 20% 左右 的 课题 是 19 世纪 遗留 下 来 
的 .许多 新 学 科 是 在 19 世纪 开始 萌生 的 ,除了 极 少数 问题 是 在 
18 世纪 末 以 前 提出 的 之 外 ,大 部 分 是 19 世纪 的 创造 . 19 世纪 的 
数学 中 ,除了 数论 .代数 、 分 析 及 几何 四 大 领域 ( 即 所 谓 经 典 数 
学 ) 之 外 ,还 有 四 个 重要 领域 在 20 世纪 有 显著 进展 ,它们 是 代数 
数论 代数 几何 学 \ 微 分 几何 学 (特别 是 高 维 的 ) 和 李 群 理论 ， 

在 19 世纪 有 具体 的 数学 背景 下 ,20 世纪 开创 了 结构 数学 及 
元 数学 两 大 范畴 的 一 系列 新 学 科 , 其 中 属于 结构 数学 的 有 : 群 
论 \ 环 论 . 域 论 , 格 论 一 般 拓扑 学 、 点 集 拓扑 学 、 组 合 拓 扑 学 、 代 
数 拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 、 几 何 拓 扑 学 、 同 调 代 数学 、 测 度 与 积分 理 
论 , 泛 函 分 析 、 算 子 代数 理论 等 ,以 及 由 它们 衍生 出 来 的 子 学 科 . 
元 数学 几乎 完全 是 20 世纪 的 产物 ,特别 是 20 世纪 30 年 代 以 后 
形成 的 公理 集合 论 .递归 论 .证 明 论 及 模型 论 , 这 些 领域 现在 大 
都 已 独立 发 展 , 不 过 在 其 深 处 仍 同 结构 数学 有 着 千 丝 万 缕 的 联 
系 . 另 一 方面 ,伴随 计算 机 科学 的 兴起 ,作为 基础 的 元 数学 又 产 
生出 许多 边缘 学 科 . 

结构 数学 不 是 无 源 之 水 、 无 本 之 木 ,因此 , 它 的 产生 不 但 大 
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大 扩大 了 数学 对 象 的 领域 ,而 且 与 经 典 数学 结合 在 一 起 ,对 经 典 
问题 的 解决 有 着 极 大 的 促进 作用 .数学 结构 的 观点 把 建立 在 实 
数 域 和 复数 域 上 的 代数 数论 .分析 及 几何 推广 到 一 般 域 上 , 特 
别 是 代数 数论 一 方面 推广 到 局 部 域 上 , 男 一 方面 推广 到 函数 域 
上 .代数 几何 学 推广 到 一 般 域 上 ,而 且 有 了 内 蕴 的 定义 .现代 的 
代数 几何 学 几乎 是 交换 代数 学 的 同 义 语 . 实数 空间 上 的 分 析 也 
推广 到 一 般 流 形 上 ,构成 大 范围 分 析 . 实数 域 上 的 传 立 叶 级 数理 
论 推广 到 李 群 之 上 ,形成 抽象 调和 分 析 , 而 泛 沙 分 析 则 完全 改变 
了 偏 微分 方程 的 研究 路 线 .它们 在 20 世纪 形成 一 个 蔚 为 大 观 的 
局 面 ,这 里 我 们 只 能 树 其 一 二 概述 如 下 . 


1 结构 数学 


1.1 抽象 代数 学 


现代 代数 学 , 即 抽象 代数 学 ,是 在 19 世纪 末 20 世纪 初 发 展 
起 来 的 .1930 一 1931 年 , 范 ' 德 .瓦尔 登 的 (现代 代数 学 》( Moderne 
Algebra ) 一 书 问世 后 ,抽象 代数 学 成 为 现代 代数 学 的 主流 ,在 第 
二 次 世界 大 战 后 ,更 是 自然 而 然 .堂而皇之 地 去 掉 “ 抽 象 "及 “ 现 
代 ” 的 字眼 了 . 

与 古典 代数 学 不 同 ,抽象 代数 学 研究 代数 结构 , 即 一 个 集合 
中 的 元 素 及 子 集合 之 间 的 关系 . 它 的 目标 是 对 特定 的 代数 结构 
进行 刻画 及 分 类 , 它 所 研究 的 对 象 已 经 完全 不 同 于 古典 代数 学 
那 种 符号 的 演算 以 及 求 方程 的 解 之 类 的 问题 了 .但 是 , 它 的 对 象 
仍然 可 以 从 古典 代数 学 及 几何 学 看 到 其 来 源 . 

现代 代数 学 的 对 象 一 般 有 两 个 来 源 , 一 是 从 具体 的 数学 对 
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象 中 产生 的 ,如 群 、 环 ` 域 .可 除 代数 .交换 代数 .结合 代数 、 李 代 
数 , 布 尔 代数 等 ;二 是 由 抽象 的 数学 对 象 衍生 出 来 的 ,如 整 环 半 
群 \ 拟 群 . 图 、 广 群 . 具 单 元 半 群 , 半 环 、 近 环 、 交 错 代 数 \ 竹 结合 代 
数 等 ,它们 是 由 已 有 的 结构 经 公理 的 增 减 及 改动 得 出 来 的 结构 . 

现代 代数 学 的 具体 对 象 来 自 多 种 学 科 , 主要 是 方程 论 、 代 数 
数论 ,代数 几何 学 不 变 式 论 .四 元 数论 . 超 复 数论 ,几何 学 、 逻 辑 
等 . 


1.1.1 和 群 论 


群 是 数学 中 的 第 一 个 抽象 概念 ,虽然 其 观念 可 追溯 到 很 久 
以 前 ,但 直到 19 世纪 末 ,数学 家 才 对 它 有 比较 清楚 的 认识 .从 那 
时 起 ,几乎 所 有 大 数学 家 无 不 强调 其 重要 性 ,把 它 视 为 数学 的 中 
心 概念 以 及 统一 数学 的 基础 .5. 李 说 :“ 群 和 不 变 式 的 概念 ,每 日 
每 时 在 数学 中 都 占有 优越 地 位 ,而 且 越 来 越 趋 于 支配 整个 这 门 
科学 领域 .” 外 尔 说 :“ 没 有 群 就 不 可 能 理解 现代 数学 .” 

群 论 是 当代 数学 最 重要 的 分 支 之 一 ,也 是 发 展 得 比较 完整 
的 一 门 学 科 , 已 成 为 现代 抽象 代数 学 的 模式 .在 伽 罗 华 之 后 的 

_ 100 年 间 , 群 论 的 研究 大 致 有 彼此 多 少 有 些 重 释 的 五 个 方面 ; 

中 抽象 群 的 定义 及 公理 化 ; 

四 具体 群 的 构造 、 刻 画 及 分 类 ; 

@ 抽 象 群 的 具体 表示 ，; 

@ 有 限 群 的 列举 ，; 

名 一 般 的 结构 定理 . 

(1) 抽 象 群 的 定义 及 公理 化 . 

抽象 群 与 具体 群 的 不 同 之 处 有 三 点 :一 是 摆脱 掉 具 体 的 作 
为 变换 对 象 的 集合 , 群 的 元 素 不 一 定 是 具体 的 变换 、 置 换 \ 运 动 、 
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作用 、 运 算 或 数 ,而 是 抽象 的 符号 ,元 素 的 数目 不 加 限制 ;二 是 用 
公理 来 刻画 ;三 是 各 种 同 构 的 具体 群 只 不 过 是 同一 抽象 群 的 不 
同 表 示 ,对 此 我 们 不 加 区 分 .在 19 世纪 ,无 用 的 推广 和 抽象 不 受 
欢迎 .因此 ,抽象 群 概念 的 产生 过 程 是 极为 缓慢 的 .通常 认为 ,最 
早 的 抽象 群 是 凯 雷 在 1854 年 定义 的 ,实际 上 ,他 只 是 把 群 看 成 
抽象 符号 的 集合 .符号 间 有 二 元 运算 (或 复合 运算 .给 合 运 算 )， 
集合 对 此 二 元 运算 是 封闭 的 .至 于 结合 性 ,存在 么 元 等 只 是 事后 
假定 ,而 不 在 定义 中 出 现 . 他 认识 到 运算 是 结合 的 ,但 不 一 定 可 
交换 . 克 洛 耐克 在 1870 年 的 论文 中 明确 表述 了 交换 律 及 结合 
律 . 代 克 (Walther Franz Anton von Dyck,1856 一 1934) 在 1882 年 引 
用 凯 雷 的 定义 ,他 认识 到 同 构 的 群 应 被 当做 同一 个 群 , 他 定义 的 
群 不 限于 有 限 群 ,包括 有 限 生成 的 “离散 群 ”. 1883 年 他 还 明确 
要 求 存 在 道 元 素 . 同 年 ,H: 韦 伯 给 出 第 一 个 抽象 群 的 定义 ;任何 
种 类 的 元 素 01,0,,… ,0, 的 系统 G 被 称 为 h 阶 群 ,如 果 满 足下 
列 条 件 : 

由 系统 中 的 两 个 元 素 ,可 以 通过 组 合 或 乘法 导出 同系 统 
中 的 一 个 新 元 素 ,用 符号 表示 为 


@ 结 合 律 , 即 
(00.)0 =0000)=000.. 
@@ 左 消去 律 和 右 消去 律 , 即 由 的, = ,或 66 = 0.4 可 得 出 
0. = 0,. 

由 此 可 推出 系统 存在 么 元 , 且 每 个 元 素 存在 递 元 ,这 个 定义 的 局 
限 性 在 于 他 假设 抽象 群 为 有 限 群 . 1893 年 他 去 掉 这 个 限制 并 写 
人 他 的 极 有 影响 的 著作 《代数 学 教程 》 第 二 眷 (1896) 中. 1889 年 
荷 尔 德 也 给 出 类 似 的 定义 .正式 的 公理 定义 是 20 世纪 初 在 希 尔 


634 近代 数学 史 


伯 特 《几何 学 基础 》 的 影响 下 掀起 的 公理 化 热潮 中 出 现 的 ,主要 
是 1902 一 1905 年 莫 尔 .亨廷顿 及 狄 克 逊 等 人 的 论文 ,其 后 仍 不 
断 有 许多 研究 . 

从 历史 上 看 ,从 具体 群 到 抽象 群 的 研究 经 历 了 很 长 时 期 ,到 
20 世纪 初 ,对 有 限 群 和 无 限 群 的 研究 还 是 分 开 的 .第 一 部 用 抽 
象 群 统一 论述 群 论 的 著作 是 法 国 数学 家 德 . 塞 基 埃 (J.A. de 
Seguier, 1862 一 1937) 在 1904 年 出 版 的 《抽象 群 论 原理 》, 其 中 谈 
到 “抽象 群 的 观念 ,不 依赖 于 其 元 素 是 什么 而 只 考虑 群 本 身 ,来 
自 代数 ,分 析 及 几何 中 不 同 的 特殊 的 群 .许多 过 去 属于 不 同 领 域 
的 研究 组 成 一 个 更 一 般 的 理论 ”. 这 本 书 预示 了 结构 数学 的 理论 
结构 , 即 首先 置 于 康 托 尔 集合 论 的 基础 上 ,然后 通过 四 个 公理 定 
义 ,并 通过 反例 证 明 其 独立 性 .这 本 书 的 重点 放 在 有 限 群 上 .从 
无 限 群 开始 的 抽象 群 论 著 是 原 苏联 数学 家 什 密 特 (Otto Shmidt， 
1891 一 1956) 在 1916 年 出 版 的 . 

(2) 群 表示 论 . 

19 世纪 90 年 代 , 群 论 最 主要 的 成 就 是 群 表示 论 的 出 现 , 它 
是 由 德国 数学 家 弗 罗 宾 尼 乌 斯 葛 定 的 ,后 来 由 他 的 学 生 舒 尔 所 
发 展 , 成 为 研究 群 论 所 不 可 缺少 的 工具 .所 谓 群 表示 , 即 把 群 具 
体 实现 为 某 种 结构 的 自 同 构 群 .例如 ,对 于 域 六 上 的 有 限 维 线 
性 空间 的 线性 变换 群 ,通常 把 群 的 元 素 与 上 的 n xn 可逆 算 
阵 相对 应 .英国 数学 家 伯 恩 塞 德 的 经 典 著作 《< 有限 阶 群 理论 》 第 
2 版 (1911) 中 已 有 这 方面 的 综述 及 应 用 . 

群 表 示 论 来 源 于 群 的 特征 标 理论 ,而 阿 贝尔 群 的 特征 标 理 
论 最 早 来 自 高 斯 关于 二 元 二 次 型 的 种 和 特征 标 理论 .他 对 每 个 
二 次 型 下 定义 一 个 特征 标 ,并 对 两 个 二 次 型 同 种 给 出 定义 , 即 
如 果 其 行列 式 及 特征 标 对 应 相等 .高 斯 的 理论 由 狄 利克 雷 在 
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1839 年 表示 为 有 限 阿 贝尔 群 及 其 特征 标 理 论 . 戴 德 金 在 狄 利克 
雷 的 《数论 讲义 ) 第 3 版 中 进一步 推广 到 代数 数 域 的 理想 类 群 
上 ,他 在 1886 年 引进 群 行列 式 ,并 向 弗 罗 宾 尼 乌 斯 提出 问题 ,这 
直接 导致 群 表示 论 在 1895 年 的 诞生 . 

在 弗 罗 宾 尼 乌 斯 发 表 群 表示 论 两 年 之 后 ,1897 年 他 又 举 出 
一 些 有 趣 的 例子 ,但 看 不 出 有 什么 用 处 ,当时 人 们 对 群 表示 论 普 
遍 持 怀疑 的 态度 . 这 时 , 伯 恩 塞 德 在 他 的 《有限 阶 群 理论 ) 第 1 版 
的 序言 中 写 道 :“…… 而 我 们 现在 所 知道 的 .纯粹 理论 中 的 许多 
结果 ,大 多 数 可 以 马上 从 置换 群 的 性 质 中 得 出 ,很 难 找 出 一 个 结 
果 , 它 更 直接 从 线性 变换 群 的 考虑 中 得 到 . "这 可 以 说 明 他 在 第 
1 版 中 为 什么 没有 论述 群 表 示 论 ,但 他 的 态度 在 几 年 之 后 就 有 
了 明显 的 转变 .在 该 书 的 第 2 版 (1911) 中 ,他 承认 他 完全 忽略 群 
表示 论 “ 不 再 合适 ” 他 写 道 “现在 ,似乎 这 么 说 更 正确 :为 了 进 
一 步 发 展 抽象 理论 ,必须 更 着 重 把 群 看 成 线性 代 换 群 的 表示 .” 
14 年 间 这 种 观点 的 大 转变 来 源 于 他 所 说 的 “ 群 论 中 最 一 般 的 问 
题 ”什么 是 一 门 学 科 最 基本 的 问题 以 及 对 这 个 问题 的 看 法 的 转 
变 ,是 一 门 学 科 历 史 发 展 中 最 关键 的 主题 .在 1897 年 , 群 论 的 主 
要 问题 是 列举 问题 : 对 于 给 定 阶 n 的 群 ,列举 其 所 有 可 能 不 同 
的 类 型 .而 这 类 问题 慢 慢 变 成 另外 一 种 提 法 ,逐步 变 成 结构 问 
题 :什么 样 的 群 具 有 可 解 性 ? 由 于 可 解 群 是 大 家 感 兴趣 的 群 ,是 
否 从 阶 数 就 能 看 出 群 的 可 解 性 结构 当然 是 重要 问题 . 这 个 历史 
上 的 主题 移 位 (shif) 使 群 表示 论 大 有 用 武之 地 ,而 这 个 问题 的 
历史 发 展 进程 是 这 样 的 : 

O1872 年 西 洛 证 明 , p* 阶 群 一 定 是 可 解 群 ,这 里 bp 为 素数 ， 
wa 为 正 整数 . 

@1894 年 , 弗 罗 宾 尼 乌 斯 证 明 , 如 果 G 的 阶 1 G1 不 被 任何 
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素数 的 平方 除 尽 ( 即 无 平方 因子 ) , 则 G6 是 可 解 群 . 

二 下 一 个 目标 当然 是 po ,其 中 p,g 为 素数 ,a ,8 为 正 整 
数 , 弗 罗 宾 尼 乌 斯 和 伯 恩 塞 德 等 人 陆续 用 各 种 方法 ,有 的 用 群 表 
示 论 ,有 的 不 用 ,得 出 在 特殊 条 件 下 , 群 是 可 解 群 . 

@1904 年 , 伯 恩 塞 德 在 确 确实 实 使 用 群 表示 论 的 情况 下 证 
明 :每 个 阶 为 peeg 的 群 均 为 可 解 群 .这 是 一 个 了 不 起 的 定理 ,而 
且 可 以 说 是 用 群 表示 论证 明 的 第 一 个 大 定理 . 这 种 情况 当然 出 
平 人 们 的 意料 ,甚至 也 出 乎 弗 罗 宾 尼 乌 斯 本 人 的 意料 . 因为 就 在 
1902 年 他 证 明定 理 的 一 个 特殊 情形 时 ,他 说 “定理 的 证 明 完 全 
用 的 是 纯 群 论 的 考察 而 没有 借助 于 任何 代 换 群 理论 , 即 没 有 用 
到 任何 群 的 表示 ”. 顺便 说 一 下 ,直到 20 世纪 60 年代, 汤姆 逊 
(John Griggs Thompson, 1932 一 ”) 才 设计 了 一 个 纯 群 论 的 证 明 ， 
1970 年 哥 德 什 密 特 ( David Goldschmidt) 首 先 发 表 完全 的 证 明 . 不 
过 这 个 证 明 极 难 , 伯 恩 塞 德 用 群 表示 论 得 到 的 证 明 仍 是 最 好 的 . 
由 于 这 个 定理 的 证 明 , 人 们 对 群 表示 论 的 怀疑 一 扫 而 空 . 

1895 一 1905 年 弗 罗 宾 尼 乌 斯 等 建立 有 限 群 表示 论 的 基础 之 
后 , 舒 尔 在 1905 年 作 了 简化 的 论述 ,特别 是 证 明 著 名 的 舒 尔 引 
理 .1904 一 1911 年 舒 尔 还 引进 有 限 群 的 射影 表示 .而 首先 发 展 一 
般 群 表示 论 的 是 EE: 诺 特 ,她 在 1927 一 1928 年 冬季 学 期 的 讲课 
中 ,首先 把 超 复 量 及 表示 论 这 两 大 领域 联系 在 一 起 ,把 表示 论 推 
广 到 一 般 基 域 之 上 ,形成 了 群 与 代数 完整 的 抽象 理论 .其 后 群 表 
示 论 不 仅 在 理论 上 得 到 很 大 发 展 (建立 模 表示 论 及 李 群 表示 
论 ) ,而 且 在 物理 学 上 取得 重要 应 用 . 

(3) 有 限 单 群 的 分 类 . 

20 世纪 有 限 群 论 的 中 心 问题 是 有 限 单 群 的 分 类 .20 世纪 初 
入 们 所 知道 的 有 限 单 群 ,除了 素数 阶 循环 群 及 交错 群 之 外 ,还 有 
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许多 特殊 的 线性 射影 变换 群 PS5L(n,g), 它 们 通过 行列 式 为 1 
的 nxn 和 矩阵 群 (元 素 取 在 有 限 域 CL(g) 中 ) 的 商 群 构造 出 来 . 
另外 ,对 于 正 交 逢 阵 、 辛 矩阵 、 西 矩阵 也 可 以 造 出 一 批 单 群 来 .这 
些 “ 典 型 群 " 从 若 尔 当 时 候 起 就 已 知道 ,后 来 美国 数学 家 狄 克 逊 、 
荷兰 数学 家 范 : 德 :瓦尔 登 . 法 国 数学 家 丢 东 涅 分 别 进行 了 具体 
研究 . 真正 重大 的 突破 是 1955 年 薛 华 荔 (Claude Chevalley， 
1909 一 1984) 在 日 本 的 《东京 数学 杂志 》 上 发 表 的 论文 《 论 某 些 单 
群 》, 他 把 这 些 单 群 通过 李 代 数 方法 系统 构造 出 来 ,被 称 为 薛 华 
荔 群 .这 些 薛 华 荔 群 经 过 美国 数学 家 斯 坦 伯 格 (Robert Steinberg， 
1922 一 “)、 韩 国 数学 家 李 林 学 (Rim Leon Dock S. ,1928 一 )、 比 
利 时 数学 家 梯 区 (Jacques Tits, 1930 一 ) .日 本 数学 家 铃木 通 夫 
(Suzuki Michio,1926 一 ”) 等 人 加 以 扩充 ,最 终 得 出 全 部 李 型 单 
群 的 16 个 系列 .除了 上 述 18 个 系列 的 有 限 单 群 之 外 ,还 有 一 些 
“散在 单 群 ,1861 一 1873 年 马 蒂 厄 得 出 的 5 个 马 蒂 厄 群 不 属于 
上 面 任 何 一 个 系列 ,但 直到 1965 年 才 找到 第 6 个 ,其 后 10 年 间 
又 发 现 了 20 个 , 共 26 个 散在 单 群 .到 这 时 候 , 问 题 是 ;是 否 所 有 
单 群 均 已 找到 ,也 就 是 有 限 单 群 的 分 类 已 经 完成 了 吗 ? 证 明 这 
点 经 历 了 漫长 的 时 期 .最 早 的 突破 是 一 系列 群 论 性 质 及 表示 论 
的 成 果 ,其 中 包括 1955 年 布 劳 尔 (Richard Brauer, 1901 一 1977) 的 
工作 .第 二 个 突破 是 1963 年 美国 数学 家 费 特 (Walter Feit, 1930 一 

) 和 汤姆 进 证 明 , 除 循环 群 之 外 , 奇 阶 群 都 是 可 解 群 ,这 篇 长 达 
250 页 的 论文 包含 了 极其 丰富 的 信息 .20 世纪 70 年 代 在 群 的 结 
构 研 究 上 有 了 新 的 突破 ,最 终 导致 1981 年 有 限 单 群 分 类 的 彻底 
完成 ,不 过 全 文 需要 15 000 页 以 上 ,这 是 各 国 上 百 位 群 论 专家 通 
力 合作 的 结果 .到 20 世纪 90 年 代 , 有 关 证 明 已 陆续 发 表 , 篇幅 
也 大 大 缩减 了 . 
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1.1.2 域 论 


从 算术 开始 ,人 们 就 知道 有 理 数 经 加 、 减 乘除 之 后 仍 为 有 
理 数 ,并 满足 通常 的 交换 律 .结合 律 .分配 律 等 公理 ,也 就 是 所 有 
有 理 数 构成 现在 所 说 的 “ 域 ”. 不 过 长 期 以 来 ,人 们 并 不 从 集合 的 
角度 来 对 有 理 数 进行 整体 考虑 ,也 不 用 公理 定义 ,更 没有 抽象 域 
的 观念 ,这 三 步 都 完成 已 是 19 世纪 末 20 世纪 初 的 事 了 . 

最 早 引 进 具体 域 概念 的 是 阿 贝尔 和 伽 罗 华 , 他们 在 研究 方 
程 论 时 有 复数 域 的 子 域 概念 ,其 中 都 包含 有 理 数 域 , 但 没有 用 专 
门 术 语 来 表达 . 伽 罗 华 还 有 对 已 知 量 的 “ 域 "添加 一 个 新 量 构成 
新 域 的 想法 . 

第 一 个 新 的 域 是 1830 年 佑 罗 华 构造 的 有 限 域 ,现在 称 之 为 
伽 罗 华 域 ,并 得 出 它 的 许多 性 质 .1855 年 以 后 , 克 洛 耐克 及 戴 德 
金 开始 用 集合 论 的 词 ,如 “区 域 "“ 系 统 "“ 和 集合 "等 ,来 表示 具有 
某 种 共同 性 质 的 元 素 的 集合 ,但 直到 1871 年 戴 德 金 在 狄 利克 雷 
的 《数论 讲义 ) 第 2 版 的 附录 XX 中 , 才 引 进 “ 体 ”的 概念 , 它 并 不 是 
现在 的 抽象 域 而 是 复数 域 的 子 域 ,是 一 种 特殊 的 数 域 .不 过 ,在 
当时 它 已 经 足够 普遍 ,可 以 涵盖 所 有 的 代数 数 域 了 .19 世纪 末 
已 经 知道 有 理 数 域 、 实 数 域 复 数 域 .代数 数 域 一 个 变 元 或 多 个 
变 元 的 代数 函数 域 . 除 此 之 外 ,德国 数学 家 享 塞 尔 又 引进 p 进 
域 ,并 在 1908 年 出 版 的 《代数 数论 》 中 详细 地 加 以 阐述 ,按照 享 
塞 尔 自己 的 说 法 ,p 进 数 是 他 多 年 思考 的 结果 ,最 早 可 追溯 到 
1893 年 ,他 受到 来 自 函 数论 的 启发 : 黎 曼 曲面 上 一 个 亚 纯 函 数 
可 以 在 一 点 的 邻 域 展开 成 单 值 化 参数 的 宪 级 数 . 当时 许多 人 都 
知道 代数 数 域 与 代数 函数 域 的 类 似 性 ,所 以 他 就 考虑 对 代数 数 
域 是 否 可 以 得 到 相应 的 展开 . 1899 年 他 第 一 次 发 表 一 个 摘要 ， 
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1900 年 发 表 详 细 论文 ,主要 是 对 每 个 代数 数 域 上 中 的 元 素 给 出 
对 应 的 一 个 形式 和 屿 awph. 1904 年 他 向 前 迈进 了 一 大 步 , 把 有 理 
数 域 0, 扩张 成 包含 所 有 这 种 形式 和 的 集合 ,而 不 管 形式 和 是 
否 对 应 一 个 有 理 数 .通过 对 形式 和 定义 四 则 运算 ,从 而 构成 一 个 
p 进 域 ,而 且 他 还 进一步 研究 它 的 代数 扩张 以 及 其 中 的 整数 环 ， 
这 样 他 就 建立 了 一 套 全 新 的 理论 . 

对 于 有 限 域 , 1893 年 莫 尔 证 明 ,每 个 有 限 域 均 为 素 酸 阶 的 . 
1905 年 魏 德 本 (Joseph Henry Maclagan Wedderbum, 1882 一 1948) 及 
狄 克 进 分 别 独立 证 明 ,有 限 域 一 定 是 乘法 可 交换 的 . 

在 群 的 公理 化 的 影响 下 ,H: 韦 伯 在 1893 年 首先 提出 域 的 公 
理 系统 ,其 后 狄 克 逊 和 享 廷 顿 在 1902 一 1905 年 分 别 独立 给 出 域 
的 公理 系统 .在 H' 韦 伯 及 享 塞 尔 等 人 的 工作 的 影响 下 ,德国 数 
学 家 史 坦 尼 芯 (Ermst Steinitz, 1871 一 1928) 在 1910 年 发 表 论 文 , 系 
统 地 奠定 了 抽象 域 论 的 基础 .他 引进 域 的 特征 观念 ,把 域 按照 特 
征 进行 分 类 ,特征 为 0 的 域 都 含有 有 理 数 域 为 其 子 域 ,而 特征 为 
p 的 域 都 含有 有 限 域 为 其 子 域 ,它们 是 素 域 .他 认为 ,抽象 域 论 
的 主要 问题 是 研究 域 的 扩张 问题 . 域 的 扩张 分 为 两 类 :一 类 是 代 
数 扩 张 ,一 类 是 超越 扩张 .为 了 细致 地 进行 研究 ,他 引进 有 限 扩 
张 及 扩张 次 数 的 概念 ,还 引进 可 分 扩张 .不 可 分 扩张 以 及 完全 域 
的 概念 .他 仿照 代数 学 基本 定理 引进 代数 闭 包 的 概念 ,证 明 域 论 
基本 定理 :对 于 任意 域 , 总 存在 的 代数 扩张 有 是 代数 封闭 
的 , 即 任意 域 的 代数 闭 包 存在 且 惟 一 , 史 坦 尼 茨 的 抽象 域 论 已 成 
为 抽象 代数 学 的 重要 组 成 部 分 ,也 标志 着 代数 域 论 基 本 建成 .但 
是 ,除了 有 限 域 .有 理 数 域 及 其 代数 扩张 之 外 ,其 他 域 还 具有 其 
他 的 复杂 结构 .因此 ,1910 年 以 后 域 论 又 有 了 新 的 方向 , 主要 是 
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峰值 论 以 及 更 一 般 的 拓扑 域 ` 有 序 域 以 及 微分 域 的 研究 . 以 实数 
域 为 例 , 实 数 域 具有 三 种 结构 , 即 作 为 域 的 代数 结构 ,全 序 结构 
以 及 拓扑 结构 ,而 且 三 者 具有 相 容 关系 .但 复数 域 就 没有 自然 的 
全 序 结构 ,不 过 可 以 赋值 ,也 就 是 每 个 元 素 可 取 绝 对 值 ,而 绝对 
值 满足 阿 基 米 德 公理 . p 进 数 域 也 可 以 赋值 ,但 是 赋值 不 满足 阿 
基 米 德 公理 , 因此 被 称 为 非 阿 基 米 德 赋值 . 从 1904 年 开始 ,到 
1912 一 1913 年 库 尔 夏 克 (Jozsef Kiirschak, 1864 一 1933) 和 奥 斯 特 
洛 夫 斯 基 (Alexander Ostrowski, 1893 一 1986) 分别 建立 赋值 论 ,只 
有 不 到 10 年 的 时 间 . 到 20 世纪 30 年 代 , 一 般 赋 值 论 建立 起 来 ， 
而 且 其 基本 定理 也 获得 证 明 . 


1.1.3 交换 环 论 


交换 环 是 具有 乘法 的 交换 群 , 它 对 于 乘法 也 是 封闭 的 ,并 且 
乘法 满足 交换 律 ab = 如 .交换 环 的 具体 原型 是 有 理 整 数 环 及 多 
项 式 环 . 当然 , 域 也 是 一 种 特殊 的 环 ,一 般 的 环 的 元 素 对 于 乘法 
不 一 乍 有 逆 元 . 环 中 具有 逆 元 的 所 有 元 素 被 称 为 可 逆 元 ,也 称 之 
为 单位 或 单元 . 交换 环 论 最 早 来 源 于 代数 整数 环 , 从 1831 年 高 
斯 引进 复 整数 时 开始 ,其 后 有 二 次 代数 整数 环 及 分 圆 整数 环 .对 
于 这 些 环 ,主要 问题 是 代数 整数 的 因子 分 解 问题 ,由 于 因子 不 惟 
一 分 解 的 情形 普遍 存在 ,于 是 库 默 尔 引 进 理想 数 . 1870 年 戴 德 
金 引 进 模 的 概念 ,而 其 特殊 情形 就 是 理想 ,从 此 理想 理论 诞生 . 
戴 德 金 的 理想 已 经 明确 是 一 种 集合 ,而 且 同 数 一 样 成 为 计算 的 
对 象 ,这 种 计算 不 仅 有 和 集合 论 的 (如 交 ), 而 且 有 代数 的 (如 和 及 
积 ). 理 想 论 的 主要 问题 是 把 理想 分 解 为 素 理 想 的 乘积 . 克 洛 耐 
克 把 相当 于 代数 整数 环 的 集合 称 为 序 环 ,在 其 上 建立 了 除 子 理 
论 . 这 构成 了 一 维 交换 代数 的 基础 . 而 代数 几何 则 构成 “高 维 " 交 
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换代 数 的 基础 ,特别 是 希 尔 伯 特 证 明 的 基 定理 及 零点 定理 .这 时 
交换 环 论 可 以 说 还 是 具体 的 :一 方面 是 复数 域 上 的 多 项 式 环 及 
其 理想 理论 , 另 一 方面 还 没有 从 域 的 观念 中 摆脱 出 来 而 成 为 环 
的 理论 .这 是 由 于 它们 来 自 具 体 的 数学 对 象 一 一 代数 数论 .代数 
函数 论 ,代数 几何 和 不 变 式 论 等 的 不 同 分 支 .这 种 具体 的 交换 代 
数 的 结构 理论 由 腊 斯 克 所 发 展 ,他 在 1905 年 引进 准 素 理想 概 
念 ,提出 准 素 分 解 . 1913 年 麦 考 菜 曾 考虑 分 解 的 惟一 性 问题 . 而 
摆脱 上 面 的 具体 限制 真正 迈 和 抽象 交换 环 论 的 是 下" 诺 特 ,她 在 
1921 年 完成 了 对 于 抽象 环 特别 是 诺 特 环 的 公理 刻画 , 即 理想 的 
升 链条 件 , 证 明 它 等 价 于 有 限 基 条 件 及 极 大 条 件 ,而且 证 明 一 般 
形式 的 准 素 分 解 定理 .1926 年 她 把 代数 数 域 及 代数 函数 域 的 整 
数 环 ,通过 五 条 公理 进行 刻画 , 称 之 为 五 公理 环 , 即 后 来 的 戴 德 
金 环 ,并 证 明 惟 一 素 因子 分 解 定理 .这 两 项 工作 完成 了 抽象 交换 
环 论 的 建立 .其 后 抽象 交换 环 沿 着 多 个 方向 发 展 ,一 是 建立 不 变 
量 理论 与 结构 理论 ,如 维 数 及 局 部 环 理论 ,一 是 建立 表示 理论 ， 
导致 同调 代数 的 发 展 .更 重要 的 则 是 逐步 几何 化 ,并 与 抽象 代数 
几何 融合 在 一 起 . 


1.1.4 环 论 


(1) 从 四 元 数 到 超 复数 系 . 

到 了 1830 年 左右 ,人 们 对 于 复数 有 了 比较 清楚 的 认识 , 它 
们 也 满足 人 们 所 熟悉 的 有 理 数 的 加 \ 减 , 乘 、 除 等 性 质 .由 于 人 们 
生活 在 三 维 空间 中 ,所 以 哈密 尔 顿 希望 能 找到 一 个 三 元 数 ,也 具 
有 普通 实数 和 复数 的 性 质 . 如 果 能 找到 这 样 的 数 ,那么 表示 物理 
学 中 的 速度 和 力 以 及 空间 的 坐标 就 非常 方便 了 . 

哈密 尔 顿 的 出 发 点 是 复数 .他 虽然 知道 并 且 使 用 过 复数 的 
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几何 表示 ,但 他 还 是 愿意 把 复数 a + bi 表示 成 数 对 . 他 向 自己 
提出 的 任务 就 是 寻找 类 似 于 复数 乘法 的 三 重 数 (e, bc) 的 乘 
法 ,也 就 是 要 求 
(a+bitcj)(x + yi+ zj) 
仍然 是 一 个 向 量 ,并 且 满 足 : 
可 以 逐 项 相 乘 ; 
@ 积 向 量 的 长 度 等 于 因子 向 量 的 长 度 之 积 . 他称 这 个 规律 
为 “ 模 律 ”(law of the moduli) . 
为 此 ,他 曾经 尝试 过 各 种 情形 ,至 少 复数 情形 应 满足 模 律 ， 
因此 必须 假定 
和 = -1, 
同样 ,必须 令 
j= -1. 
那么 语 与 六 有 什么 关系 呢 ” 他 试 过 滞 = 1 或 ij= - 1, 结果 乘积 
系数 的 平方 总 不 等 于 
(a +b +e)(x +y +2). 
他 又 试 过 ij= 0, 也 不 行 ,经 过 长 期 反复 思考 ,始终 未 能 成 功 . 
1843 年 10 月 16 日 , 当 哈密 尔 顿 和 夫人 在 都 柏林 散步 时 ,他 
突然 产后 了 灵感 ,于 是 四 元 数 就 降临 了 人 志 . 实 际 上 ,他 发 党 满 
足 所 有 普通 运算 规律 的 三 元 数 是 不 存在 的 ,所 以 新 的 数 至 少 要 
包含 四 个 分 量 . 他 当时 想到 的 就 是 :除了 复数 单位 i 之 外 ,还 要 
加 上 两 个 新 的 虚数 单位 j,k, 而且 i,j,k 之 间 要 满足 一 些 基 本 的 
方程 .他 于 是 就 拿 出 笔记 本 , 记 下 所 想到 的 基本 方程 ,这 就 是 
j=k= -ji, 
下 =i1= 一 kj， 
ki = j = 一 认 ， 
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这 ==k =ik= 一 1. 
他 发 现 ,四 元 数 可 以 像 复数 一 样 ,表示 为 a + bi+ cj+ dk 
的 形式 ,四 元 数 之 间 可 以 进行 加 , 减 , 乘 、 除 ,而 且 满足 加 法 交换 
律 .加 法 结合 律 .乘法 结合 律 和 分 配 律 ,惟一 美中不足 的 是 乘法 
不 能 满足 交换 律 , 所 以 它 和 复数 相差 并 不 太 多 ,而 且 它 还 满足 模 
律 . 
哈密 尔 顿 对 他 的 四 元 数 热情 极 高 ,他 相信 四 元 数 和 微 积分 
同等 重要 ,会 成 为 数学 .物理 中 的 重要 工具 . 他 本 人 也 把 四 元 数 
应 用 到 几何 学 .电学 和 力学 上 . 但 是 四 元 数 的 使 用 仍然 有 阻力 ， 
就 是 因为 乘法 不 满足 交换 律 ,在 运算 上 也 很 不 方便 .虽然 有 一 些 
人 支持 四 元 数 ,但 是 随 着 向 量 的 出 现 ,四 元 数 的 地 位 大 大 地 削弱 
了 .然而 ,四 元 数 却 给 代数 学 开辟 了 一 个 新 的 方向 ,也 就 是 对 于 
超 复数 的 研究 , 即 包含 n 个 分 量 的 “ 数 "或 称 n 元 数 ,这 种 研究 
自从 四 元 数 出 现 之 后 就 开始 了 . 
实际 上 ,哈密 尔 顿 在 发 现 四 元 数 的 次 日 ,就 把 结果 告诉 他 的 
朋友 格雷 夫 斯 (John Graves) ,格雷 夫 斯 到 同年 12 月 已 经 找到 了 
由 8 个 基本 元 素 
1,i,j, k,l,m,n,o 
构成 的 数 , 称 之 为 八 元 数 (octonions) ,格雷 夫 斯 定义 其 乘法 如 下 : 
?=7=R=P=m=r=0=-1, 
i=jk=lm=on= -kj= -m= -no 
j=ki=ln=mo= -k= -nl= -om， 
k=ij=lo=nm= -ji= -ol= ~ mn, 
l=m=n=ok= -im= -jn= -ko, 
m=il=o=kn= -i= -jo= -中 ， 
n=jl=io=mk= -JUJj=-o= -km， 
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o=ni=jm=kl= -in= -m= 一 下 . 
格雷 夫 斯 的 八 元 数 满足 模 律 ,但 正如 哈密 尔 顿 所 指出 的 , 它 连 结 
合 律 也 不 满足 .格雷 夫 斯 的 结果 到 1848 年 才 发 表 , 在 这 之 前 ， 
1845 年 凯 雷 重新 发 现 了 八 元 数 , 它 的 单位 是 1 以 及 ee,e， 
…,ey, 它 们 满足 一 些 方程 .这 种 八 元 数 不 仅 乘法 交换 律 不 成 立 ， 
而 且 乘法 结合 律 也 不 成 立 . 它 实 际 上 就 是 格雷 夫 斯 的 八 元 数 , 因 
为 他 率先 发 表 , 故 后 来 称 之 为 凯 雷 数 . 
顺 着 这 种 思路 下 去 ,格雷 夫 斯 自然 考虑 造 出 十 六 元 数 , 他 多 
次 尝试 ,但 没有 成 功 .正如 哈密 尔 顿 的 三 元 数 一 样 ,这 不 可 能 成 
功 . 
实际 上 ,它们 的 模 律 无 非 是 要 求 
(at+ os+ + a)(bI+ b+ + 62)= eI + c+ + es. 
对 于 满足 这 个 等 式 的 mn, 实际 上 早 就 有 所 研究 .不 过 ,由 于 哈密 
尔 顿 自学 成 才 , 他 并 不 注意 文献 ,什么 也 不 知道 . 
欧 拉 早 就 知道 复数 的 模 律 
(a2+b)(e +d)=(ac- bd) + (ad+ bc). 
欧 拉 在 1748 年 5 月 4 日 致 哥 德 巴赫 的 信 中 给 出 四 个 平方 和 的 
类 似 公式 : 
(ad t+ a?f+ as+ a3)(be+ 6b? + b2+ 43) 
= (aobo — aibi — a2b2 — a3b3) + (aob1 + aibo + a2b3— a302)" 
+ (aob2— aiba+ arbo+ a3b1} + (a0b3+ a1by -ab + asbo), 
实际 上 这 就 是 四 元 数 的 模 律 .他 的 信 经 福 斯 编辑 于 1843 年 在 彼 
得 堡 出 版 , 当然 哈密 尔 顿 并 不 知道 . 
如 果 说 哈密 尔 顿 不 知道 上 述 公式 情 有 可 原 ,可 是 三 元 数 的 
模 律 不 成 立 , 也 就 是 使 得 等 式 


(al+b to)(x ty +a)= w+ 


+ 202 
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成 立 的 a,b,c 及 x,Yy,z 的 双 线 性 函数 如,v,w 不 存在 ,这 已 经 
明白 地 写 在 勒 让 德 的 《数论 》(1830) 中 . 与 八 元 数 对 应 的 8 个 平 
方 和 的 乘积 公式 ,也 早 在 1818 年 由 丹麦 数学 家 德 王 发现 ,并 且 
在 1822 年 发 表 . 

平方 和 的 乘积 公式 对 什么 ”成立 ,直到 1898 年 才 由 胡 尔 维 
茨 完全 定 出 .他 证 明 ,只 有 当 n = 1,2,4,8 时 ,该 公式 才 成 立 . 至 
此 ,要 求 乘法 服从 模 律 的 所 有 情形 均 已 找到 .放宽 这 个 限制 ,还 
是 大 有 可 为 的 . 

哈密 尔 顿 在 他 的 《四 元 数 讲义 》 中 ,也 引进 了 另外 一 种 八 元 
数 ,他 称 之 为 拟 四 元 数 或 双 四 元 数 (biquaterions) ,也 就 是 系数 为 
复数 的 四 元 数 .这 种 四 元 数 有 一 种 奇怪 的 性 质 ,和 以 前 所 有 的 数 
都 不 一 样 , 即 两 个 非 零 的 拟 四 元 数 相 乘 可 以 等 于 零 , 这 在 数学 中 
第 一 次 出 现 非 零 因子 . 

克 里 福 德 于 1873 年 又 引进 了 另外 两 种 类 型 的 超 复数 ,他 也 
称 之 为 双 四 元 数 .他 的 双 四 元 数 等 于 g + wQ ,其 中 gq,0 为 四 元 
数 ,w 与 每 个 实 四 元 数 都 能 交换 , 一 种 双 四 元 数 w? = 0, 另 一 种 
22=1. 后 一 种 双 四 元 数 没有 零 因子 , 而 且 乘 法 也 不 满足 结合 
律 .后 来 他 又 把 他 的 双 四 元 数 加 以 推广 ,成 为 有 2 个 不 同 单元 
的 数 .这 2" 个 单元 由 1,e ,ey,…,e, -1 生成 ,它们 满足 

ef= -leieij= 一 ejei(i¥)). 

这 种 数 后 来 被 称 为 第 一 类 克 里 福 德 代数 . 当 n = 1 时 , 它 是 复 
数 , 当 n=2 时 , 它 是 四 元 数 .而 在 一 般 情况 下 , 它 是 一 个 典型 的 
线性 结合 代数 ,原因 是 它 一 般 不 具有 适当 的 除法 ,因此 与 实数 、 
复数 和 四 元 数 等 有 所 不 同 . 

19 世纪 下 半 叶 ,新 的 超 复 数 系统 大 量 涌现 ,基本 元 素数 目 
相同 的 结合 代数 也 可 能 有 很 多 很 多 ,原因 是 它们 的 乘法 可 以 用 
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不 同 的 方法 来 定义 .1870 年 ,美国 哈佛 大 学 数学 教授 B .皮尔 斯 
(Benjamin Peirce,1809 一 1880) 发 表 一 篇 重要 文章 ,题目 是 《线性 
结合 代数 》. 线 性 的 意思 是 任何 两 个 元 素 的 积 仍然 可 以 分 解 成 为 
某 些 元 素 的 线性 组 合 ,结合 的 意思 是 乘法 满足 结合 律 .在 这 篇 文 
章 中 ,B' 皮 尔 斯 列举 了 大 量 线性 结合 代数 的 实例 ,在 这 些 实例 
的 基础 上 ,他 引进 了 一 些 元 素 的 特殊 性 质 ,一 个 是 星 零 元 素 的 概 
念 , 即 元 素 a 对 于 某 个 整数 ”满足 o" = 0, 一 个 是 寡 等 元 的 概 
念 , 即 元素 a 对 于 茶 个 nn 满足 a" = e. 他 还 证 明 ,一 个 代数 如 果 
在 其 中 至 少 有 一 个 非 老 零 元 , 则 必 具 有 一 个 宕 等 元 .其 后 ,他 的 
儿子 CS 皮尔 斯 (Charles Sanders Peirce, 1839 一 1914) 以 及 于: 
嘉 当 等 对 超 复数 系 (结合 代数 ) 的 结构 进行 了 深入 的 研究 . 原 苏 
联 数学 家 摩 林 (Theodor Molien,1861 一 1941) 在 1900 年 证 明 : 复 数 
域 上 维 数 >2 的 单 (结合 ) 代 数 都 和 复数 域 上 适当 阶 的 矩阵 代数 
同 构 . 美 国 数学 家 魏 德 本 在 1907 年 得 出 结构 定理 :结合 代数 可 
以 分 解 为 军 零 代数 及 半 单 代数 , 半 单 代数 可 以 表 为 单 代 数 的 直 
和 ,而 单 代数 可 以 表 为 域 上 某 个 可 除 代数 的 矩阵 代数 ， 

当时 知道 的 可 除 代 数 ( 即 体 ,除了 零 外 ,每 个 元 素 都 有 乘法 
可 道 元 ,但 乘法 不 一 定 可 交换 ) 只 有 四 元 代数 ,1914 年 狄 克 逊 又 
构造 出 一 些 新 的 可 除 代数 .关于 可 除 代数 的 研究 有 许多 算术 上 
的 困难 ,为 此 EE: 诺 特 引 进 交叉 积 的 概念 ,由 此 ,E: 诺 特等 人 证 明 
了 “ 主 定理 ”: 代 数 数 域 上 任何 有 限 阶 中 心 单 代数 都 是 循环 代数 ， 
所 有 交叉 积 都 是 中 心 单 代数 . 反 过 来 ,中 心 单 代 数 是 否 都 是 交叉 
积 ? 这 直到 1972 年 才 由 以 色 列 数学 家 阿 米 祖 尔 (Shimshon 
Amitzur, 1921 一 1994) 举 出 反例 . 

对 实数 域 上 的 有 限 维 结合 代数 加 以 刻画 的 一 个 基本 定理 是 
弗 罗 宾 尼 乌 斯 在 1878 年 证 明 的 定理 :实数 域 上 的 有 限 维 结合 代 
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数 如 果 没 有 零 因 子 且 满足 交换 律 , 则 只 有 实数 域 及 复数 域 ;如 果 
没有 零 因子 有 旦 不 满足 交换 律 , 则 只 有 四 元 代数 ,这 个 定理 经 历 了 
80 年 才 被 推广 到 实数 域 上 的 有 限 维 非 结 合 代数 .1958 年 克 外 尔 
(Michel Kervaire, 1927 一 “) 和 米尔 诺 (John Milnor, 1931 一 ”) 利 
用 鲍 特 (Raoul Bott,1923 一 ”) 的 拓扑 结果 ,各 自 独立 证 明 实 数 域 
上 的 有 限 维 可 除 代数 只 有 实数 域 .复数 域 .四 元 代数 及 饥 雷 代 
数 . 

(2) 一 般 环 论 . 

一 般 环 理论 对 于 乘法 并 不 要 求 一 定 满足 交换 律 甚至 结合 
律 ,由 此 分 别 得 出 结合 环 理论 及 非 结合 环 理论 .结合 环 理论 是 超 
复数 系 的 直接 推广 , 超 复数 系 可 以 说 是 结合 代数 , 它 并 没有 完全 
摆脱 掉 基 域 .由 代数 到 一 般 环 的 过 渡 是 阿 廷 在 1927 年 完成 的 ， 
他 首先 考虑 满足 降 链条 件 (等 价 于 与 诺 特 极 大 条 件 相 对 立 的 极 
小 条 件 ) 的 环 ( 后 来 这 种 环 被 称 为 阿 廷 环 ) ,并 证 明 相 应 的 魏 德 本 
结构 定理 .1930 年 诺 特 学 派 的 科 特 (Gottfried Ksthe, 1905 一 1989) 
引进 根基 的 概念 ,并 力图 把 根基 理论 推广 到 更 一 般 的 环 上 ,由 此 
开辟 了 结合 环 论 的 未 来 方向 .一 般 结合 环 理论 由 于 不 像 交 换 环 
那样 以 代数 几何 为 背景 , 它 的 发 展 呈 现 出 多 样 性 ,其 中 重要 的 
有 :和 群 代数 ,来 源 于 下 ' 诺 特 把 超 复 数 系 与 群 表示 论 的 结合 ; PI 代 
数 , 它 是 满足 多 项 式 等 式 的 结合 代数 ,与 李 代 数 及 群 论 的 伯 思 塞 
德 问题 密切 相关 . 非 结 合 环 及 非 结合 代数 的 主要 研究 领域 有 李 
代数 及 约 当 (Pascual Jorqan, 1902 一 1980) 人 代数, 另外 还 有 交错 代 
数 及 宪 结 合 代数 ， 


1.2 一 般 拓 扑 学 
一 般 拓扑 学 来 源 于 对 实数 连续 统 及 实数 集合 结构 的 研究 . 
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1873 年 G: 康 托 尔 开始 对 欧 氏 空间 中 的 点 集 进行 系统 研究 ,已 经 
有 一 些 属于 拓扑 学 的 概念 ,如 聚 点 (极限 点 ). 开 集 . 闭 集 、 笛 密 
性 .连通 性 以 及 维 数 等 .19 世纪 80 年 代 意 大 利 数学 家 已 经 有 函 
数 集合 和 曲线 集合 以 及 其 上 泛 函 的 概念 .1883 年 G. 康 托 尔 虽然 
引进 一 般 集 合 论 ,但 19 世纪 考虑 的 主要 集合 实际 上 是 函数 集合 
和 曲线 集合 两 类 ,而 对 其 上 的 拓扑 研究 并 没有 深入 开展 . 

最 早 研究 抽象 拓扑 空间 的 是 法 国 数学 家 弗 瑞 歇 (Maurice 
Frechet,1878 一 1973) ,他 由 极限 观念 定义 拓扑 .1904 年 他 引进 列 
紧 的 概念 ,1906 年 他 定义 列 紧 空 间 及 度量 空间 (或 距离 空间 )， 
他 的 主要 目的 是 研究 泛 函 分 析 ,因此 ,他 主要 是 以 函数 空间 为 背 
景 的 ,他 的 定义 仍 有 局 限 性 .真正 一 般 拓 扑 的 创造 者 是 德国 数学 
家 宸 斯 道夫 ,他 在 1914 年 出 版 的 《集合 论 大 网 》( Grundzilge der 
Mengenlehre ) 中 通过 邻 域 的 概念 ,建立 了 拓扑 空间 的 完整 理论 . 
所 谓 在 一 个 集合 上 给 定 拓扑 ,就 是 对 E 中 每 个 元 素 x, 均 对 
应 一 族 子 集 ,被 称 为 其 邻 域 ,满足 四 个 条 件 .这 样 他 定义 了 相 
当 一 般 的 一 类 拓扑 空间 一 一 豪 斯 道夫 空间 .在 他 之 前 , 希 尔 伯 特 
在 1902 年 对 于 平面 引进 过 邻 域 的 概念 .后 来 ,外 尔 在 1913 年 把 
它 推广 到 黎 曼 面 上 , 豪 斯 道夫 则 对 之 进行 一 般 的 推广 . 

从 豪 斯 道夫 的 概念 出 发 ,可 以 定义 拓扑 学 的 许多 基本 概念 ， 
如 开 集 . 闭 集 . 紧 致 性 .连通 性 .分离 性 以 及 连续 映射 . 同 胚 等 ,这 
样 , 一 般 拓扑 学 的 理论 框架 基本 上 建立 起 来 . 

20 世纪 20 年 代 , 一 般 拓 扑 学 在 原 苏 联 和 波兰 取得 进一步 
的 发 展 ,特别 是 通过 开 集 . 闭 集 直接 定义 拓扑 空间 ,并 且 得 出 其 
种 种 性 质 . 另 一 方面 ,对 于 拓扑 不 变量 一 一 维 数 , 也 有 了 精确 的 
定义 及 深入 的 研究 ,这样 曲线 就 有 了 明确 的 定义 ， 

20 世纪 30 年代, 布尔 巴 基 学 派对 一 般 拓 扑 学 进行 整理 及 
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补充 ,引进 滤 .一致 性 结构 以 及 仿 紧 性 等 概念 ,理论 基础 趋 于 成 
熟 ,构成 第 二 次 世界 大 战 以 后 数学 研究 的 坚实 基础 ， 


1.3 测度 与 积分 理论 


正如 康 托 尔 集合 论 由 实数 连续 统 到 点 集 论 再 到 一 般 集 合 
论 ,拓扑 学 由 点 集 拓 扑 学 到 一 般 拓 扑 学 ,测度 论 也 由 实数 点 集 的 
测度 到 一 般 点 集 的 测度 再 到 一 般 测 度 论 . 

测度 是 长 度 ,面积 .体积 概念 的 推广 .在 微 积 分 中 ,测度 是 与 
积分 联系 在 一 起 的 ,在 过 去 , 函数 的 图 象 与 坐标 轴 围 成 的 面积 就 
是 函数 的 积分 .这 里 连续 函数 的 积分 是 第 一 位 的 ,测度 是 第 二 位 
的 .但 是 当 点 集 很 复杂 时 ,函数 也 就 不 连续 了 .这 时 便 无 法 定义 
积分 .对 于 这 样 的 一 般 问 题 , 勒 贝 格 走出 了 自己 的 路 .他 在 他 的 
博士 论文 (1902) 中 首先 定义 测度 ,然后 定义 积分 . 他 在 确定 点 集 
的 测度 时 ,用 无 穷 个 区 间 序 列 ,而 不 是 有 限 个 区 间 序 列 ,来 覆盖 
这 个 集合 .这 样 就 能 够 定义 某 些 特 殊 集合 的 测度 ,比如 有 理 数 集 
合 的 测度 ,而 这 在 过 去 是 无 法 办 到 的 ,有 了 点 集 的 测度 之 后 ,在 
定义 y= f(x) 的 积分 时 也 不 是 像 过 去 那样 只 把 自 变量 x 的 区 间 
加 以 重 分 ,而 是 把 y 的 区 间 重 分 为 有 限 多 小 区 间 . 由 于 x 轴 上 
集合 的 测度 已 知 ,这 样 就 可 以 求 出 积分 的 上 、 下 界 , 并 可 以 使 上 、 
下 界 之 差 任 意 小 ,从 而 确定 一 定 的 积分 值 .所 有 积分 存在 的 函数 
(不 一 定 限于 连续 函数 ) ,统统 被 称 为 勒 贝 格 可 积 函 数 . 勒 贝 格 测 
度 和 积分 理论 是 现代 分 析 的 基础 ,也 是 泛 函 分 析 中 不 可 缺少 的 
概念 .值得 一 提 的 是 ,意大利 数学 家 维 塔 利 与 英国 数学 家 杨 
(William Henry Young, 1863 一 1942) 在 1904 年 各 自 独立 引进 相当 
于 勒 贝 格 测度 的 测度 概念 .1913 年 拉 东 通过 完全 可 加 集 函 数 ， 
引进 R" 的 拉 东 测度 ,由 此 定义 的 积分 既 包 括 勒 贝 格 积分 ,也 包 
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括 斯 蒂 尔 捷 斯 积分 .至 此 ,无论 是 G' 康 托 尔 . 若 尔 当 、 保 莱 尔 ,还 
是 勒 贝 格 、 拉 东 , 他 们 都 是 在 R* 中 的 点 集 上 定义 测度 ,第 一 个 
考虑 在 抽象 集合 上 定义 积分 的 是 弗 瑞 软 (1915), 这 导致 他 的 所 
谓 一 般 分 析 的 建立 . 而 建立 在 公理 基础 上 的 抽象 测度 论 则 是 
1918 年 由 卡拉 提 奥 多 里 建立 的 . 其 后 ,测度 的 概念 被 推广 到 李 
群 (L1933) 乃 至 一 般 局 部 紧 群 (1938) 以 及 无 穷 维 空间 上 . 


1.4 泛 函 分 析 


泛 消 分 析 是 研究 无 穷 维 抽象 空间 及 其 上 分 析 的 学 科 , 它 建 
筑 在 函数 空间 概念 的 基础 上 .古典 分 析 研 究 实数 集 合 或 复数 集 
合 上 的 函数 运算 及 其 性 质 , 而 泛 函 分 析 则 研究 一 般 集合 ,特别 是 
阴 数 集合 .曲线 集合 上 的 函数 , 泛 函 实际 上 就 是 函数 集合 上 的 函 
数 . 泛 函 分 析 的 发 展 可 分 为 三 个 阶段 . 

第 一 阶段 是 创始 时 期 ,大约 从 19 世纪 80 年 代 到 20 世纪 20 
年 代 . 首 先是 意大利 数学 家 引进 泛 函 演算 ,特别 是 他 们 引进 原始 
泛 孙 以 及 线性 算 子 的 概念 ,后 来 法 国 数 学 家 发 展 了 泛 函 演算 , 特 
别 是 阿达 马 在 1897 年 为 了 研究 偏 微分 方程 而 考虑 了 闭 区 间 
[0,1] 上 的 全 体 连续 函数 所 构成 的 族 .他 发 现 这 些 函 数 构成 一 个 
无 穷 维 线性 空间 ,并 于 1903 年 定义 了 这 个 空间 上 的 函数 , 即 泛 
函 .这 些 还 只 是 具体 的 结果 ， 

法 国 数学 家 弗 瑞 歇 利 用 当时 的 集合 论 观念 把 前 人 的 结果 统 
一 成 为 一 个 抽象 的 理论 ,他 把 它们 的 共同 点 归纳 起 来 并 加 以 推 
广 : 

(1 把 函数 或 曲线 看 成 一 个 集合 或 空间 中 的 点 .不 妨 把 它们 
看 成 一 个 抽象 集合 . 

(2) 点 列 的 极限 概念 也 可 以 推广 ,这 样 就 引出 极限 概念 的 集 
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合 ,他 称 之 为 上 空间 ,这 是 后 来 拓扑 空间 的 萌芽 . 

(3) 集 合 上 可 以 定义 取 值 在 实数 里 的 实 函 数 , 即 泛 函 . 由 于 
有 了 极限 概念 ,就 可 以 定义 泛 函 的 连续 性 . 

(4) 泛 函 可 以 进行 代数 运算 ,也 可 以 进行 分 析 演 算 ,比如 微 
分 .这 样 就 成 为 名 副 其 实 的 泛 函 分 析 了 . 

大 约 与 弗 瑞 歇 同时 , 希 尔 伯 特 对 于 积分 方程 进行 了 系统 的 
研究 .他 在 前 人 的 基础 上 ,认识 到 积分 方程 与 无 穷 多 变 元 线性 方 
程 组 之 间 的 相似 性 ,并 发 现 积分 方程 的 有 解 性 与 无 穷 多 变 元 的 
收敛 性 条 件 有 关 . 这 样 他 实际 上 得 到 了 具体 的 希 尔 伯 特 空间 理 
论 . 抽 象 的 希 尔 伯 特 空间 理论 是 他 的 学 生 施 密 特 得 到 的 .他 引进 
实 的 和 复 的 希 尔 伯 特 空间 的 几何 观念 ,把 函数 看 成 是 平方 可 和 
序列 空间 (了 空间 ) 中 的 点 .1907 年 ,匈牙利 数学 家 黎 斯 等 人 引 
进 勒 贝 格 平方 可 积 函 数 空间 ( 12 空间 ) ,发 现 其 性 质 与 空间 相 
同 .两 个 月 之 后 ,德国 数学 家 费 软 尔 (Ernst Fischer, 1875 一 1959) 
与 黎 斯 证 明 ?了 空间 和 L? 空间 同 构 ,它们 只 不 过 是 同一 种 抽象 
希 尔 伯 特 空间 的 两 种 具体 表现 而 已 .这 也 反映 出 研究 抽象 空间 
的 重要 意义 . 黎 斯 一 费 吹 尔 定理 也 更 清楚 地 表明 积分 理论 和 抽 
象 空间 的 泛 函 之 间 的 紧密 联系 . 拉 东 在 1913 年 , 弗 瑞 软 在 1915 
年 以 及 丹尼尔 (Perey John Daniell, 1889 一 1946) 在 1917 年 都 分 别 
利用 泛 函 分 析 方法 推广 积分 理论 ， 

1910 年 黎 斯 仿照 [2 空间 研究 了 上 空间 (1< p < m ) ,也 就 
是 全 体 p 次 方 可 积 函 数 构成 的 空间 ,后 来 又 研究 了 8 空间 , 它 
们 不 是 希 尔 伯 特 空间 ,而 是 巴 拿 赫 空间 . 他 还 发 现 , IP 上 连续 线 


性 泛 函 的 全 体 构成 一 个 "对 偶 的 ”空间 11, 且 p,q 满足 + 了 - 
1. 这 些 空间 在 研究 偏 微分 方程 方面 是 不 可 缺少 的 工具 . 
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第 二 阶段 从 20 世纪 20 年 代 到 40 年 代 , 泛 函 分 析 正 式 发 展 
成 为 一 门 学 科 . 在 两 次 世界 大 战 之 间 ,波兰 数学 家 在 泛 函 分 析 及 
拓扑 学 等 方面 取得 了 重要 的 成 就 ,引起 全 世界 数学 家 的 注目 .其 
中 最 杰出 的 是 巴 拿 替 , 他 进一步 把 希 尔 伯 特 空间 推广 成 巴 拿 替 
空间 ,用 公理 加 以 刻画 ,形成 了 系统 的 理论 ,他 在 1932 年 出 版 的 
《线性 算 子 论 ) 一 书 , 统 一 了 当时 泛 孙 分析 的 众多 成 果 , 成 为 泛 函 
分 析 的 第 一 本 经 典 著作 .这 时 泛 函 分 析 不 仅 在 理论 上 较 完备 ,而 
旦 在 古典 分 析 的 应 用 上 起 着 举足轻重 的 作用 .其 中 ,特别 是 波兰 
数学 家 肖 德 尔 (Juliusz Pawel Szauder, 1899 一 1943) 和 法 国 数学 家 
勒 瑞 (Jean Leray,1906 一 “) 的 不 动 点 理论 ,是 现代 偏 微分 方程 理 
论 的 重要 工具 .他们 把 微分 方程 的 解 看 成 巴 拿 赫 空间 到 自身 映 
射 的 不 动 点 ,并 得 出 了 基本 定理 ,这 是 现代 非 线 性 泛 函 分 析 的 出 
发 点 . 

1926 年 汉 :' 诺 伊 曼 来 到 格 廷 根 大 学 ,他 把 希 尔 伯 特 空间 公 
理化 ,并 把 量子 力学 的 数学 基础 建立 在 泛 函 分 析 之 上 .他 吸收 抽 
象 代数 的 思想 ,把 希 尔 伯 特 空间 的 有 界线 性 算 子 组 成 代数 ,开拓 
了 算 子 代数 的 新 分 支 . 他 在 20 世纪 30 年 代 的 几 篇 文章 中 对 于 
所 谓 冯 ' 诺 伊 曼 代 数 的 因子 进行 了 相当 完满 的 分 类 ,其 遗留 的 一 
些 问 题 直到 20 世纪 70 年 代 才 完全 解决 . 

20 世纪 30 年 代 末 ,波兰 数学 家 马祖 尔 (Stanislaw Mazur， 
1905 一 1981) 与 原 苏 联 数学 家 格 尔 范 德 (Israel Gelfand,1913 一 ) 
发 展 巴 拿 赫 代数 理论 ,而 且 通 过 抽象 方法 轻而易举 地 证 明了 证 
典 分 析 中 的 大 定理 .这 显示 了 泛 函 分 析 方 法 的 威力 ,也 论证 了 泛 
孙 分 析 独 立 存在 的 价值 . 

第 三 阶段 是 泛 函 分 析 的 成 熟 阶段 .从 20 世纪 40 年 代 起 , 泛 
函 分 析 在 各 方面 都 取得 突飞猛进 的 发 展 .法 国 数学 家 施 瓦 兹 
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(Laurent Schwartz,1915 一 ”) 系 统 地 发 展 了 广义 函数 论 , 它 现在 
已 成 为 数学 中 不 可 缺少 的 重要 工具 , 它 的 前 身 就 是 狄 拉 克 (Paul 
Adrien Maurice Dirac,1902 一 1984) 量 子 力学 中 引进 的 6 函数 .20 
世纪 30 一 40 年 代 , 美 国 数学 家 希 尔 (Finar Hille, 1894 一 1980) 与 
日 本 数学 家 吉田 耕作 (Yosida Kosaku,1909 一 1990) 发 展 了 半 群 理 
论 , 成 为 泛 函 分 析 中 的 一 个 具有 很 大 应 用 价值 的 重要 分 支 .- 


1.5 代数 拓扑 学 


组 合 拓 扑 学 的 思想 可 以 追溯 到 莱 布 尼 芯 ,他 在 1679 年 提出 
位 置 几何 学 , 它 直接 对 位 置 关系 进行 研究 ,而 不 涉及 坐标 ,也 不 
考虑 度量 .1736 年 欧 拉 解 决 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ,标志 着 组 合 
拓扑 学 的 开端 , 哥 尼斯 堡 是 东 普鲁士 的 首府 , 普 雷 格 尔 河 横贯 其 
中 ,其 上 有 七 座 桥 , 如 图 11 所 示 ,七 桥 问题 是 问 我 们 散步 时 能 否 
经 过 每 一 座 桥 ,而 且 每 座 桥 只 经 过 一 次 . 欧 拉 在 1736 年 用 组 合 
方法 证 明 这 办 不 到 .这 是 用 "组 合 的 "方法 解决 的 第 一 个 具有 拓 


扑 性 质 的 问题 . 


EX 克 内 竺 夫 岛 
Ne 才 意 格外 阿 


图 11 
组 合 拓扑 学 的 第 一 个 重要 定理 是 欧 拉 公式 , 即 实心 多 面体 
的 顶点 数 了 , 棱 数 忆 与 面 数 已 之 间 总 有 关系 


654 近代 数学 史 


V-E+F=2. 

Y- 五 + 天 可 以 说 是 拓扑 不 变量 欧 拉 一 庞 加 菜 示 性 数 的 初始 形 
式 . 据 数 学 史 研 究 ,第 卡尔 在 1638 年 已 提出 过 类 似 的 公式 .这 个 
公式 在 1813 年 由 柯 西 推广 到 空心 的 多 面体 ,并 提出 相应 的 改动 
公式 . 

1833 年 ,高 斯 用 线 积分 定义 空间 中 曲线 的 环绕 数 ,这 是 第 
一 个 用 分 析 方 法 表示 的 拓扑 不 变量 . 1847 年 ,德国 物理 学 家 李 
斯 语 写 的 《拓扑 学 引 论 》 出 版 ,这 是 最 早出 现 “ 拓 扑 ” 这 个 词 的 文 
献 .实际 上 ,他 在 1836 年 已 用 这 个 词 来 代替 位 置 几何 学 ,以 免 同 
通用 的 射影 几何 学 相 混淆 .此 外 ,他 和 莫 比 乌 斯 各 自 独 立 发 现 了 
单 侧 曲面 一 一 莫 比 乌 斯 带 . 

1852 年 ,四 色 猜 想 也 被 提出 来 了 . 所 谓 四 色 猜 想 ,就 是 在 平 
面 或 球面 上 绘制 世界 (或 全 国 ) 地 图 时 ,如果 使 得 相 邻 的 国家 (或 
地 区 ) 能 涂 上 不 同 的 颜色 来 加 以 区 别 , 问 最 少 需要 使 用 多 少 种 颜 
色 . 这 是 1852 年 法 朗 西 斯 " 格 思 瑞 (Francis Guthrie, 1831 一 1899) 
在 写 给 他 的 弟弟 弗 雷 德里 克 ' 格 思 瑞 (Frederik Guthrie) 的 一 封 信 
中 首先 提出 来 的 ,他 问 是 否 能 从 数学 上 证 明 . 弗 雷 德里 克 ' 格 思 
瑞 问 他 的 老师 德 :摩根 ,但 德 :摩根 只 能 证 明 : 不 可 能 把 五 个 国家 
排 成 这 样 ,使 得 每 一 国 和 其 他 四 国都 相 邻 ,但 这 并 非 四 色 猜 想 . 
1879 年 肯 普 (Alfred Bray Kempe, 1849 一 1922) 声称 他 得 到 证 明 . 
1890 年 海 沃 德 (P.J. Heawood, 1861 一 19$$) 指 出 其 中 有 错 , 但 可 
以 证 明 五 色 足 够 了 .这 个 猜想 最 终 在 1976 年 借助 于 计算 机 的 帮 
助 才 得 到 证 明 . 

从 莱 布 尼 芯 . 欧 拉 到 庞 加 菜 , 可 以 说 是 组 合 拓扑 学 的 前 史 时 
期 . 黎 曼 之 前 的 时 期 ,可 以 说 是 无 意识 时 期 ,他 们 在 研究 过 程 中 
并 没有 抓 住 拓 扑 学 的 精 钥 , 即 在 连续 变换 之 下 的 不 变性 问题 . 黎 
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曼 首先 有 意识 地 把 拓扑 观点 引入 分 析 的 研究 .他 强调 ,要 研究 函 
数 , 就 不 可 避免 地 需要 位 置 分 析 的 一 些 定理 .实际 上 这 是 观点 上 
的 突破 .在 他 之 前 , 柯 西 的 围 道 积 分 与 留 数 定理 ,电动 力学 的 高 
斯 积分 定理 以 及 高 斯 一 邦 内 公式 ,都 包含 着 拓扑 不 变性 的 观念 ， 
但 是 没有 得 到 明确 确认 . 黎 曼 之 后 ,数学 家 才 对 拓扑 不 变 的 性 质 
予以 特别 注意 ,特别 是 莫 比 乌 斯 在 1863 年 明确 指出 ,在 拓扑 对 
应 和 点 的 一 一 对 应 之 下 ,邻近 的 点 对 应 邻近 的 点 ,而 这 正 是 拓扑 
对 应 的 实质 . 

19 世纪 中 叶 , 黎 曼 在 函数 论 的 研究 中 贯穿 着 拓扑 的 思想 ， 
对 后 来 拓扑 学 乃至 整个 数学 的 发 展 有 着 重要 意义 .他 提出 黎 曼 
面 的 构造 ,并 解决 了 闭 定 向 曲面 的 同 胚 分 类 问题 .在 几何 学 的 研 
究 中 ,他 明确 提出 n 维 流 形 的 观念 .在 他 的 影响 下 ,意大利 数学 
家 贝蒂 提出 后 来 被 称 为 贝蒂 数 的 概念 .其 后 ,关于 曲面 的 定向 问 
题 又 有 许多 研究 . 克 菜 因 证 明 射 影 平 面 不 可 定向 ,并 在 1882 年 
举 出 克 菜 因 瓶 ,证明 它 不 可 蔡 入 在 三 维 欧 氏 空间 中 . 

使 组 合 拓扑 学 成 为 一 个 重要 的 数学 分 支 的 是 庞 加 菜 .他 在 
1881 一 1886 年 的 微分 方程 定性 理论 以 及 后 来 的 天 体力 学 的 研究 
中 ,都 有 意识 地 发 展 拓扑 的 思想 .他 从 1892 年 起 对 拓扑 学 开始 
进行 系统 的 研究 .在 1895 一 1904 年 发 表 的 关于 位 置 分 析 的 6 篇 
论文 中 ,他 创造 了 组 合 拓扑 学 的 基本 方法 ,并 引进 重要 的 不 变 
量 .同调 及 贝蒂 数 、 基 本 群 . 挠 系数 ,还 进行 具体 计算 .他 还 证 明 
了 庞 加 荣 对 偶 定理 的 最 初 形式 .1904 年 他 提出 了 著名 的 庞 加 莱 
猜想 , 即 单 连通 的 闭 (定向 ) 三 维 流 形 同 胚 于 球面 .这 个 猜想 至 今 
未 得 到 证 明 . 庞 加 莱 推 测 ,将 贝蒂 数 . 挠 系数 .基本 群 加 在 一 起 ， 
说 不 定 可 以 完全 解决 流 形 的 同 胚 分 类 问题 ,也 就 是 说 ,如 果 两 个 
流 形 的 两 组 不 变量 对 应 相等 ,那么 这 两 个 流 形 同 胚 .1919 年 亚 
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历 山 大 (James Waddell Alexander, 1888 一 1971 ) 创 造 出 透镜 空间 ， 
并 举 出 两 个 透镜 空间 ,其 贝蒂 数 、 挠 系数 及 基本 群 都 对 应 相等 ， 
但 它们 不 同 胚 .其 后 ,数学 家 又 引进 各 种 群 、 环 、 代 数 等 更 为 精致 
的 拓扑 不 变量 . 

来 源 于 实践 的 纽 结 理论 到 现在 仍 是 拓扑 学 研究 的 一 大 热 
门 .19 世纪 已 经 对 简单 的 纽 结 进行 分 类 , 研究 最 多 的 是 英国 物 
理学 家 台 特 ,他 由 物理 学 中 的 以 太 的 涡 旋 模型 出 发 ,开始 对 纽 结 
进行 分 类 .他 把 纽 结 投 影 到 平面 上 ,产生 一 些 结 点 ,由 此 他 把 结 
点 数 为 9 以 下 的 纽 结 列表 分 类 .其 后 ,英国 数学 家 李 特 尔 (John 
A.Little) 又 加 以 扩充 及 补充 .1928 年 亚历山大 得 到 最 重要 的 纽 


年 新 西 兰 数学 家 琼斯 (Vaughan Jones,1953 一 ) 得 出 新 的 不 变 
量 ,不 仅 大 大 推进 了 纽 结 理论 ,而且 使 之 进入 数学 和 物理 大 统一 
理论 的 核心 . 

荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 继 庞 加 莱 之 后 对 拓扑 学 做 出 了 突出 贡 
献 . 他 开创 了 不 动 点 理论 ,创造 出 单纯 盘 近 方法 来 证 明 维 数 的 拓 
扑 不 变性 ,还 确立 了 组 合流 形 的 概念 .1915 年 亚历山大 证 明了 
贝蒂 数 及 挠 系数 的 拓扑 不 变性 . 

对 偶 定理 是 揭示 拓扑 不 变量 之 间 关 系 的 重要 方面 .1922 年 
亚历山大 证 明 亚 历 山大 对 偶 定理 ,是 对 庞 加 莱 对 偶 定 理 的 重要 
补充 及 发 展 .1930 年 , 莱 夫 谢 兹 证 明 莱 夫 谢 兹 对 偶 定 理 , 上 述 两 
个 对 偶 定 理 为 其 特殊 情形 . 

对 基本 的 拓扑 不 变量 加 以 改造 ， 早 在 1 1908 年 梯 茨 的 文章 中 
已 经 开始 ,他 和 其 他 人 开始 考虑 整数 以 外 的 系数 ,如 模 2 的 系数 
及 有 理 数 .1926 年 亚历山大 引进 Z, 系数 . 1925 一 1926 年 ,EE* 诺 
特 在 同 亚 历 山大 洛 夫 (Pavel Sergeevich Aleksandrov, 1896 一 1982) 
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等 拓扑 学 家 接触 时 , 曾 建议 把 组 合 拓扑 学 建立 在 群 论 的 基础 上 . 
在 她 的 影响 下 , 浩 普 夫 (Heinz Hopf, 1894 一 1971) 于 1928 年 定义 
同调 群 ,但 EE: 诺 特 的 思想 直到 以 后 才 逐 步 为 大 家 所 了 解 和 接 
受 .1935 年 切 赤 (Edouard Cech, 1893 一 1960) 曾 考虑 将 系数 取 在 
任何 交换 群 中 . 

20 世纪 20 年 代 起 ,数学 家 曾 试图 把 同调 论 从 流 形 逐 步 推 
广 到 更 一 般 的 拓扑 空间 . 先是 维 埃 陶 瑞 斯 (Leopold Vietoris， 
1891 一 “)(1927) 、 亚 历 山大 洛 夫 (1928) 等 人 把 它 推广 到 紧 度 量 
空间 ,继而 切 苏 推 广 到 一 般 拓 扑 空 间 (1932), 即 所 谓 切 赫 同 调 
论 .同时 , 莱 夫 谢 兹 发 展 了 奇异 同调 论 . 这 是 两 个 最 重要 的 同调 
理论 ,它们 在 1944 年 被 公理 化 . 

20 世纪 30 年 代 初 ,由 于 抽象 代数 的 发 展 ,代数 工具 逐步 引 
和 人 拓扑 学 ,拓扑 不 变量 也 从 数 扩大 到 群 \ 环 . 模 等 代数 结构 上 ,从 
而 形成 利用 抽象 代数 方法 研究 拓扑 学 问题 的 代数 拓扑 学 ,代数 
拓扑 学 的 名 称 始 见于 莱 夫 谢 效 在 1942 年 出 版 的 《代数 拓扑 学 》， 
但 其 思想 从 1928 年 浩 普 夫 发 表 关于 同调 群 的 文章 时 起 一 直 在 
不 断 发 展 . 

在 代数 与 几何 的 对 偶 观 念 的 影响 下 ,许多 数学 家 在 20 世纪 
30 年 代 初 提出 同调 群 的 对 偶 观 念 一 -上 同调 群 .除了 同调 群 和 
上 同调 的 加 法 结构 外 ,许多 人 从 各 个 角度 寻找 其 中 的 乘法 结构 . 
莱 夫 谢 效 和 浩 普 夫 在 1930 年 左右 研究 流 形 的 交口 环 ,1935 一 
1938 年 亚历山大 、 切 蔡 、 惠 特 尼 (Hassler Whitney, 1907 一 1989) 等 
人 独立 引进 复 形 的 上 积 ,后 来 才 证 明 同调 不 一 定 有 上 同调 那 种 
自然 的 乘法 (1952). 上 同调 具有 环 的 结构 ,也 有 更 多 的 应 用 . 
1947 年 ,斯 廷 洛 德 (Norman Steenrod, 1910 一 1971) 定 义 了 平方 运 
算 , 后 来 发 展 成 上 同调 运算 的 理论 . 


658 近代 数学 史 


1935 年 代数 拓扑 学 的 另 一 重要 分 支 一 一 同 伦 论 诞生 . 同 伦 
论 给 代数 拓扑 学 带 来 了 方向 性 的 变革 .1895 年 庞 加 莱 定 义 的 基 
本 群 是 第 一 个 同 伦 群 ,其 后 布 劳 威 尔 、 灌 普 夫 等 人 对 于 球面 到 球 
面 的 映射 进行 过 初步 的 研究 ,尤其 是 1931 年 浩 普 夫 映射 的 发 现 
促使 人 们 注意 对 连续 映射 的 研究 .1932 年 , 切 赫 在 国际 数学 家 
大 会 上 定义 了 高 维 同 伦 群 ,但 未 引起 注意 .1933 年 波兰 数学 家 
埠 尔 维 兹 ( Witold Hurewicz, 1904 一 1956) 开 始 对 连续 映射 进行 研 
究 ,在 1935 一 1936 年 发 表 4 篇 论文 ,定义 了 高 维 同 伦 群 并 研究 
了 其 基本 性 质 . 霍 尔 维 兹 还 定义 了 伦 型 的 概念 .由 于 当时 所 知道 
的 大 多 数 拓扑 不 变量 均 为 伦 型 不 变量 ,从 而 使 同 伦 论 的 研究 有 
了 巨大 的 推动 力 . 

由 于 计算 同 伦 群 ,特别 是 球面 同 伦 群 ,刺激 了 整个 拓扑 学 的 
发 展 ,给 拓扑 学 的 宝库 中 添加 了 许多 重要 工具 ,如 纤维 空间 \ 谱 
序列 等 .但 是 由 于 计算 极 难 , 在 1950 年 之 前 ,进展 不 大 ,1950 年 
塞 尔 (Jean-Pierre Sere, 1926 一 ”) 在 同 伦 论 研 究 上 取得 突破 ,证 
明 除了 n=+,n=2r -1 之 外 ,所 有 球面 同 伦 群 x,( 8 ) 均 为 有 限 
群 . 

1958 年 , 鲍 特 利用 莫 尔 斯 理论 证 明 典 型 群 的 稳定 同 伦 群 的 
周期 性 定理 ,从 一 方面 促进 了 理论 的 产生 . 理论 满足 上 同 
调 论 的 7 个 公理 中 的 6 个 ,只 有 维 数 公理 不 成 立 .这 样 它 成 为 第 
一 个 广义 上 同调 理论 .KK 理论 的 产生 解决 了 一 系列 拓扑 学 问题 
(如 球面 向 量 场 问 题 ), 也 推动 了 代数 理论 的 产生 , 其 后 又 产 
生 许多 广义 上 同调 理论 ,如 复 配 边 理论 ,成 为 数学 家 的 有 力 工 
上 其 .它们 给 拓扑 学 乃至 整个 数学 带 来 了 丰富 的 结果 ， 
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1.6 微分 拓扑 学 与 大 范围 分 析 


微分 拓扑 学 是 研究 微分 流 形 和 微分 映射 的 拓扑 学 .微分 流 
形 的 概念 起 源 很 早 , 拉 格 朗 日 . 黎 曼 . 庞 加 莱 都 曾 把 它 当做 研究 
的 对 象 . 外 尔 在 他 的 《 黎 曼 面 的 思想 》(1913) 一 书 中 ,首先 给 一 维 
复 流 形 一 个 内 荀 定 义 , 即 不 依赖 解析 表达 式 及 其 谋 人 的 空间 . 微 
分 流 形 的 一 般 定义 是 惠 特 尼 在 1936 年 给 出 的 ,他 在 1936 年 还 
证 明了 微分 流 形 的 能 人 定理 ,并 在 1944 年 改进 为 较 好 的 形式 ， 
这 是 微分 拓扑 学 的 重要 基本 定理 .大 约 同时 ,他 还 研究 了 关于 微 
分 映射 的 麻 点 理论 . 

随 着 代数 拓扑 学 的 进步 ,微分 拓扑 学 到 20 世纪 50 年 代 突 
飞 猛 进 地 发 展 起 来 . 1953 年 道 姆 (René Thom, 1923 一 2002) 发 表 
关于 配 边 理论 的 研究 ,其 方法 及 结果 大 大 推动 了 数学 的 进展 . 
1956 年 ,米尔 诺 因 发 现 七 维 球面 上 有 不 同 寻 常 的 微分 结构 而 引 
起 又 动 .他 和 克 外 尔 又 对 球面 上 的 微分 结构 进行 详尽 的 研究 ， 
1958 年 , 克 外 尔 发 现存 在 分 段 线性 流 形 不 具有 微分 结构 .1960 
年 ,斯 梅 尔 证 明 五 维 以 上 微分 流 形 的 “广义 " 庞 加 莱 猜 想 ， 

克 外 尔 等 人 的 工作 显示 出 拓扑 流 形 、 分 段 线性 流 形 及 微分 
流 形 三 个 范畴 之 间 的 巨大 差别 .20 世纪 60 年 代 初 ,研究 这 三 大 
范畴 及 其 间 关 系 的 几何 拓扑 学 应 运 而 生 . 

拓扑 流 形 是 否 可 剂 分 , 剖 分 成 的 分 段 线性 结构 是 否 一 样 ( 主 
猜想 ) ,是 拓扑 学 家 早 就 研究 的 问题 . 拉 多 (Tibor Rado, 1895 一 
1965) 在 1925 年 , 莫 伊 斯 (Edwin Evariste Moise,1918 一 ) 在 1952 
年 分 别 对 二 维 流 形 及 三 维 流 形 作出 肯定 证 明 ., 1969 年 克 尔 比 
(Robin Cromwell Kirby,1938 一 ”) 和 基 奔 曼 (Laurence Carl Sieben- 
mann,1938 一 ”) 举 例 说 明 五 维 流 形 不 可 训 分 以 及 可 前 分 的 五 维 
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流 形 的 分 段 线 性 结构 不 同 .实际 上 ,他 们 得 出 分 段 线性 结构 中 存 
在 的 “阻碍 ”. 

微分 流 形 的 可 前 分 性 早 在 1935 年 由 克 恩 斯 (Stewart Scott 
Caims, 1904 一 1982) 所 证 明 . 对 于 分 段 线性 流 形 及 拓扑 流 形 , 五 
维 以 上 的 广义 庞 加 莱 猜 想 也 在 20 世纪 60 年 代 初 得 到 证 明 . 
1981 年 证 明 四 维 拓扑 流 形 的 庞 加 莱 猜 想 ,1983 年 得 出 四 维 欧 氏 
空间 具有 非 通常 的 微分 结构 ,而 且 有 不 可 数 无 穷 多 . 

从 20 世纪 70 年 代 起 ,关于 低 维 流 形 的 研究 取得 巨大 进展 ， 
主要 是 色 斯 顿 (William Thurston,1946 一 ”) 对 于 具有 双 曲 结构 的 
三 维 流 形 取 得 较 完整 的 结果 .20 世纪 80 年 代 , 人们 又 用 场 论 定 
义 新 的 拓扑 不 变量 ,除了 琼斯 的 纽 结 不 变量 ,还 定义 了 卡 松 (An- 
drew Casson) 的 三 维 拓扑 不 变量 以 及 唐 纳 森 (Simon K. Donaldson， 
1957 一 ”) 的 四 维 拓扑 不 变量 ,同时 ,在 此 基础 上 形成 二 维 .三 
维 、 四 维 拓扑 场 论 ， 

随 着 20 世纪 50 年 代 代 数 拓扑 学 及 微分 拓扑 学 的 进展 , 微 
分 流 形 上 的 分 析 一 一 大 范围 分 析 也 有 了 新 的 发 展 .1968 年 召开 
的 大 范围 分 析 会 议 正式 使 用 这 个 名 称 , 这 是 分 析 与 拓扑 学 有 机 
结合 的 产物 . 

微分 映射 的 奇 点 理论 最 早 是 惠 特 尼 在 研究 微分 流 形 时 引入 
的 ,1955 年 对 R? 一 RR 的 微分 上 映射 奇 点 进行 分 类 ,这 个 理论 在 
1956 年 经 道 姆 的 推广 而 成 为 一 个 重要 分 文 .其 中 的 主要 问题 
奇 点 分 类 问题 已 有 相当 大 的 进展 .另外 ,1968 年 米尔 诺 开 
展 关 于 复 孤 立 奇 点 的 研究 ,并 得 出 分 类 的 拓扑 不 变量 . 另 一 个 主 
要 问题 是 微分 映射 或 拓扑 映射 中 较 好 的 稳定 映射 .虽然 拓扑 稳 
定 上 映射 是 稠密 的 ,但 1969 年 麦 泽 (John Norman Mather,1942 一 ) 
证 明 , 微 分 稳定 映射 只 是 对 于 某 些 好 的 维 数 才 是 稠密 的 .对 于 这 
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些 好 的 映射 ,可 以 用 一 定 方法 决定 其 典范 形式 .在 这 里 起 关键 作 
用 的 是 马尔 格 兰 日 (Bemard Malgrange,1928 一 ”) 证 明 的 微分 的 
外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 (1963). 

大 范围 分 析 另 一 方面 的 发 展 是 斯 梅 尔 从 20 世纪 60 年 代 初 
创始 的 微分 动力 系统 理论 .这 是 微分 流 形 上 的 常 微分 方程 理论 ， 
在 20 世纪 70 年 代 以 后 获得 长 足 的 发 展 ,特别 是 混沌 的 发 现成 
为 20 世纪 80 年 代 的 一 大 热门 .而 叶 状 结构 理论 可 以 说 是 偏 微 
分 方程 理论 ,由 于 鲍 特 在 1970 年 取得 突破 后 , 色 斯 顿 等 人 得 到 
了 出 色 的 结果 ， 


2.1 单 复 变 函 数论 


19 世纪 数学 最 主要 的 成 就 之 一 是 复 变 函 数论 的 产生 与 发 
展 . 有 人 说 ,“19 世纪 是 函数 论 指 世纪 ”实际 上 ,19 世纪 所 研究 
的 主要 是 特殊 函数 ,特别 是 椭圆 函数 及 其 推广 以 及 由 微分 方程 
定义 的 函数 ,如 勒 让 德 函数 及 贝 塞 尔 函 数 .应 该 说 ,到 19 世纪 
末 , 一 般 函 数论 才 真正 成 为 函数 论 的 主要 方向 ,其 主要 分 支 如 
下 . 

(1) 整 函数 及 亚 纯 函数 理论 . 

比 多 项 式 复 杂 的 函数 是 超越 整 函数 . n 次 多 项 式 有 个 根 ， 
它们 可 以 表示 为 各 因子 的 乘积 .如 果 复 变 元 z 的 复 值 函数 在 所 
有 不 等 于 % 的 点 z 处 全 纯 , 则 称 /(z) 为 整 函数 . 当 % 是 f(z) 的 
极点 时 ,f(z) 就 是 多 项 式 , 而 不 是 多 项 式 的 整 函数 ,也 就 是 超越 
整 函 数 ,例如 e:, sinz ,cosz 等 .外 尔 斯 特 拉 斯 最 先 研究 一 般 ( 超 
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越 ) 整 函数 ,他 在 1876 年 把 整 函 数 表示 成 典范 乘积 ,他 还 证 明 ， 
所 有 复 值 (包括 % ) 都 是 当 z 趋 于 wm 时 f(z) 的 极限 值 . 1879 年 法 
国 数学 家 毕 卡 大 大 推广 上 述 定理 ,证 明了 毕 卡 大 定理 :每 一 个 超 
越 整 男 数 f(z) 对 每 一 有 限 值 w, 最 多 除了 一 个 之 外 ,都 取 无 穷 
多 次 .这 个 定理 成 为 后 来 值 分 布 理论 的 出 发 点 ,这 个 可 能 不 取 的 
值 被 称 为 例外 值 .如 果 我 们 把 % 也 算 一 个 值 , 则 例外 值 可 以 有 两 
个 . 儒 利 雅 (Gaston, Julia,1893 一 1978) 在 1919 年 把 毕 卡 大 定理 加 
以 精密 化 .他 证 明 , 对 于 超越 整 函 数 , 至 少 存在 一 个 方向 ,在 这 个 
方向 的 狭 窗 角 域 中 , 毕 卡 大 定理 也 成 立 ,这 个 方向 被 称 为 儒 利 雅 
方向 . 

比 整 函 数 再 稍微 复杂 一 些 的 孙 数 是 亚 纯 函数 ( 半 纯 也 数 )， 
它 在 复 平面 上 可 以 有 极点 .同样 ,外 尔 斯 特 拉 斯 证 明 它 可 表 为 两 
个 整 函数 的 商 . 1877 年 瑞典 数学 家 米 塔 格 - 莱 夫 勒 给 出 部 分 分 
式 的 表示 .对 于 亚 纯 函数 , 毕 卡 大 定理 也 成 立 .在 经 过 许多 人 的 
研究 之 后 ,芬兰 数学 家 耐 凡 林 那 (Rudolf Nevanlinna, 1895 一 1980) 
对 于 亚 纯 函数 的 值 分 布 理论 进 行 了 统一 的 论述 .他 引进 特征 本 
数 T(r) 及 亏 数 等 概念 ,证 明 第 一 、 第 二 定理 ,使 值 分 布 理论 成 为 
精致 的 定量 理论 . 1935 年 芬兰 数学 家 阿尔 福 斯 用 拓扑 的 方法 建 
立 了 覆盖 面 理论 ,由 它 不 仅 可 以 推出 耐 凡 林 那 理论 ,而 且 还 得 出 
亚 纯 函数 的 许多 其 他 结果 ,由 它 还 明确 了 例外 值 的 个 数 2 的 所 
扑 意 义 , 即 与 球面 的 欧 拉 示 性 数 有 关 . 其 后 , 值 分 布 理 论 按照 耐 
凡 林 那 理 论 的 模式 向 一 般 区 域 或 黎 曼 面 上 进行 推广 . 

(2) 级 数 表示 及 边界 性 质 . 

罕 级 数 及 狄 利克 雷 级 数 是 应 用 最 多 的 复 变 函数 ,从 19 世纪 
末 开 始 有 着 多 方面 的 研究 ,特别 是 对 于 一 个 老 级 数 的 收敛 圆周 
成 为 自然 边界 的 条 件 ,有 各 种 各 样 的 缺 项 定理 .应 用 上 最 常用 的 
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是 陶 贝 尔 型 定理 . 陶 贝 尔 型 定理 是 阿 贝尔 定理 的 道 定理 . 1826 
年 , 阿 贝 尔 得 到 阿 贝尔 定理 :如 果 


f(z)= Sor 
的 收敛 半径 为 1, > au 收敛 ,其 和 为 4, 则 当 z 沿 着 某 条 道路 趋 


于 1 时 ,f(x) 一 4.1897 年 奥地利 数学 家 陶 贝尔 给 出 其 道 定理 成 
立 的 条 件 , 即 


om=ol( 工 ). 


n 


1910 年 英国 数学 家 李 特 尔 伍德 把 条 件 放宽 到 os = o{ 十 ) ,而 且 
这 个 条 件 不 能 再 放宽 了 .N- 维 纳 在 1932 年 把 李 特 尔 伍德 的 陶 贝 
尔 型 定理 推广 到 可 测 函 数 , 进 而 证 明 素数 定理 . 对 于 在 数论 上 应 


用 最 多 的 狄 利克 需 级 数 后 ,同样 也 有 许多 有 关 其 系数 及 奇 点 
性 质 的 研究 , 它 也 有 相应 的 陶 贝 尔 型 定理 . 

(3) 几 何 函 数论 . 

在 区 域 性 内 定义 的 单 值 解析 函数 /zz) ,如 果 D 内 不 同 两 
点 映 到 不 同 点 , 则 称 之 为 单 叶 函 数 . 单 叶 函 数理 论 研 究 是 关于 保 
角 映 射 的 几何 函数 论 的 重要 组 成 部 分 ,有 关 在 单位 圆 内 单 叶 孙 
数 族 的 理论 研究 开始 于 科 贝 的 单 值 化 问题 . 科 贝 于 1909 年 得 出 
椅 变 定理 ,畸变 定理 反映 了 函数 值 的 某 种 界限 . 德国 数学 家 毕 厚 
巴赫 (Ladwig Bieberbach, 1886 一 1982) 在 1916 年 推导 定量 结果 
时 ,得 出 单 叶 函数 系统 理论 ,同时 证 明 标准 化 的 单 叶 函 数 

f(z2)=z+ a2 + a t+ dat 

的 系数 14s1 <2, 并 猜想 la 1 < 4. 几 十 年 来 ,数学 家 对 此 猜想 发 
表 了 上 千 篇 论 文 ,研究 了 各 种 方法 ,特别 是 德国 数学 家 类 伍 纳 
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(Karl Lowner,1893 一 1968) 在 1923 年 引进 偏 微分 方程 ,首先 证 明 
1as1 码 3. 美国 数学 家 席 弗 尔 (M.Schiffer,1911 一 ) 在 1938 年 引 
进 变 分 方法 ,然后 得 出 1a4l <4(1956). 直到 1972 年 才 证 明 ,对 
于 a;,a6; 毕 寺 巴 赫 猜 想 也 成 立 . 出 平 人 们 的 意料 ,美国 数学 家 
德 布 兰 吉 斯 (Louis de Branges,1932 一 ) 在 1984 年 一 举证 明了 
毕 勃 巴 赫 猜 想 ,从 而 结束 了 这 个 问题 近 70 年 的 历史 . 

(4) 黎 曼 面 理论 . 

对 于 黎 曼 面 的 分 类 ,最初 是 分 型 问题 , 即 区 别 开 黎 曼 面 是 圆 
盘 、 复 平面 ,还 是 开 黎 曼 面 的 覆盖 面 ,由 芬兰 数学 家 阿尔 福 斯 、 梅 
尔 堡 (P，J，Myrerg,1892 一 1976) 等 人 从 20 世纪 30 年 代 初 开始 
研究 ,后 来 进入 一 般 开 歼 曼 面 的 分 类 ,这 是 从 撒 利 奥 (Leo Reino 
Sario,1916 一 ) 在 1946 年 的 工作 开始 的 . 

1913 年 ,德国 数学 家 外 尔 出 版 了 具有 划时代 意义 的 著作 
《 黎 曼 面 的 思想 》, 对 黎 曼 面 做 了 抽象 的 刻画 ,引进 了 复 流 形 的 概 
念 .其 后 , 匈牙利 数学 家 拉 多 及 罗马 尼 亚 数学 家 斯 托 伊 洛 夫 
《Simion Stoilow,1887 一 1961) 做 出 了 基础 性 的 贡献 .对 于 闭 黎 曼 
曲面 的 分 类 ,归结 为 对 参 模 结构 的 研究 .近年 来 ,对 于 黎 曼 面 的 
参 模 结构 进行 了 重要 的 研究 ,这 方面 的 工具 是 1928 年 德国 数学 
家 格 罗 采 (Herbert Grotzsch,1902 一 1993) 引 进 的 拟 保 角 映 射 . 保 角 
映射 可 把 地 图 上 的 一 个 小 圆 映 成 一 个 小 贺 ,并 保持 两 条 线 的 交 
角 不 变 ,而 拟 保 角 映射 则 可 看 成 把 一 个 小 圆 喘 成 一 个 小 椭圆. 
1939 年 德国 数学 家 台 什 缪 勒 (Oscar Teichmiiller, 1913 一 1943) 应 
用 极 值 保 角 映射 观念 研究 黎 曼 面 的 模 ,他 的 文章 极为 降 涩 ,后 来 
发 现 他 的 思想 还 是 正确 的 .第 二 次 世界 大 战 以 后 , 黎 曼 面 理论 沿 
着 这 条 路 线 取得 了 巨大 的 进展 . 
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2.2 多 复 变 函数 论 


多 复 变 解析 函数 论 是 单 复 变 解 析 函 数论 的 自然 推广 , 早 在 
19 世纪 ,已 出 现 特 殊 的 多 复 变 函数 ,特别 是 6 薄 数 . 至 19 世纪 
末 , 外 尔 斯 特 拉 斯 . 庞 加 莱 就 已 经 把 单 复 变 情形 最 简单 的 结果 平 
行 地 推广 到 多 复 变 情形 ,而且 尝 试 把 一 些 一 般 定理 ,如 外 尔 斯 特 
拉 斯 定理 ( 整 函数 的 表示 问题 ) 及 米 塔 格 - 莱 夫 勒 定理 ( 亚 纯 函 
数 的 有 理 分 式 表 示 ) 推 广 到 多 复 变 情形 .1895 年 ,法国 数学 家 库 
辛 (Piere Cousin,1867 一 1933) 提 出 库 辛 第 一 问题 和 第 二 问题 , 即 
给 定 零 点 .极点 作出 相应 亚 纯 函数 问题 . 库 辛 对 函数 定义 域 C 
是 整个 = 元 复 空间 C" 的 情形 (以 及 一 些 特殊 情形 ) 肯 定 地 解决 
了 第 一 、 第 二 问题 ,但 一 般 情 形 直到 1935 年 才 由 日 本 数学 家 六 
洁 (Oka Kiyoshi,1901 一 1978) 解 决 . 他 证 明 , 当 G 是 全 纯 域 时 , 库 
辛 第 一 问题 永远 可 解 ,而 第 二 问题 即使 对 全 纯 域 也 还 需要 满足 
一 定 条 件 , 这 显示 出 全 纯 域 的 重要 性 .但 是 多 复 变 解析 函数 的 定 
义 域 远 比 单 复 变 情 形 复杂 ,而 且 多 复 变 解析 函数 还 具有 不 同 于 
单 复 变 函 数 的 独特 性 质 , 这 就 是 1906 年 由 德国 数学 家 哈 托 格 斯 
(Friedrich Hartogs,1874 一 1933) 发 现 的 向 内 可 解析 开拓 性 : 设 C" 
中 的 域 6 内 有 一 个 紧 集 天 ,只 要 6 一 及 是 连通 的 ,任何 在 C 一 天 
上 的 全 纯 函 数 都 可 开拓 到 整个 C 上 . 这 个 性 质 对 n = 1 是 决 不 
成 立 的 ,由 此 多 复 变 函 数论 走 上 自己 独立 的 发 展 道路 . 对 于 向 外 
开拓 ,多 复 变 情形 不 同 于 单 复 变 情形 ,总 有 开拓 不 出 去 的 全 纯 函 
数 , 一 般 所 有 全 纯 函 数 都 可 以 开拓 到 更 大 的 域 中 去 ,而 不 具有 这 
种 性 质 的 域 则 被 称 为 全 纯 域 . 20 世纪 上 半 叶 , 多 复 变 函 数论 的 
主要 问题 是 研究 全 纯 域 的 刻画 问题 .为 此 , 哈 托 格 斯 及 意大利 数 
学 家 列 维 引进 伪 凸 性 (或 拟 凸 性 ) 的 概念 ,1910 年 列 维 提出 列 维 
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问题 : 伪 凸 域 是 否 是 全 纯 域 ? 在 这 方面 的 第 一 个 重要 结果 是 由 
H. 嘉 当 及 德国 数学 家 图 伦 (Peter Thullen,1907 一 ”) 在 1932 年 给 
出 的 ,他 们 证 明 可 以 用 全 纯 凸 性 来 刻画 全 纯 域 .但 由 全 纯 凸 性 过 
渡 到 伪 凸 性 又 经 历 了 20 年 . 冈 洁 在 1942 年 证 明 n =2 的 情形 ， 
直到 1953 年 才 证 明 一 般 情形 . 1954 年 诺 盖 (Francois Norguet， 
1932 一 “) 及 布 列 莫 曼 (Hans Joachim Bremermann,1926 一 ”) 也 分 
别 独立 证 明 同样 的 结果 ,至 此 列 维 问题 得 到 完全 解决 . 

另外 ,关于 多 复 变 解析 函数 还 有 一 些 沿 着 不 同道 路 进行 的 
研究 :德国 数学 家 莱 因 哈 特 (Kan Reinhardt) 于 1921 年 开创 的 解 
析 自 同 构 研 究 ; 博 赫 纳 (Saloman Bochner, 1899--1982) 及 伯 格 曼 
(Stefan Bergman,1899 一 1977) 从 1922 年 开始 的 核 函 数 研 究 . 对 单 
复 变 整 函数 及 亚 纯 郴 数论 的 推广 也 并 非 易 事 , 法 图 (Piere Fa- 
tou) 等 还 引出 毕 卡 定理 的 反例 , 即 解析 有 映 集 . 毕 勃 巴 替 函 数 f:C? 
一 CC 的 行列 式 处 处 不 为 零 ,但 其 象 在 C 中 的 全 集 却 具有 非 空 
开 集 .1930 年 ,了 ' 嘉 当 证 明 解析 喘 射 的 惟一 性 定理 ,但 1926 年 
颂 利 雅 已 把 正规 族 理 论 推 广 到 多 复 变 情形 .在 几何 函数 论 方面 ， 
庞 加 莱 早 就 知道 C 中 的 圆 盘 与 双 圆 柱 不 是 双全 纯 等 价 . 关于 自 
守 函 数 的 推广 有 两 个 方向 ,一 是 希 尔 伯 特 及 他 的 学 生 布 鲁 门 塔 
尔 (Otto Blumenthal, 1876 一 1944) 在 20 世纪 初 的 工作 ,一 是 西 格 
尔 在 1935 一 1950 年 的 工作 ,这 些 工作 与 代数 数论 、 李 群 的 无 究 
维 表示 和 代数 九 何 学 联系 在 一 起 ,形成 当前 十 分 活跃 的 领域 . 

最 早 对 多 复 变 函数 论 进行 综述 的 著作 是 奥 斯 古 德 ( Wiliam 
Fogg 0sgood,1864 一 1943) 的 《函数 论 ) 第 二 卷 (1924) ,并 在 第 二 版 
(1929) 中 作 了 较 全 面 的 总 结 . 其 后 的 成 就 见于 贝 恩 克 ( Heinrich 
Behnke, 1898 一 1979) 和 图 伦 的 《多 复 变 函数 论 》(1934), 以 及 博 赫 
纳 和 马丁 (William Ted Martin,1911 一 ) 的 《多 复 变 》(1948). 对 
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于 1950 年 以 前 的 多 复 变 函 数论 ,外 尔 在 《 半 世 纪 的 数学 ;一 文中 
说 “多 复 变 解析 函数 论 , 虽 有 一 些 深 刻 的 结果 ,但 仍然 还 处 于 它 
的 草创 阶段 ”. 实际 上 ,从 1951 年 起 ,在 拓扑 学 .微分 几何 学 、 抽 
象 代数 学 . 李 群 理论 以 及 分 析 学 的 共同 作用 下 ,多 复 变 函 数论 迎 
来 了 一 个 辉煌 的 时 期 . 

首先 ,研究 对 象 已 由 多 元 复数 空间 C” 中 的 域 推广 到 复 解析 
流 形 及 解析 空间 . 1951 年 德国 数学 家 施 泰 因 (Kar Stein， 
1913 一 ”) 把 全 纯 域 的 性 质 抽象 出 来 ,定义 了 后 来 以 他 的 名 字 命 
名 的 施 泰 因 流 形 , 它 具 有 许多 好 的 性 质 ,特别 是 1951 年 H* 嘉 当 
和 塞 尔 在 其 上 引进 绯 索 系 数 上 同调 及 凝聚 绯 索 的 概念 ,用 层 上 
同调 来 表述 分 析 结 果 ,特别 是 库 辛 第 一 .第 二 问题 ,这 样 一 举 解 
决 了 这 类 问题 . 反 过 来 , 则 用 绯 索 上 同调 来 刻画 施 泰 因 流 形 . 德 
国 数学 家 格 劳 尔 特 (Hans Gravert, 1930 一 “) 在 1958 年 证 明 , 复 
解析 流 形 的 相对 紧 域 如 果 是 强 伪 凸 的 , 则 是 施 泰 因 流 形 . 1953 
年 塞 尔 提出 猜想 : 底 及 纤维 均 为 施 泰 因 空间 ,从 空间 是 否 也 是 施 
泰 因 空 间 ? 这 个 问题 刺激 了 多 复 变 函数 论 特别 是 施 泰 因 空间 理 
论 的 发 展 . 1977 年 斯 科 达 (Henri Skoda) 举 出 一 个 反例 . 

复 解析 流 形 虽 然 是 单 复 变 解析 函数 的 定义 域 一 一 黎 曼 面 
(一 维 复 流 形 ) 的 自然 推广 ,但 是 许多 自然 定义 的 集合 ,最 简单 的 
像 解 析 函 数 的 零点 集 , 一 般 并 不 是 一 个 复 解 析 流 形 . 因为 不 是 每 
一 点 都 有 一 个 邻 域 与 C" 双全 纯 等 价 . 显然 ,这 是 因为 有 奇 点 的 
缘故 .为 此 ,必须 把 研究 对 象 由 复 流 形 大 大 推广 ,这 就 是 复 空 间 
或 解析 空间 的 概念 . 它 首先 是 由 贝 恩 克 和 和 施 泰 因 在 1951 年 引进 
的 .从 20 世纪 50 年 代 中 期 起 ,运用 绯 索 上 同调 理论 , 格 劳 尔 特 、 
雷 姆 尔 特 (Reinhold Remmer, 1930 一 ”) 及 施 泰 因 等 人 得 出 一 系 
列 基本 结果 . 
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解析 空间 之 间 的 映射 中 ,重要 的 一 类 是 正常 映射 ( 紧 集 的 原 
象 是 紧 的 ). 关 于 正常 映射 的 基本 结果 是 格 劳 尔 特 在 1960 年 证 
明 的 直接 象 定理 :如 果 f:X> 了 是 正常 映射 , 则 上 的 凝 案 绯 
索 的 各 次 直接 象 都 是 Y 的 凝聚 绯 索 ,而 且 f(x) 是 7 的 解析 子 空 
间 . 另 外 , 广 中 平 禧 还 把 奇 点 解 消 定理 推广 到 解析 空间 . 

与 单 复 变 情形 不 同 , 两 个 单 连通 的 域 不 一 定 双 全 纯 等 价 ( 存 
在 一 对 一 的 保 角 映射 或 共 形 映射 ). 庞 加 莱 早 就 指出 ,在 二 维 复 
数 空间 C 中 ,球体 

lz1l?+1z2l <l 
与 双 柱 体 
lal <1,izt <1 

之 间 不 存在 双全 纯 映 射 , 这 由 它们 的 解析 自 同 构 群 不 同 即 可 看 
出 ,也 知道 C" 中 存在 单 连通 的 全 纯 域 , 它 没有 非 平凡 的 自 同 构 . 
对 于 一 般 解 析 空 间 的 自 同 构 群 ,只 有 特殊 的 结果 ,而 关于 它们 之 
间 映 射 的 普遍 定理 ,只 有 费 弗 曼 (Charles Fefterman,1949 一 ) 在 
1974 年 证 明 的 扩张 定理 :如 果 C” 中 两 个 严格 伪 凸 域 D1, D; 之 
间 存 在 映 上 同 构 , 则 该 间 构 可 扩张 成 包含 边界 的 微分 同 胚 .1980 
年 以 后 ,有 人 给 出 简短 的 证 明 . 

与 施 泰 因 流 形 对 立 的 男 一 极端 是 紧 复 流 形 ,其 概念 可 追溯 
到 外 尔 的 《 黎 曼 面 的 概念 )(1913) 一 书 . 由 于 紧 歼 曼 面 与 光滑 代 
数 曲线 是 同一 事情 的 不 同 说 法 , 紧 复 流 形 理论 也 可 看 成 是 代数 
几何 学 的 推广 ,而 在 方法 上 却 有 微分 几何 学 及 分 析 上 的 好 处 .最 
重要 的 一 类 复 流 形 是 凯 勒 (Erich Kahler, 1906 一 2000) 流 形 ,特别 
是 所 有 非 奇 异 射影 代数 流 形 都 是 凯 勒 流 形 , 反 过 来 则 不 成 立 . 
1954 年 小 平 邦彦 证 明 ,只 有 约束 型 凯 勤 度量 的 复 流 形 ( 浩 治 流 
形 ) 才 是 代数 流 形 . 凯 勒 流 形 上 重要 的 工具 是 调和 积分 论 , 这 是 
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由 浩 治 在 1941 年 发 展 起 来 的 , 它 可 看 成 黎 曼 面 上 的 调和 函数 论 
在 复 流 形 上 的 推广 .调和 积分 理论 把 拓扑 的 关系 通过 具体 的 调 
和 积分 表示 出 来 ,由 此 可 以 得 出 一 系列 深刻 的 结果 .例如 ,1954 
年 小 平 邦彦 证 明 的 致 零 定 理 把 曲率 与 拓扑 性 质 联 系 起 来 . 

1963 年 美国 数学 家 柯 恩 (Joseph John Kohn,1932 一 ”) 对 重 
要 的 人 擅 凸 流 形 ,特别 是 强 伪 凸 流 形 ,解决 诺 意 曼 问 题 , 开 创 了 一 
个 新 时 期 .利用 这 种 方法 不 仅 解决 了 许多 函数 论 问题 ,而 且 把 浩 
治 及 小 平 邦 摩 关于 紧 复 流 形 的 结果 推广 到 非 紧 复 流 形 及 带 边 缘 
复 流 形 上 . 


2.3 调和 分 析 


调和 分 析 也 称 傅立叶 分 析 ,来 源 于 实 值 周期 函数 的 三 角 级 
数 表示 .对 于 函数 /可 以 定义 其 健 立 叶 展 开 


Qo 


2 


其 中 a = 二 | pcs) oorads, 


+ 2 (ancosnx + bsinnx ), 
n=1 


2r 
b= | f(x)sinnxdx, 
nT 0 . 


另外 ,我 们 也 不 难 把 它 推广 到 复 值 情形 . 

调和 分 析 的 主要 问题 是 函数 /的 傅立叶 级 数 的 “和 ”是否 存 
在 ,是 否 "等 于 ”f. 最初,“ 和 ”与 “等 于 ”自然 地 理解 为 逐 点 收敛 
的 ,后 来 更 富 成 果 的 是 几乎 处 处 收敛 和 依 范 数 收敛 .人 们 早 就 知 
道 ,存在 连续 函数 的 傅立叶 级 数 , 它 在 某 一 点 上 ,甚至 在 许多 点 
上 发 散 . 如 果 考 虑 切 萨 洛 意义 下 的 求 和 , 则 费 耶 尔 (Lip6t Fejer， 
1880 一 1959) 定 理 (1904) 指 出 :在 这 种 意义 下 ,每 一 连续 函数 /的 
傅立叶 级 数 逐 点 收敛 于 f. 但 对 于 可 积 了 小数 ,情况 就 差 得 多 . 柯 
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尔 莫 哥 洛 夫 证 明 , 若 只 要 求 fE 三 [0,2r]( 即 在 [0,2xr] 上 可 
积 ), 则 /的 傅立叶 级 数 几 乎 处 处 发 散 (1923) ,或 甚至 于 处 处 发 
散 (1926). 介 平 两 者 之 间 是 (1 < p < o ) 情 形 , 最 典型 的 是 鲁 
金 问 题 :如果 JE [0,2x], 则 了 的 傅立叶 级 数 是 否 几 乎 处 处 收 
敛 于 f 呢 ?过 了 50 年 仍 无 法 回答 这 个 问题 ,寻求 肯定 证 明 的 努 
力 遭 到 无 数 次 失败 ,以 至 于 20 世纪 50 一 60 年 代 专 家 们 几乎 一 
致 认为 , 鲁 金 问题 的 答案 必定 是 否定 的 . 令 人 感到 惊异 的 是 ,其 
答案 却 是 肯定 的 . 1966 年 ,瑞典 数学 家 卡尔 松 给 出 了 第 一 个 证 
明 ,特别 是 他 的 证 明 没有 用 到 以 前 所 不 知道 的 技巧 . 1967 年 洪 
特 (Richard A.Hunt) 证 明 , 如 果 FE 严 [0,2rx] ,其 中 1<p< o, 则 
的 傅立叶 级 数 几乎 处 处 收敛 于 太 这 样 就 漂亮 而 完整 地 结束 了 
傅立叶 级 数论 中 最 重要 的 一 章 ， 

对 于 函数 /及 其 傅立叶 级 数 的 系数 序列 |a,1 之 间 的 关系 ， 
只 有 当 是 平方 可 积 函 数 (E 忆 ) 时 才 有 极 好 的 性 质 , 即 1907 年 
由 黎 斯 及 费 舍 尔 分 别 独立 证 明 的 黎 斯 一 费 舍 尔 定理 , 它 指出 任 
意 成 中 的 函数 都 存在 收敛 于 其 自身 的 傅立叶 级 数 , 反 过 来 ,对 
任意 平方 可 积 序列 1a,1 ,也 都 存在 忆 中 的 函数 f, 使 a1 为 其 
傅立叶 级 数 的 系数 序列 ,同时 有 帕 塞 瓦尔 定理 成 立 : 


工 | 2 六 2 
2 ,Mx ldr= ,之 onl ， 


这 当然 是 最 理想 的 情形 .但 是 ,对 于 任何 (1< p< wa) 情形 要 
复杂 得 多 . 设 1< p<2,fE 了 4, 它 展开 成 傅立叶 级 数 


AN -ir 
3 


一 Une 
二 = 二 


那么 如 果 在 系数 前 随机 地 加 上 正 负 号 六 + oe- 下 , 则 这 些 三 


角 级 数 以 概率 1 不 是 傅立叶 级 数 , 1930 年 起 , 李 特 尔 伍德 及 佩 
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利 (Raymond Edward Paley, 1907 一 1933) 创 立 李 特 尔 伍德 一 佩 利 
理论 ,特别 是 把 了 分解 为 “二 进 " 块 之 和 

人 Ag+ 人 + + 人 + 
其 中 公 ; = > ane™ ,用 这 个 分 解 来 代替 傅立叶 级 数 可 得 上 空间 
的 结果 .相应 于 2 空间 ,对 于 单位 圆 上 的 全 纯 函 数 ,哈代 及 黎 斯 
建立 了 哈代 空间 严 理论 .对 于 1<p< o ,可 以 证 明 字 与 严 同 
构 , 有 趣 的 情形 只 是 下 及 吾 ”. 

以 傅立叶 级 数理 论 为 模式 ,可 以 在 许多 方向 上 进行 推广 . 首 
先是 从 周期 函数 推广 到 全 实 线 ( - % , % ) 上 的 任意 郴 数 ,这 样 就 
产生 傅立叶 积分 理论 .对 于 在 (- %,%) 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数 
放 , 可 定义 其 傅立叶 积分 或 傅立叶 变换 式 


Jr-7-- 左 | fe was 


傅立叶 积分 理论 大 致 与 傅立叶 级 数理 论 平行 ,但 也 有 许多 差别 . 
例如 ,对 周期 函数 有 PCL, 而 对 非 周 期 函数 有 Lg 11, 因此 定 
义 时 可 取 P 门 L! 中 的 函数 .与 傅立叶 级 数 情形 类 似 , L? 的 情形 
最 理想 .瑞士 数学 家 普兰 侈 瑞 尔 (Michel Plancherel, 1885 一 1967) 
在 1901 一 1915 年 对 此 进行 了 研究 ,特别 是 在 1910 年 证 明了 普兰 
使 瑞 尔 定理 :傅立叶 变换 FF 及 其 逆 变 换 F-! 是 [? 空间 到 自身 的 
等 距 变 换 . 这 个 定理 是 后 来 许多 推广 的 出 发 点 .由 此 可 推出 帆 塞 
瓦尔 定理 成 立 : 

F142= 1 7 >， 
其 中 112 表示 万 中 的 范 数 ;对 于 严 空 间 ,1 大 大 2, 相 应 的 
只 有 不 等 式 

1 As If,, 
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其 中 王 + = 1, 这 通称 豪 斯 道夫 一 杨 不 等 式 ,是 他 们 分 别 在 
1923 年 和 1913 年 得 出 的 ,由 此 出 发 ,发 展 出 一 套 算 子 内 插 理 论 . 

第 二 次 世界 大 战 前 后 ,傅立叶 分 析 向 多 维 化 及 抽象 化 方向 
发 展 .多 维 傅立叶 分 析 正 如 多 复 变 函数 论 一 样 ,与 一 维 情形 相差 
黄 远 ,最 早 是 博 赫 纳 的 工作 . 从 20 世纪 50 年 代 起 ,阿根廷 诊 数 
学 家 卡尔 德 隆 (Alberto-Pedro Calderon, 1920- 一 1998) 与 波兰 高 数学 
家 齐 格 蒙 (Antoni Zygmund, 1900 一 1992) 所 创立 的 奇异 积分 理论 
起 着 最 重要 的 作用 .其 后 ,斯 坦 因 (Elias M.Stein,1931 一 ) 和 外 
斯 (Guido Leopold Weiss,1928 一 ) 把 严 空间 推广 到 高 维 ,而且 
在 一 维 问题 上 也 有 突破 .1971 年 巴克 荷 路 德 (Donald L. Burkhold- 
er,1927 一 ”) 等 人 用 概率 论 的 方法 刻画 i 中 函数 的 实 部 . 次 
年 , 费 弗 曼 及 斯 坦 因 把 它 推广 到 n 维 ;同时 , 费 弗 曼 证 明 , 厂 空 
间 的 对 偶 空间 是 BMO ,这 里 BMO 是 1960 年 由 约翰 (Fritz John， 
1910 一 1994) 及 尼 仑 伯 格 (Louis Nirenberg, 1925 一 “) 引 进 的 有 界 
平均 振动 函数 空间 ,这 个 结果 也 立即 被 推广 到 n 维 . 

由 于 周期 函数 可 以 看 成 是 定义 在 圆圈 群 7 上 的 函数 ,R 本 
身 对 加 法 也 是 交换 群 ,调和 分 析 最 大 的 发 展 是 向 一 般 群 上 的 推 
广 .这 在 20 世纪 50 年 代 产 生出 抽象 调和 分 析 理 论 .对 于 局 部 紧 
交换 群 ,有 一 套 漂 亮 的 理论 , 例如 用 代数 方法 证 明 N' 维 纳 在 
1932 年 提出 的 广义 陶 贝 尔 型 定理 .而 对 于 局 部 紧 李 群 , 则 与 群 
表示 论 方法 相 结合 ,形成 非 交 换 调和 分 析 的 庞大 分 支 . 


2.4 偏 微分 方程 论 


一 般 偏 微分 方程 理论 到 19 世纪 末 还 没有 成 熟 ,当时 只 有 柯 
西 及 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 的 存在 定理 .20 世纪 初 阿达 马 开始 探讨 一 
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般 理 论 . 他 在 1903 年 提出 偏 微分 方程 的 “ 适 定 ”问题 ,不 仅 要 求 
解 存在 及 惟一 ,而 且 要 稳定 , 即 连续 地 依赖 于 给 定 的 初始 条 件 或 
边界 条 件 ,否则 就 不 是 具有 物理 意义 的 解 ,至 此 才 明 确 偏 微分 方 
程 理论 的 中 心 问 题 . 从 这 时 起 ,证 明 偏 微分 方程 解 的 存在 惟一 性 
及 稳定 性 是 偏 微分 方程 论 的 主要 任务 .20 世纪 上 半 叶 发 展 了 一 
套 有 效 的 方法 .其 中 最 常用 的 是 先 验 估计 ,首先 证 明 对 条 件 的 连 
续 性 ,然后 应 用 泛 函 分 析 的 定理 ( 巴 拿 赫 定 理 及 黎 斯 定理 ) 证 明 
存在 性 和 惟一 性 . 反 过 来 , 巴 拿 赫 的 闭 图 象 定理 又 可 以 在 多 种 情 
形 下 ,由 存在 性 及 惟一 性 证 明 其 连续 依赖 性 ,另外 ,阿达 马 对 于 
二 阶 正规 双 曲 型 方程 引进 基本 解 (法 文 称 初等 解 ) 的 概念 . 勒 瑞 、 
肖 德 尔 在 1930 年 得 到 的 不 动 点 定理 , 索 保 列 夫 (Sergei Lvovich 
Sobolov,1908 一 1989) 在 1936 年 引进 的 广义 解 概念 ,尤其 是 施 瓦 
兹 提出 的 广义 函数 论 ,给 偏 微分 方程 提供 了 系统 的 函数 空间 工 
具 . 

第 二 次 世界 大 战 以 后 , 偏 微 分 方程 理论 取得 巨大 的 发 展 . 
1954 年 左右 ,马尔 格 兰 日 等 人 证 明 , 对 于 常 系数 线性 偏 微分 方 
程 都 存在 基本 解 . 1956 年 刘 威 (Hans Lewy,1904 一 1988) 举 出 著名 
的 反例 ,对 于 光滑 系数 线性 方程 可 能 没有 解 存在 . 1958 年 卡尔 
德 隆 证 明光 滑 系数 偏 微 分 算 子 的 柯 西 问题 的 惟一 性 条 件 . 1970 
年 , 尼 仑 伯 格 等 人 分 别 得 出 这 类 方程 有 解 的 充分 条 件 和 必要 条 
件 .1973 年 , 费 弗 曼 等 人 得 出 充分 必要 条 件 . 在 这 个 过 程 中 ,1965 
年 许多 人 同时 引进 一 大 类 伪 微 分 算 子 ,1968 年 它们 又 被 瑞 上 败 数 
学 家 赫 曼 德尔 (Lars H5rmander, 1931 一 ) 推 广 为 健 立 叶 积分 算 
子 , 这 一 大 类 算 子 是 举世 瞩目 的 中 心 ,它们 不 仅 包 含 从 前 所 知 的 
微分 算 子 ,而 且 也 包括 奇异 积分 算 子 .它们 的 集合 构成 算 子 代 
数 , 具 有 很 好 的 不 变性 质 . 
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1967 年 ,加 德 纳 (Clifford S. Gamder, 1924 一 “) 等 人 解决 了 
浅水 波 的 考 德 威 赫 一 德 : 夫 瑞 斯 方程 的 孤立 子 解 ,震动 了 整个 数 
学 及 物理 学 界 ,他 们 用 的 是 逆 散 射 方法 ,由 此 开创 了 非 线 性 分 析 
的 新 时 代 . 


结 束 语 


数学 史 研 究 应 该 能 统 摄 过 去 并 指明 未 来 . 当然 ,历史 研究 还 
不 足以 科学 地 作出 精确 预测 ,特别 是 对 突 发 事件 ,但 是 确实 应 该 
对 发 展 趋势 提出 一 些 自己 的 看 法 .作为 一 部 《近代 数学 史 》, 我 们 
很 难 对 20 世纪 的 数学 进行 详细 的 论述 及 分 析 , 不 过 通过 对 近代 
数学 长 人 现代 数学 的 概括 性 论述 ,我们 还 是 可 以 对 当代 数学 的 
趋向 作出 初步 的 预测 . 

近代 数学 ,特别 是 19 世纪 的 数学 ,给 数学 带 来 多 样 性 , 它 不 
仅 把 18 世纪 及 其 以 前 的 古典 数学 问题 基本 解决 并 纳入 其 广博 
的 体系 之 中 ,而 且 开 创 了 丰富 多 彩 的 新 领域 . 几乎 现代 数学 的 所 
有 主题 ,都 可 以 在 19 世纪 的 数学 中 寻找 到 自己 的 根 .20 世纪 的 
数学 给 数学 带 来 统一 性 , 它 把 经 典 数学 在 数学 结构 的 观点 之 下 
统一 在 一 起 ,并 且 由 于 结构 的 相互 作用 而 产生 许多 新 的 学 科 , 布 
尔 巴 基 学 派 就 是 这 种 统一 的 代表 .他 们 不 仪 成 功 地 统一 了 大 部 
分 数 党 ,而且 用 结构 的 观点 扩大 数学 的 领域 ,解决 了 一 系列 经 典 
问题 .20 世纪 40 一 70 年 代 ,可 以 说 是 布尔 巴 基 学 派 的 全 盛 时 期 . 
20 世纪 70 年 代 以 后 ,数学 义 出 现 了 一 些 全 新 的 趋向 . 

(1) 结 构 数 学 与 经 典 数 学 相 结 合 ,导致 许多 遗留 儿 十 年 乃至 
二 三 百年 的 问题 获得 明显 进步 乃至 完全 解决 .我们 只 列举 几 个 
例子 : 
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中 通过 椭圆 曲线 这 个 简单 的 三 次 代数 曲线 ,导致 一 系列 问 
题 获得 解决 ,从 费 尔 马 大 定理 到 素数 判定 和 素 因 子 分 解 . 

办 代数 曲线 或 黎 曼 面 的 参 模 结构 问题 ,与 此 有 关 的 如 肖 特 
基 问 题 ,特别 是 诺 维 科 夫 猜想 在 1986 年 由 盐田 隆 比 吕 所 解决 . 

@ 伯 恩 塞 德 猜想 取得 明显 进展 , 伊 几 诺 夫 (1.1. Fanov) 在 
1992 年 解决 有 界 型 伯 轧 塞 德 猜想 , 捷 尔 曼 诺 夫 (Y.1I. Zelmenov， 
1955 一 “) 在 1990 一 1991 年 肯定 解决 限制 型 们 恩 塞 德 猜想 ， 

@ 法 尔 廷 斯 在 1983 年 证 明 莫 德尔 猜想 

@ 在 1983 年 琼斯 引进 新 的 环 结 多 项 式 之 后 ,1986 年 有 6 位 
数 家 学 引进 HOMFLY 多 项 式 ,一 方面 包含 亚历山大 多 项 式 , 一 
方面 包含 琼斯 多 项 式 .1988 年 瓦 西里 耶 夫 (Vassiliev) 引 进 更 一 般 
的 纽 结 不 变量 , 纽 结 的 完全 分 类 已 为 期 不 远 ， 

@ 卡 塔 兰 猜想 ,2002 年 已 完全 解决 . 

(2) 许 多 经 典 问 题 取得 很 大 进步 ,但 总 有 一 些 问题 有 着 不 同 
程度 的 困难 ,很 难 解 决 .其 原因 在 于 一 些 偏 题 、 孤立 的 问题 脱离 
了 数学 主体 ,解决 不 解决 对 数学 的 影响 不 太 大 ,如 奇 完 全 数 是 否 
存在 这 类 千年 难题 . 哥 德 巴赫 猜想 与 挛 生 素数 猜想 在 方法 上 可 
有 改进 , 华 林 问题 的 各 种 推广 也 是 如 此 . 

在 21 世纪 初 ,一 些 重要 的 经 典 问 题 可 望 获得 解决 或 取得 突 
破 : 

人 电 黎 曼 猜 想 ; 

四 三 次 不 定 方程 是 否 有 算法 判定 可 解 性 ; 

@ 椭 圆 曲 线 的 BSD 猜想 ; 

@ 实 代数 曲线 的 拓扑 研究 ( 希 尔 伯 特 第 16 个 问题 ); 

@@ 极 限 环 问题 ( 希 尔 伯 特 第 16 个 问题 ) ; 

三 维 庞 加 莱 猜 想 (2003 年 俄罗斯 数学 家 佩 列 尔 曼 (Perel- 
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man) 已 取得 决定 性 突破 ); 

QD 数 的 几何 基本 问题 ; 

@ 存 在 无 穷 多 实 二 次 域 具 有 类 数 1( 高 斯 猜想 ); 

@@ 人 罗 华 理 论 首 问 题 . 

从 本 书 所 叙述 的 系统 可 以 看 出 ,19 世纪 的 数学 通过 20 世 
纪 的 扩大 化 .抽象 化 及 互相 关联 ,形成 了 统一 化 的 趋势 ,这 必 将 
继续 在 21 世纪 获得 莲 勃 的 发 展 . 
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这 里 介绍 20 位 19 世纪 重要 数学 家 的 生平 及 工作 , 以 求 略 
微 弥补 正文 中 未 能 涉及 的 不 足 . 


1 贝尔 特 拉 米 (Beltrami) 


贝尔 特 拉 米 ,1835 年 11 月 16 日 生 于 意大利 的 克 雷 莫 纳 ， 
1853 一 1856 年 在 帕 维 亚 大 学 学 习 数 学 ,后 来 曾 任 铁路 工程 师 的 
秘书 .在 米兰 时 曾 继续 学 习 数 学 .1862 年 发 表 第 一 篇 数学 论文 ， 
讨论 曲线 的 微分 几何 学 . 1862 年 在 博洛尼亚 大 学 任教 ,1864 一 
1866 年 任 比萨 大 学 测 地 学 教授 ,在 这 期 间 与 贝蒂 结 成 终身 友 
谊 .当时 歼 曼 正在 比萨 休养 ,他 们 的 谈话 对 贝尔 特 拉 米 的 一 生 有 
重大 影响 .1866 年 回 到 博洛尼亚 大 学 任 理论 力学 教授 ,1873 一 
1876 年 在 罗马 大 学 任教 授 ,其 后 回 帕 维 亚 大 学 任 数 学 物理 学 教 
授 .1891 年 又 返回 罗马 大 学 ,直至 1900 年 2 月 18 日 去 世 . 他 于 
1873 年 被 选 为 山猫 科学 院 院士 ,1898 年 被 选 为 院 长 . 

贝尔 特 拉 米 的 数学 研究 大 体 分 为 两 部 分 .1872 年 之 前 主要 
研究 曲线 及 曲面 的 微分 几何 学 ,1861 一 1863 年 写 了 8 篇 小 论文 ， 
其 后 突然 在 1868 年 发 表 了 《分 析 应 用 于 几何 学 的 研究 》, 内 容 直 
接 建立 在 高 斯 、 黎 曼 的 思想 基础 上 ,出 现 微 分 参数 Al,A ,为 自 
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己 以 后 的 研究 莫 定 了 基础 .例如 建立 测 地 线 的 方程 ,从 而 解决 了 
“把 曲面 上 的 点 映射 到 平面 之 上 ,使 测 地 线 映 为 直线 ”. 他 得 出 定 
理 : 使 曲面 上 的 测 地 线 映 到 平面 上 的 直线 的 曲面 均 为 常 曲率 曲 
面 , 即 各 点 的 曲率 均 相 等 的 曲面 ,曲率 等 于 0 时 为 平面 ,不 等 于 
0 时 为 球面 .同年 他 又 发 表 了 《 论 非 欧 几何 学 的 解释 》, 其 中 首先 
给 出 第 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 的 模型 一 一 伪 球 面 模型 ,其 后 
又 推广 常 曲率 曲面 到 高 维 空间 ,并 得 出 高 维 的 非 欧 几何 学 .他 第 
一 次 在 微分 几何 学 中 引进 微分 不 变 式 理论 ,这 极 大 地 推动 了 非 
欧 几 何 学 及 微分 几何 学 的 发 展 ， 

1872 年 之 后 ,贝尔 特 拉 米 转向 应 用 数学 的 研究 ,特别 是 流 
体 动 力学 ,位 势 理 论 .波动 理论 .热力 学 .光学 .弹性 理论 及 电动 
力学 .其 中 突出 的 是 他 在 分 析 问 题 中 引进 几何 方法 ,这 对 后 来 的 
数学 物理 学 有 一 定 影响 .贝尔 特 拉 米 的 非 欧 几何 学 模型 是 非 欧 
几何 学 发 展 的 分 水 岭 .在 此 之 前 ,大 多 数 人 认为 非 欧 几何 学 荒 
雇 , 而 其 后 除了 少数 人 之 外 , 非 欧 几何 学 被 广大 数学 家 所 接受 . 


2 凯 雷 (Cayley) 


凯 雷 ,1821 年 8 月 16 日 生 于 英格兰 的 里 土 满 .父亲 在 俄国 
经 商 ,他 从 小 在 圣彼得堡 长 大 ,直到 1829 年 全 家 返回 英国 ,定居 
在 伦敦 附近 的 布莱克 希 思 , 这 时 凯 雷 进入 一 家 私立 学 校 读书 ,很 
快 他 就 表现 出 对 数值 计算 的 爱好 和 才能 . 14 岁 时 ,父母 把 他 送 
进 伦 敦 王 立 学 院 中 学 .中 学 校长 发 现 他 具有 数学 天 才 ,就 劝告 他 
的 父亲 让 他 上 大 学 深造 .他 的 父亲 原来 想 让 儿子 继承 父 业 ,在 老 
师 的 劝说 下 ,同意 他 上 剑桥 大 学 .这 样 他 在 17 岁 时 ,就 到 剑桥 三 
一 学 院 读书 .在 大 学 时 ,他 就 享有 “数学 家 ”的 名 声 . 当时 英国 数 
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学 远 远 落 后 于 欧洲 大 陆 , 一 些 有 识 之 士 组 织 分 析 学 会 ,主张 向 欧 
洲 大 陆 数学 学 习 , 并 且 开 始 创办 一 些 数学 期 刊 《 剑 桥 数 学 杂志 》 
也 在 这 时 应 运 而 生 . 还 在 大 学 时 ,他 已 经 写 了 3 篇 论文 发 表 在 这 
个 杂志 上 ,他 的 这 些 最 早 的 工作 是 学 习 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 的 
力学 著作 的 结果 .1842 年 ,他 以 优异 的 成 绩 毕业 ,不 久 就 获得 研 
究 员 职 位 .在 整个 19 世纪 中 ,他 是 取得 这 个 职位 时 最 年 轻 的 毕 
业 生 . 

他 继续 留 在 剑桥 大 学 ,除了 教 几 个 学 生 之 外 ,主要 从 事 研究 
工作 ,在 短 短 4 年 当中 ,他 写 了 28 篇 论文 发 表 在 数学 杂志 上 .但 
是 ,这 个 职位 收入 有 限 , 他 必须 选择 另外 一 个 足以 维持 生活 的 职 
业 , 他 挑选 了 法 律 .而 要 取得 律师 资格 ,必须 加 入 到 伦敦 的 四 个 
法 律 协会 中 的 一 个 进行 学 习 和 实习 .1846 年 他 在 林肯 法 律 协会 
中 学 习 ,1849 年 取得 律师 资格 ,从 此 一 直 干 到 1863 年 .他 具有 非 
凡 的 表达 能 力 与 业务 才能 ,律师 工作 对 他 来 说 还 是 不 难 的 .但 
是 ,他 热爱 数学 ,仍然 把 所 有 的 业余 时 间 都 献身 于 数学 研究 .还 
在 学 法 律 时 , 他 就 曾 跑 到 都 柏林 去 听 哈 密 尔 顿 关于 四 元 数 的 演 
讲 . 他 的 朋友 西 尔 维 斯 特 当 时 也 在 伦敦 当 保 险 统 计 员 ,两 人 经 常 
在 法 律 协会 的 院子 里 散步 ,讨论 当时 刚刚 出 现 的 不 变 式 论 .在 从 
事 律 师 行业 的 14 年 中 , 凯 雷 就 写 出 了 200 多 篇 数学 论文 . 

当时 在 英国 能 够 靠 数 学 谋生 的 职位 真是 凤 毛 刨 角 ,剑桥 大 
学 只 有 卢 卡 斯 教授 职位 ,这 是 牛顿 曾经 任职 的 讲座 . 1860 年 塞 
德 勒 夫人 捐赠 的 基金 被 用 来 建立 一 个 新 的 数学 教授 职位 ,规定 
新 教授 的 义务 是 “ 崩 明 和 教授 纯粹 数学 的 原理 并 从 事 这 门 科学 
的 研究 和 发 展 ”. 1863 年 ,42 岁 的 凯 雷 被 选 为 塞 德 勒 教授 .教授 
的 薪水 仍 很 微薄 , 远 远 比 不 上 律师 的 收入 ,但 他 毅然 放弃 法 律 业 
务 ,到 剑桥 大 学 当 教 授 . 他 马上 结婚 并 且 在 剑桥 定居 下 来 .他 的 
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家 庭 生活 美满 幸福 ,他 全 心 全 意 投 和 人 到 他 所 热爱 的 数学 当中 .他 
一 年 只 教 一 个 学 期 的 课 , 到 1886 年 教学 改革 后 教 两 个 学 期 . 听 
讲 的 学 生 不 多 ,开始 时 只 有 几 个 人 ,后 来 也 不 过 十 几 人 .他 把 大 
量 的 时 间 和 精力 用 来 从 事 研 究 工作 ,他 的 论文 一 篇 接 一 篇 地 写 
出 来 ,在 欧美 各 个 数学 系 里 流传 .到 他 1895 年 1 月 26 日 去 世 
时 ,一 共 发 表 了 上 千 篇 论文 ,其 中 三 分 之 二 以 上 是 他 当 剑 桥 教授 
后 写 的 . 。 
他 不 是 一 门 心思 销 研 数学 的 人 ,他 还 有 许多 业余 爱好 .他 一 
生 喜 欢 读 小 说 和 旅游 ,年轻 时 还 爱 肘 山 , 是 疏 山 俱乐部 成 员 . 他 
喜欢 绘画 和 建筑 , 自己 没事 也 爱 画 水 彩 画 . 他 热爱 学 生 , 总 是 很 
和 和议 \ 耐 心地 指导 他 们 .他 的 法 律 知识 对 他 担任 学 校 的 行政 职务 
也 有 好 处 .他 还 关心 女子 的 大 学 教育 运动 ,并 直接 帮助 女子 学 院 
的 教学 活动 . 


3 沙 勒 (Chasles) 


沙 勒 ,1793 年 11 月 15 日 生 于 法 国 埃 培 农 ,父亲 是 木材 商 
人 , 沙 勒 早年 人 帝国 公立 中 学 读书 ,1812 年 进入 巴黎 综合 工科 
学 校 学 习 ,1814 年 被 征 人 伍 参 加 巴黎 保卫 战 , 战 后 他 回 到 巴黎 
综合 工科 学 校 , 被 接受 参加 工程 兵部 队 , 但 因 照 顾 一 个 贫困 同学 
而 放弃 了 . 回 家 后 他 服从 父亲 的 意愿 到 巴黎 一 家 股票 经 纪 所 工 
作 , 不 过 不 太 成 功 ,于 是 他 回 到 家 乡 ,潜心 于 数学 及 历史 的 研究 . 
1837 年 他 的 主要 著作 《几何 方法 的 起 源 与 发 展 历史 概述 》 发 表 ， 
给 他 带 来 几何 学 家 及 历史 学 家 的 巨大 名 声 , 于 是 ,1841 年 他 被 
任命 为 巴黎 综合 工科 学 校 测 地 学 及 应 用 力学 教授 ,直至 1851 
年 .1846 年 他 就 任 巴黎 大 学 理学 院 专门 为 他 设立 的 高 等 几何 学 
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教授 职位 ,并 任职 到 1880 年 12 月 18 日 去 世 . 1839 年 他 被 选 为 
法 国 科学 院 通 讯 院 士 ,1851 年 被 选 为 院士 .他 在 《几何 方法 的 起 
源 与 发 展 历史 概述 ;一 书 中 ,表明 了 他 捍卫 庞 塞 菜 纯粹 综合 几何 
学 的 观点 ,这 种 观点 在 他 后 来 于 1852 年 完成 的 《高 等 几何 学 通 
论 》(1880 年 出 版 ) 及 1865 年 出 版 的 《圆锥 曲线 论 》 中 也 有 所 反 
映 , 他 把 对 偶 原 理 及 射影 原理 都 建立 在 一 般 图 形变 换 理论 的 基 
础 上 . 

沙 勒 是 19 世纪 中 叶 重 要 的 科学 史家 ,除了 上 述 著 作 外 ,还 
有 1870 年 发 表 的 《几何 进展 报告 》, 这 是 研究 1800 一 1866 年 几何 
学 史 的 重要 资料 .除了 几何 学 史 的 著作 以 外 ,还 有 《算术 史 》 
(1843), 对 数 系 的 起 源 及 演化 进行 了 探讨 .他 还 收集 17 世纪 许 
多 科学 家 的 通信 ,并 发 现 德 艾格 的 遗 著 .1860 年 出 版 《< 欧 几 里 得 
衍 论 三 卷 》. 

沙 勒 在 几何 学 上 的 主要 贡献 是 开创 了 “计数 几何 学 "这 一 新 
领域 .1864 年 他 提出 “特征 ”方法 及 几何 置换 方法 .1865 年 的 《 贺 
锥 曲线 论 ) 一 书 中 已 包括 计数 几何 的 结果 , 即 决定 有 多 少 某 种 类 
型 的 图 形 满足 某 种 代数 或 几何 条 件 . 


4 克 里 福 德 (Clifford) 


克 里 福 德 ,1845 年 5 月 4 日 生 于 英格兰 的 埃 克 斯 特 . 他 幼年 
丧 母 ,在 家 乡 的 私立 学 校 接受 初等 教育 ,很 小 就 表现 出 非凡 的 天 
才 .15 岁 时 进入 伦敦 国王 学 院 学 习 , 在 学 院 中 不 仅 表现 出 特殊 
的 数学 才能 ,而 且 在 古典 语文 和 英国 文学 方面 也 成 绩优 异 .18 
岁 时 ,他 进入 剑桥 大 学 三 一 学 院 攻 读 , 在 三 年 级 就 荣获 学 院 的 奖 
励 .1867 年 他 以 优等 第 二 名 的 成 绩 毕业 ,1868 年 他 成 为 伦敦 大 
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学 学 院 研究 员 .1870 年 赴 意 大 利 观测 日 食 时 , 船 在 西西 里 岛 海 
岸 附近 遇难 ,他 得 以 幸免 .1871 年 被 任命 为 应 用 数学 及 力学 教 
授 .1875 年 结婚 后 ,他 的 家 成 为 许多 朋友 的 聚会 场所 .1876 年 他 
染 上 肺病 , 曾 去 阿尔 及 利 亚 和 西班牙 休养 半年 .但 他 仍 继续 努力 
工作 .一 年 半 以 后 ,病情 再 度 恶化 ,他 又 一 次 到 地 中 海岸 边 疗养 . 
1878 年 秋 , 他 到 麦 德 拉 岛 休养 ,但 已 回 天 无 望 ,于 1879 年 3 月 3 
月 去 世 , 还 未 满 34 岁 . 

在 短 短 十 多 年 的 时 间 里 ,他 不 仅 著 有 大 量 数学 论文 ,而 且 写 
了 许多 哲学 论著 .他 喜欢 小 孩 ,为 孩子 们 写 了 童话 《小 人 儿 》, 还 
写 了 不 少 诗 .他 是 一 位 卓越 的 教师 ,自己 打算 编写 一 大 套数 学 教 
科 书 ,不 过 在 生前 只 出 版 了 《力学 原理 3 前 三 卷 ,第 四 卷 在 他 去 世 
后 才 出 版 .他 还 是 科学 思想 的 伟大 传播 者 ,他 的 讲演 生动 有趣 
而 深刻 ,很 受 欢迎 

克 里 福 德 是 当时 英国 最 好 的 数学 家 之 一 ,他 把 非 欧 几何 学 
及 黎 曼 的 思想 介绍 到 英国 来 ,自己 也 做 了 许多 这 方面 的 工作 . 


5 达尔 布 (Darboux) 


达尔 布 ,1842 年 8 月 13 日 生 于 法 国 的 尼 米 斯 ,他 的 父亲 是 
服饰 业 商 人 ,1849 年 去 世 . 他 的 母亲 承担 起 养家 及 教育 两 个 儿 
子 的 双重 责任 .他 是 长 子 , 1853 年 进入 尼 米 斯 中 学 .在 母亲 的 精 
心照 料 下 ,达尔 布 顺利 地 读 完 中 学 ,并 取得 科学 业 士 学 位 .1859 
年 10 月 ,达尔 布 进 人 蒙特 彼 里 埃 高 级 中 学 读 预 科 数 学 ,在 老师 
查理 :贝尔 热 (Charles Berger) 的 热心 指导 下 ,他 对 数学 产生 很 大 
兴趣 ,并 立志 献身 教育 事业 .1861 年 10 月 ,他 先后 考 上 巴黎 综合 
工科 学 校 和 巴黎 高 等 师范 学 校 , 都 是 第 一 名 .一 般 学 生 都 愿意 上 
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巴黎 综合 工科 学 校 , 但 是 达尔 布 毅然 选择 了 巴黎 高 等 师范 学 校 ， 
这 开 了 一 个 先例 ,从 此 大 批 优秀 数学 家 成 了 巴黎 高 等 师范 学 校 
的 毕业 生 . 

在 巴黎 高 等 师范 学 校 的 三 年 学 习 生 活 中 , 达尔 布 深 入 钻研 
蒙 日 .高 斯 . 庞 塞 菜 、 杜 潘 、 拉 梅 、. 雅 可 比 等 人 所 解决 的 一 些 重 大 
的 几何 学 问题 ,从 此 开始 了 自己 的 研究 .1864 年 他 开始 发 表 关 
于 正 交 曲面 的 论文 .1864 年 9 月 在 教师 资格 会 考 中 ,他 又 考 了 
第 一 名 .著名 科学 家 巴 斯 德 (Louis Pasteur, 1822 一 1895) 写 道 :“ 这 
位 年 轻 人 很 快 会 成 为 我 们 最 著名 的 数学 家 中 的 一 位 .这样 ,他 
留 校 当 助手 ,并 继续 自己 的 研究 工作 .此 后 不 久 ,他 写 出 《 论 正 交 
曲面 》 的 论文 ,并 于 1866 年 7 月 在 巴黎 大 学 取得 博士 学 位 ， 

在 当 了 一 年 代理 教授 之 后 ,他 到 著名 的 路 易 十 四 高 级 中 学 
任教 .在 这 期 间 . 他 写 了 不 少 分 析 及 几何 方面 的 论文 ,特别 是 
1870 年 发 表 的 《一 类 重要 的 代数 曲线 和 曲面 > 和 《4 论 二 阶 偏 微分 
方程 》. 

1872 年 10 月 ,达尔 布 离开 中 学 ,到 巴黎 高 等 师范 学 校 任 助 
教 ,1873 一 1881 年 任 讲师 ,其 间 兽 代 刘 维尔 的 天 体力 学 课 及 沙 勤 
的 高 等 几何 学 课 .1881 年 4 月 任 巴 黎 大 学 理学 院 高 等 几何 学 教 
授 .1889 一 1903 年 任 理学 院 院 长 ,后 任 名 誉 院 长 .他 于 1884 年 当 
选 为 法 国 科学 院 院 士 ,1900 年 起 任 法 国 科 学 院 几 何 学 部 终身 秘 
书 .1917 年 2 月 23 日 在 巴黎 去 世 . 


6 戴 德 金 (Dedekind) 


戴 德 金 ,1831 年 10 月 6 日 生 于 德国 的 布 隆 什 维 克 , 他 的 父 
亲 是 一 位 法 学 教授 ,他 的 母亲 是 一 位 教授 的 女儿 . 戴 德 金 是 四 个 
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孩子 中 最 小 的 ,7 岁 起 在 家 乡 上 中 学 ,开始 对 化 学 和 物理 学 产生 
兴趣 ,而 把 数学 只 看 做 是 辅助 性 学 科 . 但 是 ,他 很 快 就 感觉 到 物 
理学 缺少 条 理 和 严格 的 逻辑 结构 ,于 是 就 专心 学 习 数 学 .1848 
年 戴 德 金 进 入 了 卡 罗 琳 学 院 , 这 也 是 高 斯 的 母校 .在 这 里 ,他 学 
到 了 解析 几何 、 微 积分 以 及 力学 等 知识 .1849 一 1850 年 间 , 他 还 
给 低 年 级 学 生 授课 .1850 年 复活 节 , 他 进入 格 廷 根 大 学 学 习 , 当 
时 格 廷 根 大 学 刚 建立 起 数学 和 物理 学 讨论 班 ,在 这 里 他 开始 学 
到 数论 的 基础 知识 ,1851 年 黎 曼 开始 参加 这 个 讨论 班 ,他 们 很 
快 结 下 了 深厚 的 友谊 .他 在 大 学 里 还 学 习 物理 和 天 文 ,并 昕 过 高 
斯 讲 的 最 小 二 乘法 及 高 等 测量 学 ,还 听 过 其 他 学 者 开 的 课程 .他 
只 上 了 四 个 学 期 ,就 在 高 斯 的 指导 下 准备 博士 论文 ,论文 的 题目 
是 《关于 欧 拉 积 分 的 理论 》, 得 到 了 高 斯 的 好 评 ,高 斯 还 预言 他 未 
来 会 有 很 大 的 成 就 .这 时 , 戴 德 金 觉 得 虽然 他 的 知识 对 于 教 中 学 
已 绰绰有余 ,可 是 他 对 格 廷 根 的 课 总 感觉 程度 不 高 .在 格 廷 根 ， 
听 不 到 狄 利克 雷 、 雅 可 比 . 史 坦 纳 讲授 的 高 等 数论 .高 等 几何 、 椭 
圆 函 数 .数学 物理 等 最 新 的 课程 ,因此 他 又 花 了 两 年 时 间 弥 补 他 
受 教育 的 不 足 . 

1854 年 夏 ,他 取得 大 学 讲师 资格 ,同年 年 底 开 出 概率 论 和 
几何 学 两 门 课程 .1855 年 , 狄 利克 雷 到 格 廷 根 之 后 , 戴 德 金 听 他 
讲授 了 数论 .位 势 理 论 . 定 积分 及 偏 微分 方程 的 课程 .他 很 快 同 
狄 利克 雷 有 了 密切 的 交往 ,并 同 他 进行 了 多 次 富有 成 果 的 讨论 . 
据 戴 德 金 后 来 回忆 , 狄 利克 雷 把 他 变 成 了 一 个 新 人 ,并 大 大 扩展 
了 他 在 学 术 方 面 的 视野 .他 还 参加 了 狄 利克 雷 和 他 的 朋友 们 的 
社交 活动 .1855 一 1856 年 , 戴 德 金 听 黎 曼 讲 授 了 阿 贝尔 函数 和 椭 
圆 函 数 的 课程 ,他 自己 也 开始 讲授 伽 罗 华 理论 .他 可 能 是 第 一 个 
开 伽 罗 华 理论 课程 的 人 .在 讲课 中 ,他 引进 了 域 的 概念 ,并 且 把 
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置换 群 的 概念 用 抽象 群 的 概念 来 取代 . 

1858 年 戴 德 金 被 聘任 为 瑞士 苏黎世 理工 学 院 教授 ,他 在 讲 
授 微 积分 的 课程 时 深 感 分 析 基 础 的 薄弱 ,从 此 开始 对 实数 理论 
基础 进行 研究 .1859 年 9 月 , 戴 德 金 陪 黎 曼 到 柏林 大 学 访问 .在 
那里 他 遇 到 了 外 和 尔 斯 特 拉 斯 ,也 遇 到 了 他 以 后 的 论 敌 克 洛 耐克 
1862 年 ,他 被 家 乡 的 高 等 工业 学 院 聘任 为 教授 ,于 是 他 返回 家 
乡 , 直 到 1916 年 2 月 12 日 去 世 . 

戴 德 金 终 身 未 婚 , 同 他 的 二 姐 住 在 一 起 ,在 他 亲属 的 关怀 
下 ,他 有 充分 的 时 间 和 自由 从 事 基 础 数学 的 研究 工作 .但 是 布 隆 
什 维 克 是 个 小 地 方 ,他 同 别人 的 交流 不 是 太 多 ,他 有 了 时 也 到 外 地 
旅游 , 曾 在 1874 年 过 到 了 G: 康 托 尔 ,两 人 的 思想 交流 和 书信 往 
来 推动 了 集合 论 的 诞生 .由 于 戴 德 金 在 数学 方面 的 许多 重大 贡 
献 , 1862 年 被 选 为 格 廷 根 科 学 院 通 讯 院 士 ,1880 年 被 选 为 柏林 
科学 院 通 讯 院士 ,1910 年 被 选 为 巴黎 科学 院 通讯 院士 . 戴 德 金 
富有 音乐 天 才 , 他 演奏 的 钢琴 和 大 提琴 都 相当 不 错 ,而 且 还 作 过 
曲 . 

在 完成 从 古典 数学 到 现代 数学 的 转变 中 , 戴 德 金 是 一 个 重 
要 的 代表 人 物 , 他 在 代数 数论 上 有 卓越 的 贡献 ,并 直接 导致 抽象 
代数 学 的 产生 . 狄 利克 雷 的 《数论 讲义 》 是 高 斯 的 《算术 研究 》 的 
最 好 入 门 书 . 戴 德 金 在 编辑 该 书 的 第 2 ~ 4 版 时 ,把 自己 的 思想 
作为 附录 附 在 书后 .在 1871 年 第 2 版 的 附录 XX 中 ,他 建立 了 一 
般 代数 数 域 理论 ,定义 了 一 般 理 想 的 概念 .后 来 , 戴 德 金 还 定义 
了 环 与 单位 等 概念 .1900 年 ,他 定义 了 对 偶 群 ( 即 格 ) 的 概念 ,这 
” 些 都 是 现代 数学 的 基本 对 象 . 
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7 狄 利克 雷 (Dirichlet) 


狄 利克 雷 是 高 斯 和 黎 曼 之 间 最 伟大 的 数学 家 之 一 ,但 是 他 
的 名 声 往往 被 这 两 位 数学 家 所 掩盖 ,没有 得 到 应 有 的 注意 .实际 
上 他 在 数学 研究 的 深度 .广度 及 个 人 影响 方面 都 是 巨大 的 ,特别 
是 他 和 雅 可 比 两 人 从 根本 上 扭转 了 德国 数学 在 数学 教学 及 科研 
方面 的 落后 状况 ,开始 了 德国 数学 在 100 年 间 处 于 领先 地 位 的 
局 面 . 

犹 利克 雷 ,1805 年 2 月 13 日 生 于 德国 亚 琛 附近 的 都 仑 ,他 
的 父亲 是 邮政 局 长 ,他 是 家 中 的 第 七 个 孩子 ,1817 年 到 波恩 上 
中 学 , 1819 年 转 到 科隆 进入 耶稣 会 中 学 .他 的 数学 老师 是 马 
丁 " 欧 姆 .当时 德国 数学 虽然 出 了 高 斯 ,但 整体 水 平 不 高 ,于 是 他 
在 1821 年 中 学 毕业 之 后 ,决定 去 当时 的 数学 中 心 巴黎 学 习 .他 
从 1822 年 5 月 到 1826 年 秋 定 居 巴 黎 , 在 法 兰 西学 院 及 巴黎 大 学 
理学 院 听 课 , 结 识 了 拉克 和 鲁 瓦 .傅立叶 及 波 瓦 松 , 课 余 自 修 高 斯 
的 《算术 研究 》.1823 年 夏 , 他 被 福 瓦 将 军 聘 为 家 庭 教师 . 1825 年 
夏 他 结识 了 亚历山大 . 汉 : 洪 堡 ,并 认识 了 许多 法 国 科学 家 . 同 
年 , 勒 让 德 及 拉克 鲁 瓦 代表 巴黎 科学 院 接受 了 他 的 第 一 篇 关于 
五 次 不 定 方程 的 论文 ,证 明 费 尔 马 大 定理 n =5 的 情形 .1825 年 
冬 , 福 瓦 将 军 去 世 , 他 离开 福 瓦 家 .1826 年 5 月 ,他 致 函 普鲁士 
文化 部 长 史 泰 因 申 请 工作 ,并 附 上 亚历山大 ' 冯 -. 洪 保 的 介绍 信 . 
1826 年 底 他 回 到 都 仓 ,1827 年 初 在 波恩 获得 名 誉 博士 学 位 ,并 
被 布 列 斯 劳 大 学 聘 为 无 薪 讲师 . 1828 年 4 月 升 为 副教授 ,不 久 
又 到 柏林 军事 学 校 上 课 , 并 在 柏林 大 学 兼 课 . 1829 年 夏 ,他 去 度 
假 时 认识 雅 可 比 ,两 人 结 下 终身 友谊 .1831 年 7 月 ,他 被 正式 任 
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命 为 柏林 大 学 副教授 ,同时 继续 在 柏林 军事 学 校 上 课 . 在 亚 历 山 
大 : 冯 : 洪 堡 的 介绍 下 ,他 结识 了 著名 音乐 家 门 德尔 松 (Felix 
Mendelsohn, 1809 一 1847) 一 家 , 1832 年 亟 其 妹 莉 百 加 (Rebecca， 
1811 一 1858) 为 妻 , 婚 后 生 有 三 子 一 女 ,他 的 家 庭 也 成 为 柏林 文 
化 界 的 社交 中 心 . 1832 年 初 他 被 选 为 柏林 科学 院 院 士 , 1839 年 
升 为 柏林 大 学 教授 .1843 年 秋 他 到 意大利 旅游 , 因 病 两 次 延长 
假期 ,1845 年 春 才 回 到 柏林 . 1849 年 他 同 雅 可 比 一 起 去 格 廷 根 
参加 高 斯 获 博士 学 位 50 周年 纪念 活动 .不 久 雅 可 比 去 世 , 他 整 
理发 表 了 雅 可 比 的 遗 稿 ,并 在 柏林 科学 院 发 表 纪 念 演说 . 1855 
年 高 斯 去 世 后 , 狄 利克 雷 被 选 为 高 斯 的 继任 者 . 1858 年 夏 他 患 
心脏 病 , 加 上 年 末 妻 子 突然 去 世 , 在 这 种 打击 之 下 ,他 于 1859 年 
5 月 5 日 去 世 , 享 年 54 岁 . 


8 哈密 尔 顿 (Hamilton) 


哈密 尔 顿 是 英国 自 牛顿 以 后 最 伟大 的 数学 家 兼 数学 物理 学 
家 .18 世纪 后 期 英国 数学 衰落 ,到 19 世纪 30 年 代 以 后 ,英国 数 
学 开始 复兴 ,在 数学 物理 学 及 代数 学 两 方面 均 有 所 成 就 ,而 这 两 
方面 均 有 贡献 的 只 有 了 哈密 尔 顿 . 

哈密 尔 顿 ,1805 年 8 月 5 日 生 于 爱尔兰 的 都 柏林 ,从 小 就 是 
一 个 神童 ,5 岁 时 就 能 读 拉 丁 文 . 希 腊 文 和 希 伯 莱 文 ,8 岁 时 学 会 
意大利 文 及 法 文 ,还 不 到 10 岁 , 又 对 学 习 东 方 语言 充满 热情 ,以 
一 年 学 会 一 种 语言 的 速度 学 会 阿拉 伯 文 .梵文 等 等 , 14 岁 时 就 
能 以 波斯 文 的 颁 词 迎接 波斯 大 使 . 

蛤 密 尔 顿 在 13 岁 那 年 , 遇 到 一 位 美国 计算 神童 ,这 才 激 起 
他 对 数学 的 兴趣 ,不 久 他 就 开始 钴 研 数 学 经 典 著作 .先是 读 牛 顿 
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的 《通用 算术 》、 克 莱 洛 的 《代数 》, 其 后 读 牛 顿 的 4 自然 哲学 的 数 
学 原理 》 以 及 拉 普 拉 斯 的 《天 体力 学 》, 还 在 1823 年 指出 后 一 书 
中 证 明 力 的 平行 四 边 形 的 数学 错误 ,这 些 都 引起 都 柏林 大 学 天 
文学 教授 布 林 克 利 的 注意 .他 还 研究 平面 直线 系 的 表示 方法 ,这 
成 为 他 向 爱尔兰 皇家 科学 院 递交 的 第 一 篇 论文 .在 这 时 , 布 林 克 
利 已 经 说 :这 位 年 轻 人 ,我 不 讲 他 将 会 是 而 是 讲 他 现在 就 是 当 
代 第 一 流 数 学 家 .” 他 还 对 诗歌 极为 热衷 ,自己 一 生 写 诗 , 译 诗 ， 
并 结交 当时 最 著名 的 湖畔 诗人 华北 沃 思 (William Wordsworth， 
1770 一 1850)、 库 勒 里 治 (Samuel Taylor Coleridge, 1772 一 1834) 等 
人 ,经 常 一 起 唱和 .但 是 诗人 并 不 特别 欣赏 他 的 作品 .18 岁 时 ， 
哈密 尔 顿 进入 都 柏林 大 学 三 一 学 院 , 他 在 古典 文学 以 及 数学 方 
面 都 表现 突出 ,多 次 荣获 金牌 ,以 至 于 布 林 克 利 升 为 主教 之 后 ， 
教授 职位 空缺 ,有 许多 杰出 的 候选 者 ,哈密 尔 顿 并 不 是 正式 的 候 
选 人 ,但 是 被 鼓励 去 申请 .结果 这 位 大 学 还 没有 毕业 的 学 生 被 任 
命 为 都 柏林 大 学 天 文学 教授 以 及 都 柏林 附近 的 邓 辛 克 天 文 台 人 台 
长 .1827 年 10 月 他 开始 定居 于 此 ,开始 他 那 一 身 三 任 (哲学 家 、 
数学 家 、 诗 人 ) 的 生涯 .哈密 尔 顿 的 前 期 工作 主要 是 数学 物理 学 ， 
1832 年 他 又 写 了 一 篇 关于 光线 系统 的 论文 ,预言 圆锥 折射 现 
象 ,不 久 被 实验 所 证 实 .1833 年 他 把 光学 原理 应 用 于 动力 学 上 ， 
提出 特征 函数 观念 .其 后 两 年 中 他 又 提出 哈密 尔 顿 最 小 作用 原 
理 , 引 进 哈密 尔 顿 运动 方程 ,从 而 使 经 典 力学 研究 达到 顶峰 .应 
该 说 ,哈密 尔 顿 的 光学 及 力学 思想 ,不 仅 大 大 促进 了 当时 物理 学 
的 发 展 ,而 且 在 100 年 以 后 推动 了 量子 力学 的 诞生 , 对 科学 的 意 
义 要 比 他 的 代数 工作 更 为 重大 .不 过 在 19 世纪 中 期 ,不 论 是 他 
还 是 其 他 科学 家 ,对 四 元 数 几 乎 形成 一 种 狂热 .但 到 19 世纪 末 ， 
除了 少数 人 之 外 ,四 元 数 已 让 位 于 远 为 方便 的 向 量 观念 了 . 
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哈密 尔 顿 关 于 代数 的 研究 很 早 就 已 开始 ,他 一 直 不 满意 皮 
科 克 关于 代数 学 是 “符号 及 其 组 合 的 体系 "的 说 法 ,也 不 满意 德 ， 
摩根 对 它 的 改进 ,他 要 建立 一 个 更 为 实在 的 基础 .他 阅读 了 康德 
的 《纯粹 理性 批判 》 后 ,受到 很 大 启发 .康德 认为 时 间 和 空间 是 各 
种 先 验 综合 知识 的 两 个 来 源 ,既然 几何 学 是 空间 的 科学 ,因此 代 
数学 必定 是 时 间 的 科学 .于 是 ,1829 年 哈密 尔 顿 在 爱尔兰 皇家 
科学 院 宣读 了 一 篇 论文 ,题目 就 是 《作为 纯粹 时 间 科 学 的 代数 
学 》, 其 中 主要 谈 到 ,几何 学 是 建立 在 对 空间 的 纯粹 直观 基础 上 
的 .在 为 代数 学 建立 了 哲学 基础 之 后 , 遇 到 的 第 一 个 问题 就 是 ; 
时 间 是 一 维 的 直线 ,那么 解 二 次 方程 时 遇 到 的 虚数 怎么 办 ?这 
样 就 开始 了 复数 的 研究 .1837 年 他 把 复数 a + bi 解释 为 实数 的 
有 序 偶 ,并 规定 其 运算 规律 以 免除 - 1 的 麻烦 .这 样 ,复数 仍然 
可 以 建立 在 一 维 实数 的 基础 上 . 沿 着 这 条 道路 ,进而 寻找 “三 维 
复数 ”. 经 过 多 年 的 努力 ,他 终于 在 1843 年 10 月 16 日 间 夫人 沿 
着 皇家 运河 散步 时 ,突然 心中 产生 一 道 闪光 ,发 现 了 四 元 数 .在 
通过 布 洛 干 桥 时 ,他 迫不及待 地 用 小 刀 把 公式 刻 在 桥 石上 ( 即 
= 了 =k= 这 = -1). 当 天 参加 爱尔兰 皇家 科学 院 会 议 时 ,他 要 
求 宣读 关于 四 元 数 的 论文 ,会 议 同意 他 在 下 一 次 全 会 (11 月 13 
日 ) 宣 读 . 1845 年 哈密 尔 顿 到 剑桥 参加 不 列 协 科学 促进 会 年 会 
后 ,他 在 牛顿 著述 《自然 哲学 的 数学 原理 》 的 房间 里 住 上 一 星期 ， 
这 给 他 留 下 深刻 印象 .为 了 准备 像 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》 那 样 
的 著作 ,他 辞去 爱尔兰 皇家 科学 院 主席 职务 ,开始 全 力 以 赴 撰 写 
关于 四 元 数 的 著作 .其 中 第 一 部 源 于 1848 年 在 都 柏林 大 学 三 一 
学 院 的 六 次 讲课 ,当时 听课 的 有 凯 雷 及 萨 尔 孟 等 ,这 些 讲课 的 讲 
义 《 四 元 数 讲义 》 于 1853 年 出 版 . 其 后 他 准备 大 大 扩展 他 的 《四 
元 数 原理 》, 但 是 在 他 去 世 时 还 差 一 章 没有 完成 ,这 本 书 在 他 去 
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志 后 出 版 (1866). 他 身体 多 病 , 由 于 婚姻 不 美满 ,他 柄 酒 导致 酒 
精 中 毒 ,晚年 患 痛风 ,在 极其 痛苦 的 情况 下 ,于 1865 年 9 月 2 日 
去 世 . 


9 埃 尔 米 特 (Hermite ) 

埃 尔 米 特 ,1822 年 12 月 24 日 生 于 法 国 洛 林地 区 的 过 约 兹 . 
早年 就 自学 拉 格 朗 日 及 高 斯 的 著作 ,1842 年 秋 考 入 巴黎 综合 工 
科学 校 时 已 开始 独立 进行 科研 工作 .1842 年 他 写 了 两 篇 短文 投 
给 新 创刊 的 《新 数学 年 报 》,1843 年 他 把 研究 阿 贝尔 函数 的 除法 
所 得 到 的 结果 告诉 雅 可 比 ,得 到 下 面 的 鼓励 : “假如 你 看 到 你 的 
一 些 发 现在 我 以 前 的 研究 工作 中 已 经 有 了 ,你 不 要 为 此 烦恼 , 因 
为 你 从 我 最 后 完成 的 地 方 开始 搞 , 必 然 有 一 小 块 相 重 的 地 带 . 将 
来 如 果 我 荣幸 地 收 到 你 告诉 我 的 结果 的 话 ,我 将 只 会 去 好 好 学 
习 , "1847 年 他 取得 学 士 学 位 并 通过 教师 资格 考试 .其 后 , 1848 
年 任 巴 黎 综 合 工科 学 校 辅导 教师 , 1856 年 被 选 为 巴黎 科学 院 院 
士 .1862 年 ,巴黎 高 等 师范 学 校 为 埃 尔 米 特 设 立 一 个 教授 席位 ， 
1869 年 他 还 被 巴黎 综合 工科 学 校 及 巴黎 大 学 聘 为 教授 .他 是 一 
位 很 好 的 老师 ,总 是 启发 及 引导 学 生 了 解 高 斯 、 雅 可 比 、 阿 贝尔 、 
柯 西 等 人 开创 的 事业 及 其 最 新 的 发 展 .1869 一 1875 年 他 在 巴黎 
大 学 讲 方程 论 , 后 来 他 讲 积分 及 函数 论 . 他 培养 了 大 批 学 生 ,如 
庞 加 莱 等 .他 与 许多 人 的 通信 有 着 重要 的 历史 价值 ,如 荷兰 数学 
家 斯 蒂 尔 捷 斯 .1901 年 1 月 14 日 他 在 巴黎 去 世 . 

埃 尔 米 特 在 当时 是 法 国 数学 界 的 领袖 人 物 , 也 是 国际 公认 
的 数学 权威 .他 在 椭圆 函数 及 阿 贝尔 函数 论 .数论 .代数 论 .函数 
逼近 论 等 方面 有 许多 贡献 .他 继承 阿 贝 尔 和 雅 可 比 关 于 椭圆 函 
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数 及 超 椭 圆 函 数 、 阿 贝尔 函数 的 研究 .这 方面 是 19 世纪 中 后 期 
衡量 大 数学 家 的 标志 . 刘 维尔 .外 尔 斯 特 拉 斯 、 黎 曼 . 克 洛 耐 克 等 
人 都 对 此 有 巨大 贡献 ,也 是 他 们 当时 获得 承认 的 标志 . 埃 尔 米 特 
对 阿 贝 尔 函 数 的 分 点 值 及 变换 得 出 相应 于 椭圆 函数 的 公式 .他 
还 应 用 椭圆 函数 的 变换 公式 得 出 五 次 方程 的 解析 解 (1858) ,这 
在 当时 是 一 个 新 方向 .他 在 数论 方面 的 主要 贡献 是 推广 高 斯 的 
二 次 型 工作 ,证 明 对 任意 变 元 ,二 次 型 的 类 数 有 限 .在 矩阵 论 中 ， 
他 引进 埃 尔 米 特 和 矩阵 的 概念 ,证 明 其 特征 根 为 实数 .1873 年 他 
证 明了 。e 是 超越 数 ,引起 数学 界 的 广泛 兴趣 .1878 年 他 引进 埃 尔 
米 特 多 项 式 ,这 是 正 交 多 项 式 中 最 主要 的 一 类 . 


10” 克 洛 耐克 (Kronecker) 


克 洛 耐克 ,1823 年 12 月 7 日 生 于 普鲁士 的 里 格 尼 芯 ,他 的 
父亲 是 一 位 富裕 的 犹太 商人 ,受过 良好 的 教育 ,对 孩子 的 教育 其 
为 重视 . 克 洛 耐克 先是 跟着 家 庭 教 师 在 家 中 学 习 , 后 来 上 初级 小 
学 ,接着 上 里 格 尼 茨 中 学 ,这 时 他 的 中 学 老师 是 大 数学 家 库 软 
尔 .他 在 中 学 时 ,由 于 他 的 勤奋 和 关 才 ,所 有 学 科 都 成 绩 突出 ,对 
数学 尤其 表现 出 了 特殊 的 天 赋 和 兴趣 .1841 年 中 学 毕业 后 进入 
柏林 大 学 .在 柏林 大 学 ,他 听 过 大 数学 家 狄 利克 雷 、 雅 可 比 和 史 
坦 纳 的 课 . 他 还 在 波恩 大 学 和 布 列 斯 劳 大 学 听 过 课 ,这 时 他 的 中 
学 老师 库 默 尔 刚好 在 布 列 斯 劳 大 学 任教 ,他 们 从 此 结 下 了 深厚 
的 友谊 . 除 库 默 尔 之 外 ,他 也 深 受 犹 利克 雷 的 影响 ,同时 ,通过 狄 
利克 雷 的 介绍 ,他 认识 了 银行 家 亚历山大 ' 门 德尔 松 , 并 结识 了 
亚历山大 : 冯 ' 洪 堡 .在 波恩 ,他 积极 参加 组 织 学 生 会 的 活动 ,但 
他 的 社会 活动 并 没有 影响 他 的 数学 研究 .在 学 生 时 代 ,他 就 写 了 
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一 篇 论文 ,其 中 证 明了 定理 :对 于 每 个 素数 p ,方程 
1+x+ 和 +…+ 刀 -1=0 

是 不 可 约 的 .1845 年 他 从 柏林 大 学 获得 博士 学 位 ,论文 的 题目 
是 《 论 复 单 元 》, 复 单元 现在 的 意思 就 是 可 逆 元 . 当时 , 狄 利克 雷 
在 意大利 旅居 期 间 ,已 经 解决 了 用 有 限 基 来 表示 复 单元 的 问题 ， 
克 洛 耐克 在 不 知道 犹 利克 雷 的 工作 的 情况 下 ,独立 解决 了 分 圆 
数 的 相应 问题 .他 自己 觉得 这 个 问题 很 重要 ,以 至 于 到 1882 年 
还 把 它 重新 发 表 了 . 

他 结束 了 大 学 学 业 以 后 ,就 开始 从 事 银行 业 的 活动 ,并 管理 
刚 去 世 的 姨 夫 的 地 产 . 他 经 营 有 方 , 赚 了 大 钱 ,为 他 以 后 从 事 学 
术 活 动 打下 了 经 济 基础 .他 干 了 不 到 10 年 ,在 柏林 买 下 一 所 漂 
亮 的 房子 ,从 此 又 回来 研究 数学 .在 经 商 期 间 ,他 娶 了 他 的 表妹 . 
1855 年 ,他 到 柏林 大 学 当 讲师 ; 1861 年 ,他 成 为 柏林 科学 院 院 
士 ;1862 年 ,他 成 为 柏林 大 学 的 副教授 ;1880 年 ,他 接替 波 尔 沙 
特 任 《 克 莱 尔 杂志 》 的 主编 ; 1883 年 ,他 接替 库 默 尔 任 柏林 大 学 
数学 教授 ,并 与 外 尔 斯 特 拉 斯 共同 主持 数学 讨论 班 .但 他 后 来 同 
外 尔 斯 特 拉 斯 因为 学 术 观 点 不 同 ,经 常 争论 .他 反对 外 尔 斯 特 拉 
斯 的 分 析 方 法 ,认为 “< 上帝 "创造 了 整数 ,其 他 的 一 切 都 是 人 造 
的 .他 认为 ,所 有 的 算术 都 应 该 只 建筑 在 整数 的 基础 上 ,无 理 数 
是 不 可 靠 的 .他 还 反对 G* 康 托 尔 的 集合 论 ,这 也 与 外 尔 斯 特 拉 
斯 的 观点 大 相 径 庭 , 克 洛 耐克 强调 用 算法 来 进行 计算 ,而 不 是 用 
概念 .因此 ,他 被 认为 是 现代 直觉 主义 和 构造 主义 的 先驱 . 

殉 洛 耐克 的 主要 工作 是 研究 代数 .数论 和 椭圆 函数 论 . 1853 
年 他 发 表 了 一 篇 重要 文章 ,题目 是 4 论 代 数 可 解 方程 》. 这 篇 文章 
和 1856 年 发 表 的 同名 文章 一 起 ,是 对 方程 论 的 一 项 重要 发 展 ， 
其 中 研究 了 素数 次 方程 的 可 解 性 问题 ,他 提出 了 两 个 判断 可 解 
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性 的 标准 .1891 年 12 月 29 日 他 在 柏林 去 世 . 
11 库 默 尔 (Kummer) 


库 默 尔 ,1810 年 1 月 29 日 生 于 德国 的 索 拉 乌 ( 现 波兰 的 扎 
雷 ). 他 的 父亲 是 一 位 物理 学 家 ,于 1813 年 旱 逝 . 他 的 母亲 含 辛 
茹 苦 把 他 和 他 的 哥哥 抚养 成 人 . 1819 年 他 进入 当地 文法 中 学 学 
习 ,1828 年 进入 哈 勒 大 学 专攻 新 教 神学 .在 大 学 时 ,他 受到 数学 
教授 舍 尔 克 的 影响 , 转 而 专攻 数学 . 1831 年 毕业 前 ,他 写 出 一 篇 
论文 ,解决 了 含 尔 克 提出 的 问题 ,同年 9 月 被 授予 博士 学 位 , 同 
年 取得 中 学 教师 授课 资格 ,在 家 乡 中 学 见习 一 年 之 后 , 1832 年 
在 里 格 尼 茨 ( 今 波 兰 赖 克 米 卡 ) 文 法 中 学 任教 ,一 共 教 了 10 年 的 
数学 及 物理 课程 .在 这 期 间 ,他 的 学 生 中 有 后 来 的 大 数学 家 克 洛 
耐克 等 人 ,他 鼓励 他 们 去 独立 从 事 科 研 工作 ,给 他 们 很 多 帮助 ， 
与 他 们 建立 起 长 久 的 友谊 .同时 ,他 自己 也 开始 在 项 数论 方面 进 
行 研究 工作 ,并 同 当 时 德国 数学 权威 雅 可 比 和 狄 利 克 雷 进行 学 
术 交 流 , 逐 步 在 学 术 界 取得 一 定 的 声誉 .在 狄 利克 雷 的 推荐 之 
下 ,1839 年 他 被 选 为 柏林 科学 院 通讯 院士 ,1840 年 与 狄 利克 雷 
夫人 的 堂 妹 结婚 . 1842 年 在 狄 利克 雷 和 雅 可 比 的 推荐 之 下 , 取 
得 亚历山大 . 冯 ' 洪 堡 的 支持 ,被 聘 为 布 列 斯 劳 大 学 数学 教授 . 
1855 年 接替 狄 利 克 雷 任 柏林 大 学 教授 .在 布 列 斯 劳 大 学 这 段 时 
期 中 ,他 的 研究 方向 转向 数论 ,并 取得 他 一 生 中 最 重大 的 成 就 . 
1848 年 革命 中 ,他 站 在 保守 派 一 边 ,拥护 君主 立宪 ,反对 共和 
制 .同年 他 的 妻子 去 世 , 他 又 同 包 尔 结 婚 , 他 一 共有 9 个 子女 . 

1855 年 库 默 尔 到 柏林 大 学 任教 授 , 并 成 为 柏林 科学 院 院 
士 .同年 ,他 的 学 生 克 洛 耐 克也 来 到 柏林 ,1861 年 起 也 以 柏林 科 
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学 院 院士 的 身份 在 柏林 大 学 任教 . 1856 年 外 尔 斯 特 拉 斯 到 柏林 
大 学 任 副 教授 ,他 们 三 人 一 起 使 柏林 大 学 成 为 德国 最 重要 的 数 
学 中 心 . 库 默 尔 和 外 尔 斯 特 拉 斯 在 1861 年 开创 纯粹 数学 讨论 
班 ,吸引 了 德国 乃至 世界 许多 有 才能 的 年 轻 数学 家 . 他 不 但 在 柏 
林 大 学 教授 解析 几何 、 力 学 、 曲 面 论 和 数论 等 课程 ,还 在 军事 学 
院 兼 课 , 这 对 他 虽 是 一 大 负担 ,但 他 很 乐意 这 样 做 . 他 的 讲课 准 
备 充分 ,表达 清楚 ,吸引 了 大 批 学 生 . 他 培养 了 许多 博士 生 , 其 中 
包括 施 瓦 芯 、G: 康 托 尔 、 高 尔 丹 等 大 数学 家 . 他 非常 关心 学 生 ， 
有 时 还 帮助 学 生 解 决 物质 上 的 困难 ,到 19 世纪 60 年 代 , 他 的 行 
政工 作 越 来 越 多 , 1863 一 1878 年 任 柏林 科学 院 物理 数学 部 的 终 
身 秘书 ,1865 一 1866 年 任 哲学 院 院 长 , 1868 一 1869 年 任 柏 林 大 学 
校长 . 

在 柏林 期 间 ,他 一 方面 继续 数论 的 研究 工作 , 另 一 方面 由 于 
在 军事 学 院 授课 的 需要 , 对 于 一 些 几 何 问题 ,特别 是 光学 系统 的 
射线 束 问 题 发 生 兴趣 .在 哈密 尔 顿 工作 的 基础 上 ,他 发 现 了 一 个 
四 阶 曲面 , 现 被 称 为 库 默 尔 曲 面 , 它 有 16 个 孤立 奇 点 和 16 个 奇 
异 切 面 . 

从 19 世纪 70 年 代 起 , 库 默 尔 对 于 数学 的 关心 越 来 越 少 了 ， 
这 时 外 和 尔 斯 特 拉 斯 和 克 洛 耐克 在 数学 上 处 于 对 立 的 地 位 , 库 黑 
尔 由 于 支持 自己 的 学 生 及 朋友 而 与 外 尔 斯 特 拉 斯 也 出 现 隔 闵 . 
1882 年 2 月 库 默 尔 突 然 宣布 由 于 记忆 力 衰退 ,自己 已 不 能 胜任 
工作 ,要 求 提前 退休 ,并 推荐 克 洛 耐克 为 自己 的 接班 人 . 从 1883 
年 起 ,他 不 再 关心 数学 的 研究 及 教学 ,在 儿孙 绕 膝 的 环境 中 安 度 
晚年 .1893 年 5 月 14 日 他 平静 地 离开 人 世 . 
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12 刘 维 尔 (Liouville) 


刘 维 尔 是 柯 西 以 后 法 国 最 有 影响 的 数学 家 ,1809 年 3 月 24 
日 生 于 加 莱 海 峡 省 圣 奥 梅 尔 ,父亲 是 前 陆军 上 尉 , 母 亲 出 身 于 洛 
林地 区 的 上 层 中 产 阶级 家 庭 .他 首先 在 康 莫 西 接受 初等 教育 ,并 
显示 出 数学 才能 .后 来 刘 维 尔 随 全 家 移居 土 尔 ,进入 当地 的 学 校 
学 习 古 典 语言 ,然后 又 到 巴黎 圣 路 易 学 校 学 习 数 学 ,这 时 他 已 经 
接触 到 当时 的 专业 数学 杂志 《纯粹 与 应 用 数学 年 刊 》, 并 开始 进 
行 自 己 的 研究 .从 这 时 起 ,他 开始 在 笔记 本 上 记 下 自己 的 数学 思 
想 ,他 的 这 种 笔记 现存 340 本 ,共有 50 000 页 .到 1824 年 冬 ,他 已 
写 了 3 篇 论文 ,并 且 掌 握 了 射影 几何 、 解 析 几 何 力学 及 微 积分 
的 基础 知识 .1825 年 刘 维 尔 考 入 巴黎 综合 工科 学 校 ,第 一 学 年 
就 学 习 数 学 分 析 几何 学 ,力学 画 法 几何 学 .应 用 分 析 ( 即 微分 
几何 ) ,物理 学 .化 学 历史 文学 以 及 制图 等 课程 ,第 二 学 年 除 继 
续 学 习 这 些 课程 之 外 ,还 学 习 测 地 学 .社会 算术 (概率 统计 ) 及 建 
筑 学 ,他 的 分 析 及 力学 教师 是 安培 .1827 年 冬 他 为 了 取得 工程 
师资 格 , 继 续 在 桥梁 及 道路 学 校 学 习 . 在 校 期 间 , 他 大 量 阅 读数 
学 的 经 典 著作 ,其 中 包括 拉 格 朗 日 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 .拉克 鲁 瓦 
的 分 析 及 概率 论著 作 以 及 蒙 日 . 杜 潘 . 庞 塞 菜 的 几何 学 著作 , 同 
时 还 读 过 傅立叶 的 《 热 的 解析 理论 》 以 及 波 瓦 松 的 数学 物理 著 
作 . 当 时 的 数学 期 刊 极 少 ,他 几乎 全 部 读 过 ,其 中 包括 巴黎 科学 
院 .柏林 科学 院 、 圣 彼得 堡 科学 院 和 土 伦 科学 院 的 院 报 , 巴黎 综 
合 工科 学 校 的 杂志 ,通讯 以 及 当时 惟一 的 专业 数学 杂志 《纯粹 与 
应 用 数学 年 刊 》. 同 时 ,他 开始 进行 科学 研究 ,主要 是 发 展 安培 的 
电动 力学 理论 ,并 研究 热 的 解析 理论 .在 学 校 的 最 后 一 年 ,他 突 
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然 请 假 并 于 1830 年 6 月 结婚 .1830 年 “七 月 革命 ”之 后 ,他 不 得 
不 自己 找 工 作 .1831 年 11 月 他 在 巴黎 综合 工科 学 校 当 助教 ,其 
后 曾 在 迈 耶 私立 学 校 教授 初等 数学 课程 (直到 1852 年 ) .1832 年 
他 取得 教师 资格 后 ,在 路 易 十 四 中 学 兼 课 ,1833 年 11 月 他 被 任 
命 为 中 央 工 艺 制造 学 校 (1829 年 成 立 ) 的 理论 力学 教授 .他 虽然 
至 少 在 四 个 学 校 兼 课 , 教 学 任务 繁重 ,一 周 甚 至 上 过 34 节 课 ,但 
仍然 能 积极 从 事 研究 . 

1851 年 他 被 任命 为 法 兰 西 学 院 教 授 ,1879 年 退休 .在 此 期 
间 ,他 兼任 巴黎 大 学 理学 院 理 论 力学 教授 (1857 一 1874) .1882 年 
9 月 8 日 他 在 巴黎 去 世 . 刘 维尔 在 力学 .微分 方程 .数学 物理 、 微 
分 几何 ,椭圆 函数 论 等 方面 的 工作 至 今 仍 是 经 典 的 .同时 ,他 是 
代数 数 的 有 理 逼 近 及 超越 数论 的 莫 基 者 ,但 他 在 19 世纪 50 年 
代 以 后 所 发 表 的 200 多 篇 关于 二 次 型 算术 理论 的 论文 价值 不 
大 ， 


13 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 


闵可夫 斯 基 ,1864 年 6 月 22 日 生 于 立陶宛 的 阿 列 霍 塔 斯 ,8 
岁 时 随 父 母 回 到 德国 ,定居 在 哥 尼 斯 堡 .1880 年 复活 节 ,15 岁 的 
闵可夫 斯 基 进 入 柏林 大 学 学 习 .1881 年 巴黎 科学 院 宣布 数学 大 
奖 竞赛 ,题目 是 表示 整数 为 5 个 平方 和 的 表 法 数 . 爱 森 斯 坦 曾 给 
出 一 个 公式 ,但 是 没有 证 明 .巴黎 科学 院 没有 察觉 到 斯 密 司 早 在 
1867 年 已 给 出 过 证 明 的 概要 .在 宣布 大 奖 竞赛 题目 后 ,斯 密 司 
立即 送 去 自己 的 详细 证 明 .18 岁 的 闵可夫 斯 基 一 点 儿 也 不 知道 
斯 密 司 的 结果 ,完全 独立 地 从 爱 森 斯 坦 的 只 言 片 语 中 建立 起 整 
系数 n 元 二 次 型 的 完整 理论 . 他 的 表述 比 斯 密 司 的 好 , 因为 他 
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的 亏 格 定义 更 为 自然 ,更 有 普遍 性 .他 送 去 140 页 的 手稿 ,尽管 
没有 按照 竞赛 规则 译 成 法 文 ,但 是 在 1883 年 春 大 奖 揭晓 时 ,他 
还 是 和 刚 去 世 的 斯 密 司 分 享 了 大 奖 .1881 年 ,闵可夫 斯 基 在 柏 
林 大 学 学 过 三 个 学 期 后 到 哥 尼斯 堡 大 学 继续 攻读 , 同 希 尔 伯 特 
结 下 终身 友谊 . 他 们 同 1884 年 来 任教 的 副教授 胡 尔 维 艾 的 交 
往 ,对 于 他 们 的 数学 生涯 具有 决定 性 的 意义 ， 

1885 年 闵可夫 斯 基 在 哥 尼 斯 堡 大 学 获得 博士 学 位 , 服 兵役 
后 ,1887 年 在 波恩 大 学 任教 . 1892 年 升 为 副教授 .1894 年 回 到 哥 
尼斯 堡 大 学 ,1895 年 接替 希 尔 伯 特 的 教授 职位 , 1896 年 他 到 瑞 
十 苏黎世 理工 大 学 任教 授 ,成 为 胡 尔 维 茨 的 同事 . 1902 年 希 尔 
伯 特 在 格 廷 根 大 学 为 他 新 设立 一 个 教授 席位 ,闵可夫 斯 基 就 任 
此 职 , 直 到 1909 年 1 月 12 日 因 患 阑尾 炎 去 世 . 

闵可夫 斯 基 长 期 对 二 次 型 理论 进行 深入 研究 ,在 前 人 工作 
的 基础 上 ,做 出 了 突出 的 贡献 ,特别 是 : 

(1) 对 于 有 理 系数 的 n 元 二 次 型 ,如 果 两 个 二 次 型 在 有 理 
系数 的 线性 变换 下 等 价 , 当 且 仅 当 其 三 个 不 变量 对 应 相等 . 

(2) 在 1905 年 的 论文 中 ,完成 了 实 系数 正定 n 元 二 次 型 的 
化 简 理论 . 

他 对 二 次 型 理论 的 研究 促使 他 创造 了 完全 新 的 领域 与 方法 
一 一 数 之 几何 学 或 几何 数论 . 1890 年 他 在 研究 三 元 二 次 型 的 基 
础 上 ,发 展 了 高 斯 及 狄 利克 雷 的 几何 方法 ,引进 许多 新 的 概念 . 
他 写 的 《 数 之 几何 学 》(1896) 一 书 是 该 学 科 的 经 典 著作 ， 

闵可夫 斯 基 的 几何 方法 还 使 他 对 丢 番 图 允 近 理论 做 出 重大 
的 贡献 . 拉 格 朗 日 曾 给 出 一 个 数 什 么 时 候 是 二 次 代数 数 的 判 据 ， 
即 二 次 代数 数 的 连 分 数 表示 一 定 是 周期 的 .闵可夫 斯 基 大 大 推 
广 这 个 判 据 . 1903 一 1904 年 度 , 他 在 格 廷 根 大 学 首先 开设 “ 委 番 
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图 逼近 ”课程 ,系统 整理 并 发 展 前 人 的 结果 ,他 的 讲稿 被 整理 成 
《于 看 图 通 近 》 一 书 , 是 这 个 领域 的 第 一 部 引 论 . 

数论 工作 只 是 闵可夫 斯 基 的 工作 的 一 部 分 ,实际 上 ,闵可夫 
斯 基 现 在 的 名 声 大 都 来 自 两 个 方面 :一 是 凸 体 理论 ,这 是 他 在 研 
究 数 之 几何 的 过 程 中 所 建立 的 数学 新 分 支 ,如今 在 许多 方面 , 特 
别 是 在 数学 规划 理论 方面 ,都 有 重大 应 用 ;二 是 相对 论 的 数学 基 
础 .他 是 第 一 个 想到 “四 维 时 空 "概念 的 数学 家 ,这 影响 了 以 后 相 
对 论 的 发 展 ,成 为 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 数学 出 发 点 .值得 一 提 
的 是 , 爱 因 斯 坦 在 苏黎世 理工 大 学 学 习 时 , 曾 听 过 闵可夫 斯 基 的 
课 ,闵可夫 斯 基 对 这 位 懒 学 生 很 不 满意 ,但 他 万 万 没有 想到 , 爱 
因 斯 坦 后 来 居然 创造 出 相对 论 这 样 的 伟大 理论 . 


14 蒙 日 (Monge) 


蒙 日 ,1746 年 5 月 9 日 生 于 法 国 科 多 尔 省 小 镇 博 恩 的 一 个 
小 商人 家 庭 .弟兄 三 人 ,他 是 长 子 , 在 家 乡 上 学 时 就 是 一 名 出 色 
的 学 生 ,1762 一 1764 年 在 里 昂 的 三 一 学 院 完成 他 的 学 业 . 1764 
年 夏 , 他 回 到 家 乡 时 , 带 来 自己 设计 的 城市 规划 草图 .这 件 出 色 
的 工作 受到 梅 基 埃 尔 王家 军事 工程 学 校 一 位 教官 的 注意 ,于 是 
这 一 事件 决定 了 他 一 生 的 道路 .1765 年 初 ,他 被 准许 到 这 个 学 
校 工作 ,由 于 非 贵 族 出 身 ,一 开始 只 能 当 制 图 员 及 技术 员 ,制作 
一 些 建筑 模型 及 要 塞 的 设计 图 ,他 感到 这 些 没 什么 意思 .不 到 一 
年 ,他 就 有 机 会 显示 自己 的 数学 才能 .当时 设计 要 塞 的 防护 措施 
所 用 的 方法 极为 复杂 ,而 他 想 出 一 套 快速 的 作 图 方法 ,这 就 是 后 
来 的 画 法 几何 学 的 前 身 . 由 于 这 种 方法 对 于 建筑 要 塞 十 分 重要 ， 
长 期 以 来 作为 军事 机 密 不 得 泄露 .他 因此 而 成 为 数学 教授 保 购 
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(Chares Bossut, 1730 一 1814) 的 助教 .1769 年 1 月 , 蒙 日 继任 保 巾 
的 职位 ,但 没有 教授 头衔 .1770 年 ,他 继 诺 莱 (Jean Antoine Nollet， 
1700 一 1770) 任 实验 物理 学 讲师 ,这 双重 职务 显示 出 他 既是 高 明 
的 数学 家 物理 学 家 ,又 是 能 工 巧 反 和 能 干 的 实验 大 师 , 同时 还 
是 第 一 流 的 教师 . 1775 年 他 被 正式 任命 为 王家 数学 物理 学 教 
授 . 

在 1766 一 1775 年 这 个 阶段 ,他 系统 地 发 展 了 画 法 几何 学 ， 
同时 对 微分 几何 学 进行 研究 ,1769 年 6 月 在 《百科 全 书 杂志 》 上 
发 表 他 的 著名 论文 《 论 可 展 曲 面 、 曲 率 半 径 以 及 各 种 拐点 》.1770 
年 10 月 整 篇 论文 完成 ,于 1771 年 在 法 国 科 学 院 宣读 , 但 拖 到 
1785 年 才 出 版 .这 篇 论文 把 纯粹 几何 学 .解析 几何 学 及 微 积 分 
结合 在 一 起 ,是 三 维 空间 几何 学 的 重要 论文 .1771 年 初 ,他 结识 
了 达 兰 贝尔 及 和 孔 多 蜜 ,在 孔 多 塞 的 劝说 下 ,他 在 法 国 科学 院 宣读 
了 四 篇 论文 :第 一 篇 是 关于 推广 变 分 法 来 研究 重 积分 的 极 值 的 
论文 ,第 二 篇 是 上 述 微分 几何 学 的 论文 ,第 三 篇 是 关于 偏 微分 方 
程 论 的 ,第 四 篇 是 关于 组 合 分 析 的 .每 篇 论文 都 开辟 了 一 个 新 方 
向 ,表现 出 他 多 方面 的 创造 才华 ,并 反映 出 他 在 研究 中 总 是 兼顾 
几何 的 、 分 析 的 和 实用 的 观点 ,这 些 观点 均 贯 彻 于 他 一 生 的 科学 
工作 中 . 

由 于 他 的 出 色 成 果 ,1772 年 5 月 ,他 被 选 为 法 国 科学 院 通 
讯 研究 员 .这 时 ,他 同 范 德 孟 成 为 好 朋友 .在 范 德 孟 的 影响 下 , 写 
了 有 关 行 列 式 的 论文 .1772 年 欧 拉 发 展 可 展 曲 面 理论 ,引起 他 
的 兴趣 .1775 年 他 又 继续 研究 微分 几何 学 ,解决 了 一 些 实际 问 
题 . 

约 从 1774 年 起 ,他 的 兴趣 越 来 越 趋向 物理 及 化 学 ,他 做 过 
许多 重要 实验 ,在 学 校 组 建 实验 室 .1777 年 他 与 阿尔 (C.Huart) 
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结婚 , 婚 后 有 三 女 . 这 时 ,他 的 主要 精力 都 放 在 实验 科学 上 ,后 来 
他 又 对 冶金 产生 兴趣 .1780 年 6 月 ,他 被 选 为 法 国 科 学 院 几 何 
学 助理 研究 员 ,这 使 他 必须 定期 到 巴黎 去 参加 科学 院 的 工作 ,而 
且 还 要 代 保 幅 的 流体 力学 课 .1784 年 他 最 终 辞 掉 梅 基 埃 尔 王家 
军事 工程 学 校 的 职务 ,定居 巴黎 . 

18 世纪 80 年 代 他 得 到 一 系列 成 就 , 如 对 水 的 合成 与 分 解 
的 研究 (1783 一 1785) , 并 由 此 成 为 拉 瓦 锡 的 新 化 学 理论 的 积极 
拥护 者 和 宣传 者 ;另外 ,他 还 研究 液化 二 氧化 硫 (1784) ,分 析 铁 、 
钢 的 成 分 ,并 建立 冶金 学 原理 (1786 一 1788) .他 的 研究 领域 十 分 
广泛 ,还 研究 电 火 花 穿 过 二 氧化 碳 时 的 作用 (1786) .毛细 现象 
(1787) . 某 些 大 气 现 象 的 成 因 (1789) .生理 光学 (1789) .力学 及 
机 械 理论 .他 对 热学 声学 、 静 电学 及 光学 (成 像 理论 ) 均 做 出 了 
自己 的 贡献 .在 这 期 间 , 他 也 在 数学 方面 取得 突破 ,主要 是 曲面 
的 微分 几何 学 以 及 相关 的 偏 微分 方程 理论 (1785). 因 此 ,在 法 国 
大 革命 开始 时 ,他 已 经 是 法 国 最 著名 的 科学 家 之 一 了 . 

1789 年 法 国 大 革命 开始 后 , 蒙 日 是 科学 家 中 最 活跃 的 积极 
分 子 ,对 革命 做 出 了 各 种 重要 的 贡献 .1792 年 8 月 事件 后 ,他 任 
临时 执行 委员 会 委员 ,1792 一 1793 年 曾 任 海军 部 长 ,1793 年 初 
投靠 雅克 宾 派 ,以致 热 月 政变 后 不 得 不 躲 一 阵 . 

在 法 国 大 革命 期 间 ,他 以 他 在 数学 .物理 .化 学 及 技术 各 方 
面 的 学 识 领导 各 项 工作 ,其 中 包括 领导 军事 院 校 的 一 部 分 工作 ， 
建立 科学 教育 体系 ,同时 他 访问 铁 矿 、 冶 炼 厂 等 ,解决 许多 技术 
问题 ,对 法 国 冶金 工业 及 军事 工业 的 改善 起 了 关键 作用 .1794 
年 在 建立 中 央 公 共 工 程 委 员 会 并 筹建 中 央 公 共 工 程 学 校 的 过 程 
中 ,他 一 直 是 中 心 领 导 人 物 .1795 年 该 校 更 名 为 巴黎 综合 工科 
学 校 , 从 此 它 成 为 法 国 科 技 人 才 的 摇篮 . 1794 年 起 ,为 了 培养 未 
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来 军官 ,他 在 该 校 讲授 画 法 几何 学 ,他 的 授课 被 整理 成 《 画 法 几 
何 》( Geo-méwie descriptive ) 于 1799 年 出 版 ,后 来 多 次 再 版 (1811， 
1820) ,为 这 门 新 学 科 葛 定 了 基础 , 1798 年 ,他 参加 拿破仑 的 埃及 
远征 ,在 埃及 组 织 成 立 开 罗 学 院 . 1801 年 回国 后 ,继续 领导 巴黎 
综合 工科 学 校 .由 于 他 的 领导 ,巴黎 综合 工科 学 校 成 为 法 国 高 级 
科技 人 才 的 摇篮 ,从 而 使 法 国 当 时 在 科技 方面 怕 遥 领先 . 其 后 
100 多 年 间 , 绝 大 多 数 法 国 杰出 的 科学 精英 ,从 波 瓦 松 、. 柯 西 到 
庞 加 菜 , 从 卡 诺 .安培 到 盖 吕 萨 克 (Joseph Louis Guy-Lussac) ,都 是 
该 校 的 毕业 生 ,而 且 在 他 十 几 年 的 教学 及 科研 工作 中 培养 了 一 
大 批 数学 家 ,形成 了 第 一 个 数学 “学 派 "属于 这 个 学 派 的 有 发 展 
解析 几何 学 的 阿 谢 特 , 发 展 微分 几何 学 的 穆 尼 埃 、 杜 潘 ,以 及 创 
立 射影 几何 学 的 庞 塞 菜 、 布 里 安 香 等 人 . 

蒙 日 是 法 国 大 革命 的 积极 活动 家 ,也 是 拿破仑 的 狂热 崇拜 
者 和 支持 者 ,拿破仑 也 把 他 看 成 自己 在 科学 界 的 忠实 朋友 ,许多 
技术 问题 都 交 给 他 处 理 .1804 年 拿破仑 称 帝 后 , 蒙 日 曾 在 1806 
年 任 上 院 ( 参 议院 元 老 院 ) 议 长 ,1808 年 被 封 为 德 . 佩 昌 兹 伯 珊 . 
1815 年 波 旁 王朝 复辟 后 ,立即 对 他 进行 报复 ,1816 年 3 月 剥夺 
了 他 的 科学 院 院士 称号 以 及 养老 金 .他 在 抑郁 的 心情 下 ,于 
1818 年 7 月 28 日 在 巴黎 逝世 .巴黎 综合 工科 学 校 的 学 生 们 不 顾 
反动 当局 的 阻挠 ,列队 参加 送 磊 ,并 举行 追悼 仪式 ,悼念 这 位 为 
法 国 科 技 事业 做 出 突出 贡献 的 伟人 . 

蒙 日 是 他 那个 时 代 ( 以 分 析 为 主流 的 时 代 ) 最 主要 的 几何 学 
家 .他 是 画 法 几何 学 的 创立 者 ,这 一 领域 作为 理工 科学 生 的 必修 
课程 ,在 19 世纪 后 期 的 德国 .法 国 以 及 其 他 国家 建立 了 许多 教 
授 席位 ,其 影响 不 可 低估 .对 于 几何 学 本 身 , 他 发 展 了 空间 解析 
几何 学 及 微分 几何 学 ,在 微分 几何 学 方面 的 突出 贡献 是 把 偏 微 
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分 方程 与 几何 学 结合 起 来 ,对 这 两 门 学 科 都 有 所 神 益 .他 对 一 阶 
偏 微分 方程 不 仅 引进 几何 解释 ,而且 还 建立 特征 理论 ,这 对 偏 微 
分 方程 理论 是 至 关 重要 的 . 


15 庞 塞 羔 (Poncelet) 


庞 塞 莱 ,1788 年 7 月 1 日生 于 法 国 梅 斯 ,早年 在 那里 上 中 
学 .1807 一 1810 年 进 和 巴黎 综合 工科 学 校 学 习 , 受 到 蒙 日 的 巨大 
影响 .毕业 后 加 入 工兵 部 队 , 然 后 在 梅 斯 军事 工程 学 校 深造 . 
1812 年 以 工兵 中 尉 的 身份 随 拿 破 仑 远征 俄国 .这 一 场 战争 遭 到 
惨败 ,拿破仑 从 莫斯科 败退 后 ,1812 年 11 月 在 克拉 斯 诺 战役 中 
又 遭 失败 . 庞 塞 菜 受 了 重伤 ,被 当成 阵亡 将 士 于 在 战场 上 ,经 人 
救 起 后 , 庞 塞 菜 成 为 战俘 .经 过 近 5 个 月 冰天雪地 的 长 途 跨 涉 ， 
他 被 关 进 伏尔加 河畔 的 萨 拉 托 夫 战 俘 营 .在 战俘 营 中 ,他 一 本 书 
都 看 不 到 ,于 是 一 心思 考 几 何 学 ,酝酿 着 他 未 来 的 著作 《 论 图 形 
的 射影 性 质 》. 经 历 近 两 年 的 战俘 生活 后 ,1814 年 底 他 被 释放 ， 
并 回 到 梅 斯 . 

从 1815 年 起 ,他 在 梅 斯 的 兵工厂 任 工程 师 ,其 间 出 版 了 他 
的 上 述 著作 .不 过 由 于 公务 缠身 ,他 离开 科研 工作 .后 来 应 著名 
物理 学 家 阿拉 哥 (Dominique Francois Jean Arago, 1786 一 1857) 的 
邀请 ,1825 一 1835 年 任 梅 斯 工业 学 校 机 械 应 用 力学 教授 .1826 
年 出 版 《力学 讲义 》, 1834 年 被 选 为 法 国 科 学 院 院士 .同时 为 了 
祖国 ,他 多 次 到 国外 旅行 搜集 情报 ,特别 是 对 英国 工业 的 发 展 留 
下 深刻 的 印象 .他 还 积极 地 搞 组 织 工作 ,研究 教育 问题 .1835 年 
他 来 到 巴黎 ,成 为 陆军 高 级 军官 并 任 城建 委员 会 委员 . 1838 一 
1848 年 任 巴 黎 大 学 理学 院 物理 及 应 用 力学 教授 ,其 后 两 年 任 巴 
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黎 综合 工科 学 校 校长 . 1848 年 革命 后 被 选 为 议员 ,1851 年 代表 
法 国 参加 首次 伦敦 世界 博览 会 ,并 任 1855 年 在 巴黎 首次 举办 的 
博览 会 的 筹备 委员 会 委员 . 1852 年 拿破仑 第 三 发 动 政变 , 建 立 
第 二 帝国 , 庞 塞 荣 拒 绝 为 皇帝 服务 ,最 后 在 1867 年 12 月 22 日 
抑郁 而 终 . 

庞 塞 莱 的 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 在 1822 年 出 版 ,其 摘要 在 
1820 年 向 法 国 科 学 院 报告 ,1864 一 1866 年 其 修订 版 出 版 , 它 开 
辟 了 几何 学 ,特别 是 射影 几何 学 复兴 的 新 时 代 . 他 不 仅 总 结 了 过 
去 这 方面 的 成 就 ,而 且 有 许多 创新 .他 系统 地 引进 无 穷 元 素 ( 无 
穷 远 点 .无穷 远 直线 等 ) 和 虚 元 素 , 他 广泛 地 使 用 中 心 射影 以 及 
各 种 变换 ,特别 是 他 区 别 开 射 影 性 质 和 度量 性 质 , 这 预见 了 后 来 
的 结构 观念 .他 还 在 射影 几何 学 中 系统 地 运用 了 两 条 最 重要 的 
原理 一 一 对 偶 原 理 及 连续 原理 .对 偶 原 理 是 近 现 代数 学 中 最 基 
本 的 概念 之 一 , 它 反映 了 许多 数学 对 象 之 间 的 对 称 性 质 . 在 平面 
射影 几何 学 中 ,“ 点 ”和 “ 线 " 对 换 往往 从 一 个 定理 得 出 另 一 个 定 
理 ( 即 对 偶 定 理 ) .最 简单 的 例子 是 ;: “任何 两 不 同 点 惟一 决定 一 
线 ." 其 对 偶 定 理 是 ,任何 两 不 同 线 惟 一 决定 一 点 . "利用 对 偶 原 
理 很 容易 从 帕斯卡 定理 (一 六 边 形 的 六 个 顶点 均 在 一 圆锥 曲线 
上 当 且 仅 当 三 对 边 的 交点 共 线 ) 得 出 布 里 安 香 定理 (一 六 边 形 的 
六 边 均 与 一 圆锥 曲线 相 切 当 且 仅 当 连接 对 顶点 的 三 条 连 线 交 于 
同一 点 ) .可 是 在 帕斯卡 得 出 其 结果 后 ,又 经 过 160 多 年 , 布 里 安 
香 才 在 1806 年 发 表 其 定理 , 当时 他 还 是 巴黎 综合 工科 学 校 的 学 
生 呢 . 

庞 塞 菜 的 连续 原理 是 这 样 表述 的 :如果 一 个 图 形 从 另 一 个 
图 形 经 过 连续 变化 得 出 ,而且 后 者 同 前 者 一 样 地 一 般 , 那 么 可 以 
马 二 断定 ,第 一 个 图 形 的 任何 性 质 第 二 个 图 形 也 有 .… 例如 ,平面 
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上 两 个 圆周 可 以 相交 于 两 个 实 交 点 ,经 过 连续 变化 后 可 以 不 相 
交 ,变化 前 后 的 两 个 圆 都 是 一 般 的 ,因此 可 以 断言 ， 不 相交 ”的 
两 个 圆 实际 上 也 相交 ,只 不 过 相交 成 两 个 “ 虚 " 交 点 墨 了 . 莱 布 尼 
区 在 1687 年 也 提 到 过 这 个 原理 ,以 后 许多 人 ,如 蒙 日 和 卡 诺 都 
用 过 ,也 得 到 广泛 的 承认 .但 是 明确 提出 “连续 原理 ”这 个 名 称 并 
当做 绝对 真理 而 广泛 使 用 的 还 是 庞 塞 莱 . 当然, 他 遭 到 许多 批 
评 . 其 实 , 他 在 战俘 营 中 曾 用 分 析 方 法 检验 这 个 原理 ,并 旦 在 
1862 一 1864 年 出 版 的 《分 析 学 与 几何 学 的 应 用 》 中 发 表 了 用 分 析 
方法 给 出 的 证 明 , 但 他 坚持 这 个 原理 的 正确 性 不 依赖 于 该 证 明 . 

庞 塞 莱 还 发 展 了 配 极 的 一 般 理论 ,他 的 配 极 对 应 是 相对 于 
一 个 非 退 化 圆锥 曲线 来 讲 的 ,是 点 与 线 的 对 应 .在 1824 一 1829 
年 发 表 的 几 篇 论文 中 ,他 发 展 了 配 极 对 应 的 概念 ,并 在 1826 年 
的 论文 中 由 此 明确 提出 对 偶 的 概念 .这 样 他 奠定 了 射影 几何 学 
基础 ,但 1830 年 以 后 他 基本 上 停止 了 这 方面 的 研究 . 


16 斯 密 司 (Smith ) 


斯 密 司 ,1826 年 11 月 2 日 生 于 爱尔兰 的 都 柏林 ,父亲 是 爱 
尔 兰 的 律师 ,斯 密 司 是 4 个 孩子 中 最 小 的 .他 年 仅 2 岁 父 亲 就 去 
世 了 ,他 的 母亲 争取 到 1 万 英镑 的 遗赠 后 移居 英格兰 ,最 后 定居 
于 怀特 岛 . 

斯 密 司 从 小 多 病 ,而 且 眼 睛 高 度 近 视 ,但 4 岁 时 就 显示 出 学 
习 语言 的 天 才 .在 母亲 及 家 庭 教 师 的 指导 下 ,他 在 少年 时 代 就 已 
掌握 了 大 量 希 腊 、 拉 丁 古 典 名 著 以 及 初等 数学 .15 岁 时 他 进入 
公立 学 校 ,由 于 兄 . 姐 患 肺结核 相继 死去 ,母亲 带 他 去 意大利 住 
了 两 年 , 边 休养 边 自学 .19 岁 时 ,他 进入 牛津 大 学 巴 列 奥 尔 学 院 
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学 习 , 暑 假 到 意大利 去 休假 , 却 因 病 回 不 了 牛津 ,冬天 稍稍 恢复 
后 ,他 又 去 巴黎 大 学 和 法 兰 西学 院 听课 ,这 对 于 他 未 来 的 数学 家 
生涯 有 着 决定 性 的 影响 .后 来 他 又 回 到 牛津 大 学 , 1849 年 完成 
了 学 业 , 并 得 了 两 个 第 一 名 :古典 语文 第 一 名 和 数学 第 一 名 .这 
两 个 专业 他 都 同样 爱好 ,最 后 他 还 是 决定 搞 数学 . 

毕业 以 后 ,他 作为 研究 员 , 写 了 几 篇 数论 和 几何 学 的 短文 ， 
但 不 久之 后 ,他 转向 研究 德国 数论 大 师 高 斯 、 犹 利克 雷 、 爱 森 斯 
坦 等 人 的 著作 ,从 中 受到 很 大 的 启示 ,这 决定 了 他 后 来 的 研究 领 
域 .1851 年 他 成 为 牛津 大 学 高 级 数学 学 者 , 1860 年 被 任命 为 塞 
维 里 几何 学 讲座 教授 ,1861 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 , 1883 
年 2 月 9 日 去 世 . 

斯 密 司 最 大 的 贡献 是 数论 ,特别 是 二 次 型 理论 . 他 在 
1859 一 1865 年 间 向 不 列 颠 协会 提交 数 篇 数论 报告 》, 这 是 他 对 
以 前 的 数论 研究 的 总 结 ,也 包括 他 许多 独立 的 创造 .他 向 英国 皇 
家 学 会 也 递交 过 许多 重要 论文 ,其 中 包括 线性 不 定 方程 组 的 一 
般 解 法 ,线性 同 余 式 组 的 解法 ,而 最 重大 的 成 就 是 一 般 的 n 元 
二 次 型 理论 .斯 密 司 把 高 斯 关于 实 二 次 型 的 许多 定理 推广 到 复 
二 次 型 .在 他 一 生 中 的 最 后 20 年 ,他 主要 研究 当时 最 时 散 的 课 
题 一 一 枯 圆 函数 论 .在 当时 ,这 个 理论 的 符号 表示 很 混乱 ,各 人 
自行 其 是 .各 搞 一 套 . 斯 密 司 的 工作 特别 漂亮 ,他 在 临终 前 大 致 
完成 了 《6 及 w 函数 论 》, 这 是 一 篇 长 达 200 多 页 的 论文 ,是 对 在 
数论 上 极为 重要 的 9 函数 等 理论 的 总 结 . 


17 史 陶 特 (Staudt) 


史 陶 特 ,1798 年 1 月 24 日 生 于 德国 的 罗 登 堡 ,1818 年 进入 
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格 廷 根 大 学 学 习 , 受 到 高 斯 的 教导 .1821 年 他 关于 顽 星 轨道 的 
计算 受到 高 斯 的 称赞 .在 这 工作 的 基础 上 ,1822 年 他 在 埃 尔 兰 
根 大 学 获得 博士 学 位 ,但 从 此 之 后 ,他 再 也 没有 去 研究 天 文学 而 
转向 数学 .1822 年 他 在 慕尼黑 取得 中 学 教师 资格 之 后 , 曾 在 武 
兹 堡 中 学 及 大 学 任教 . 1827 年 转 到 纽伦堡 中 学 及 工业 学 校 任 
教 .从 1835 年 起 到 他 1867 年 6 月 1 日 去 世 , 他 一 直 担 任 埃 尔 兰 
根 大 学 的 教授 . 

史 陶 特 的 主要 著作 是 《位 置 几何 学 》(1847) 以 及 《 续 论 位 置 
几何 学 》(1857) ,为 射影 几何 学 莫 定 了 严格 的 数学 基础 .虽然 他 
没有 给 出 公理 化 理论 , 却 以 欧 几 里 得 公理 系统 为 基础 ,只 是 去 掉 
涉及 区 间 长 度 、 角 度 、 垂 直 等 概念 的 东西 .美中不足 的 是 ,他 不 必 
要 地 保留 了 平行 公设 ,从 而 必须 引进 无 穷 远 点 而 产生 不 必要 的 
麻烦 .他 对 射影 几何 学 内 容 并 没有 添加 多 少 东西 ,而 是 采用 当时 
人 们 还 不 太 习 惯 的 抽象 观点 及 方法 来 重新 组 织 射影 几何 学 体 
系 , 并 重新 定义 调和 点 列 以 及 射影 变换 .他 的 定义 不 必 对 点 列 、 
线束 及 面 来 分 别 定义 ,而 且 明 显 地 表现 出 群 的 性 质 .由 此 ,他 得 
出 现在 所 谓 “ 射 影 几 何 学 基本 定理 ”. 他 没有 采用 公理 的 方法 , 却 
对 公理 及 顺序 公理 都 有 相应 的 明确 表述 ,但 是 对 于 射影 平面 或 
空间 拓扑 只 是 暗 舍 的 假定 .实际 上 ,直到 19 世纪 末 才 认识 到 可 
以 不 依赖 欧 氏 空间 来 表示 射影 空间 的 拓扑 ,这 是 意大利 数学 家 
解决 的 .在 《 续 论 位 置 几何 学 中 , 史 陶 特 引进 许多 新 思想 ,其 中 
特别 值得 一 提 的 是 “ 投 ” 的 引进 及 其 演算 . 投 是 定义 在 一 维 射 影 
实体 (点 . 线 . 面 ) 上 的 四 元 组 的 射影 等 价 类 , 尽管 完全 不 同 于 以 
前 所 知道 的 数 和 量 ,但 是 他 在 两 投 之 间 定 义 和 与 积 ,他 还 知道 投 
的 集合 构成 域 .另外 ,他 首先 对 射影 几何 学 的 虚 元 素 引 进 实 的 解 
释 , 为 复 射影 几何 学 英 定 了 基础 .他 还 明确 地 定义 一 维 、 二 维 、 三 
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维 复 射影 空间 .在 几何 学 之 外 ,1840 年 他 独立 于 丹麦 数学 家 克 
劳 森 (Thomas Clausen,1801 一 1885) 得 出 伯 努 利 数 B,, 的 分 母性 质 
表示 公式 ， 


18 史 坦 纳 (Steiner) 


史 坦 纳 ,1796 年 3 月 18 日 生 于 瑞士 伯尔尼 州 .他 的 父亲 是 
个 农民 ,他 一 直 帮 助 父亲 在 田 里 干 活 ,到 14 岁 刚 学 写字 . 1815 
年 ,他 不 愿意 干 一 辈子 农活 , 想 当 一 名 教师 ,为 了 提高 自己 的 教 
育 水 平 , 他 投 到 大 教育 家 培 思 泰 洛 齐 (Johann Heinrich Pestalozzi， 
1746 一 1827) 的 门下 . 当时 培 思 泰 洛 齐 正 进行 教育 的 改革 实践 ， 
史 坦 纳 在 他 办 的 学 校 里 既 当 老师 又 当 学 生 , 忠实 地 贯彻 他 的 教 
育 思想 ,但 不 久 学 校 因 经 济 原 因 办 不 下 去 了 , 史 坦 纳 不 得 不 自 谋 
生计 .在 培 思 泰 洛 齐 的 影响 下 , 史 坦 纳 对 几何 学 产生 了 兴趣 , 开 
始 热 望 成 为 一 名 几何 学 家 .他 到 德国 海德 尔 堡 去 当家 庭 教 师 ,还 
教 了 一 段 中 学 ,同时 他 发 愤 自 学 ,特别 是 从 法 国 几 何 学 派 受到 了 
启发 .1822 一 1824 年 他 在 柏林 大 学 学 习 , 其 后 在 柏林 工业 学 校 任 
教 .由 于 他 偶然 担任 过 德国 教育 界 最 有 影响 的 威廉 : 冯 : 洪 堡 家 
的 家 庭 教 师 , 于 是 得 到 威廉 : 冯 : 洪 堡 的 帮助 .1834 年 他 被 任命 
为 柏林 大 学 的 副教授 ,直到 1863 年 4 月 1 日 他 在 瑞士 伯尔尼 去 
世 . 他 一 直 没 能 升 为 教授 . 

史 坦 纳 是 一 位 纯粹 的 几何 学 家 ,而 且 只 用 综合 方法 ,极力 反 
对 代数 方法 及 分 析 方 法 ,甚至 连 数字 都 讨厌 .他 说 ,几何 学 刺激 
思维 ,而 计算 则 代替 思维 .在 柏林 时 期 ,他 同 阿 贝尔 . 克 莱 因 、 雅 
可 比 等 人 很 要 好 ,他 们 都 成 为 克 菜 尔 创办 的 《纯粹 与 应 用 数学 杂 
志 》(1826 年 创刊 ) 的 主要 扎 稿 人 , 他 们 的 论文 给 当时 死 气 沉沉 
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的 数学 界 带 来 一 股 新 风 . 也 正 是 这 份 杂志 使 这 些 年 轻 人 的 创见 
不 致 埋没 . 

1832 年 , 史 坦 纳 出 版 了 他 的 主要 著作 《几何 图 形 之 间 相 互 
关系 的 系统 发 展 》. 他 的 总 目标 是 用 纯粹 的 综合 方法 构造 几何 
学 ,他 的 基本 概念 是 射影 构成 .他 从 基本 图 形 (平面 的 基本 图 形 
是 直线 线束 及 平面 本 身 , 空 间 的 基本 图 形 是 直线 .平面 内 线束 、 
平面 从 \ 线 从 及 空间 本 身 ) 出 发 ,逐步 生成 高 次 的 图 形 ,这 就 是 史 
坦 纳 原理 .例如 ,他 在 这 本 书 中 ,从 两 个 线 东 出 发 ,由 彼此 射影 对 
立 的 所 有 互相 对 应 的 线 的 交点 形成 的 集合 就 是 圆锥 曲线 .类 似 
地 ,他 也 造 出 单 叶 双 曲面 及 双 曲 抛物 面 等 .这 本 书 的 附录 中 提出 
85 个 “问题 和 定理 ”, 对 于 后 来 的 几何 学 家 有 着 巨大 的 启发 .在 
这 本 书 中 ,他 特别 研究 了 神秘 的 帕斯卡 六 边 形 .在 圆锥 曲线 上 的 
六 个 点 可 以 按照 各 种 可 能 的 组 合 ,由 两 两 相对 的 边 得 到 的 三 个 
交点 共 线 ,这 样 共有 60 条 “帕斯卡 线 " ,其 中 每 三 条 线 共 点 , 共 得 
到 20 个 交点 ( 史 坦 纳 点 ) ,这 些 史 坦 纳 点 四 个 一 组 共 线 , 又 得 到 
15 条 直线 ( 普 旦 克 尔 线 ) . 史 坦 纳 在 1828 年 陈述 上 述 定理 时 ,有 
一 个 错误 , 遭 到 普 吕 克 尔 的 猛烈 批评 (在 书 中 得 到 更 正 ). 反 过 
来 , 史 坦 纳 坚 决 反对 普 吕 克 尔 的 解析 方法 ,扬言 如 果 《 克 莱 尔 杂 
志 》 接 受 普 吕 克 尔 的 投稿 ,他 就 不 再 供稿 . 当时 史 坦 纳 的 名 气 很 
大 , 占 了 上 风 , 结 果 普 昌 克 尔 不 得 不 在 国外 刊物 上 发 表 论 文 ,后 
来 又 放弃 数学 研究 达 20 余年 之 久 ,直到 史 坦 纳 去 世 . 

史 坦 纳 还 研究 并 推广 马尔 法 蔡 问 题 , 即 求 内 接 于 三 角形 的 
三 个 互 切 的 圆 ,他 说 有 32 个 解 .他 还 是 反 演 几何 学 最 早 的 创始 
者 之 一 (1824) .他 提出 直 尺 几何 学 (1833) ,特别 是 他 曾 用 综合 方 
法 解决 一 些 极 大 极 小 问题 .因此 ,他 在 19 世纪 末 被 称 为 “ 欧 几 里 
得 之 后 最 伟大 的 几何 学 家 ”. 
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19 斯 图 姆 (Sturm) 


斯 图 姆 ,1803 年 9 月 29 日生 于 瑞士 日 内 瓦 ,父亲 是 个 教师 ， 
他 小 时 候 学 习 希 腊 、 拉 丁 语文 ,并 表现 出 很 高 的 才能 ,后 来 还 攻 
读 德语 等 近代 语文 .1819 年 父亲 去 世 之 后 ,他 放弃 了 语文 的 学 
习 而 转向 数学 .他 进入 日 内 瓦 学 院 后 , 听 过 卢 依 子 (Simon 
LHuillier, 1750 一 1840) 讲 的 数学 课 . 卢 依 耶 很 快 就 发 现 斯 图 姆 的 
数学 才能 ,于 是 鼓励 和 帮助 他 ,还 借 给 他 书 看 .1821 年 卢 依 耶 退 
休 后 ,他 的 继任 者 绍 布 (Jean-Jacques Sehaub,1773 一 1825) 不 仅 教 
”斯 图 姆 数学 ,而 且 还 从 经 济 上 支援 他 ,使 他 能 够 完成 学 业 . 毕业 
后 ,斯 图 姆 当 过 家 庭 教师 ,在 业余 时 间 写 出 他 的 第 一 篇 几何 学 论 
文 ,不 久 就 发 表 在 《纯粹 与 应 用 数学 年 报 》 上 .1823 年 底 在 德 布 
洛 意 公 档 的 帮助 下 ,他 到 巴黎 接触 到 当时 法 国 科 学 界 的 头面 人 
物 拉 普 拉 斯 、 波 瓦 松 、 傅 立 叶 、 阿 拉 哥 .安培 . 盖 吕 萨 克 等 人 . 
1824 一 1825 年 ,他 和 克拉 东 (Daniel Coladon,1802 一 1893 ) 合 作 进 
行 物理 学 实验 ,1825 年 底 他 们 到 巴黎 继续 学 习 及 研究 .在 傅 立 
叶 的 影响 下 ,他 逐步 转向 理论 研究 .此 后 ,他 又 回 到 几何 学 的 研 
究 ,1829 年 他 成 为 《数学 与 工业 通报 》 的 数学 主编 , 同年 发 表 了 
著名 的 斯 图 姆 方程 的 实 根 定理 . 

1830 年 “七 月 革命 "后 , 德 布 洛 意 公事 当 上 了 教育 部 长 ,斯 
图 姆 也 被 任命 为 教授 ,教授 力学 及 数学 .他 的 兴趣 开始 转向 微分 
方程 ,1833 年 他 加 入 法 国 国籍 ,在 巴黎 这 个 科学 中 心 ,他 的 学 术 
地 位 扶 摇 直 上 . 1836 年 他 被 选 为 法 国 科 学 院 院 士 , 1838 年 在 高 
等 工业 学 校 任教 , 1840 年 成 为 分 析 及 力学 教授 ,同年 接替 刚 去 
世 的 波 瓦 松 任 巴黎 大 学 教授 .这 一 时 期 ,他 获得 了 多 种 奖励 和 荣 
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誉 ,他 在 微分 方程 方面 的 重要 工作 也 是 在 这 个 时 期 完成 的 . 

19 世纪 30 年 代 末 ,斯 图 姆 尽心 于 教学 工作 ,此 外 他 对 研究 
工作 的 兴趣 转向 力学 及 光学 .由 于 过 度 劳 累 ,他 的 健康 状况 亚 
化 ,1851 年 起 已 经 不 能 胜任 教学 工作 了 ,1855 年 12 月 18 日 在 巴 
黎 去 世 . 


20 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 


西 尔 维 斯 特 ,1814 年 9 月 3 日 生 于 英国 伦敦 .他 是 犹太 人 后 
育 , 是 父母 的 7 个 孩子 中 最 小 的 .他 在 伦敦 的 两 家 私立 学 校 接 受 
初等 教育 ,后 来 到 利物浦 上 中 学 .17 岁 时 ,他 进入 剑桥 大 学 圣 约 
得 学 院 ,1833 年 底 因 病 辍学 ,在 家 休养 .1837 年 1 月 参加 考试 ， 
他 以 第 二 名 的 成 绩 毕 业 ,由 于 宗教 的 原因 , 西 尔 维 斯 特 得 不 到 学 
位 ,于 是 转 到 都 柏林 大 学 ,到 1841 年 才 获 得 学 士 及 硕士 学 位 . 

离开 剑桥 大 学 之 后 ,他 开始 写 论文 ,最 初 的 论文 是 关于 应 用 
数学 方面 的 .第 一 篇 论文 的 题目 是 《 菲 涅 尔 的 上 吊 体 光学 理论 的 分 
析 研 究 》, 发 表 在 哲学 杂志 上 .不 久 ,他 被 任命 为 伦敦 大 学 学 院 物 
理学 教授 ,成 为 德 .摩根 的 同事 .在 当时 ,大 学 学 院 是 惟一 不 考虑 
神学 成 绩 的 高 等 学 府 , 从 而 接受 了 西 尔 维 斯 特 .可 是 ,当时 大 学 
学 院 还 没有 物理 实验 室 , 不 过 对 西 尔 维 斯 特 来 说 , 则 正中 下 怀 ， 
他 脾气 暴躁 \ 缺 乏 耐 心 ,做 不 好 实验 .即使 这 样 ,这 个 位 置 也 不 适 
合 他 的 胃口 ,很 快 他 就 改行 当 数学 教授 . 1841 年 ,他 到 美国 弗 吉 
尼 亚 大 学 任 数 学 教授 .在 一 次 和 学 生 的 争斗 中 ,他 误 以 为 杀 死 学 
生 , 就 匆匆 跑 到 纽约 , 赶 回 英国 . 

回 到 伦敦 之 后 ,他 同一 家 保险 公司 挂 上 钩 , 想 搞 法 律 方面 的 
业务 .1846 年 他 成 为 一 家 法 律 协 会 的 学 员 , 1850 年 取得 律师 资 
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格 .这 时 凯 雷 也 在 这 里 ,两 人 经 常 谈论 数学 .当时 凯 雷 对 不 变 式 
论 的 兴趣 诱 使 西 尔 维 斯 特 也 走 上 研究 不 变 式 论 的 道路 ,从 此 两 
人 成 为 终身 欧 友 . 

1854 年 ,格雷 汉学 院 几 何 学 讲师 职位 出 缺 , 西 尔 维 斯 特 去 
应 试 , 试 讲 的 结果 失败 了 .第 二 年 皇家 军事 学 院 数学 教授 职位 又 
出 缺 , 西 尔 维 斯 特 去 应 试 ,再 一 次 失败 了 .由 于 新 任命 的 教授 上 
任 不 久 就 去 世 了 ,他 再 一 次 争取 终于 取得 成 功 .这 时 ,他 已 经 41 
岁 了 .1855 一 1870 年 是 他 在 数学 上 取得 巨大 成 就 的 时 期 ,他 除了 
进行 不 变 式 论 的 研究 之 外 ,同时 对 有 关 整 数 的 分 拆 问题 进行 探 
讨 ,得 到 了 相当 满意 的 结果 .1864 年 他 在 英国 皇家 学 会 报告 了 
关于 牛顿 法 则 的 证 明 , 这 是 牛顿 关于 任意 次 方程 的 虚 根 数目 的 
下 界 公式 ,但 是 始终 没有 得 到 证 明 ,也 没有 确定 其 适用 范围 .在 
这 个 报告 及 1865 年 的 论文 中 ,他 完整 地 解决 这 个 问题 并 作 了 推 
广 .这 项 工作 ,他 认为 是 他 个 人 在 数学 上 最 伟大 的 成 就 . 

1867 年 ,他 继 德 : 摩 根 之 后 出 任 伦 敦 数 学 会 主席 ,并 且 第 一 
次 荣获 伦 襄 数学 会 设立 的 德 :摩根 金 质 奖章 .这 时 ,他 的 业绩 可 
谓 登峰造极 ,各 种 国内 外 的 荣誉 及 头衔 接 量 而 来 .正好 这 时 , 国 
防 局 颁布 一 项 规定 :军队 系统 所 属 官员 到 55 岁 一 律 强制 以 一 半 
薪金 退休 .他 马上 就 到 岁数 了 ,虽然 他 早 就 觉得 军事 学 院 不 自 
在 ,可 是 ,他 觉得 自己 还 能 教书 .由 于 收入 减少 所 带 来 的 生活 紧 
张 ,他 的 研究 工作 开始 走 下 坡 路 ,兴趣 也 转向 其 他 方面 .这 时 ,他 
出 版 了 自己 的 惟一 一 本 书 ,不 是 数学 著作 ,而 是 《 作 诗 法 则 》. 同 
哈密 尔 顿 一 样 ,他 习惯 于 表达 自己 对 诗 的 感受 .他 也 写 诗 ,还 认 
为 他 的 诗 同 他 的 数学 一 样 重要 ,不 过 他 的 诗 多 为 华丽 词 藻 的 堆 
砌 ,并 没有 什么 价值 .他 对 词 车 的 爱好 ,使 他 成 为 “数学 中 的 亚 
当 ”, 他 创造 的 数学 名 词 术语 比 历代 所 有 数学 家 都 要 多 ,其 中 大 
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多 数 生 个 古怪 ,除了 使 自己 的 论文 更 加 难 懂 之 外 ,没有 人 愿意 使 
用 .当然 , 仍 有 少数 留 传 至 今 , 甚 至 进入 教科 书 中 (如 二 次 型 的 惯 
人 性 定律 .零度 等 等 ) . 

1876 年 ,大 西洋 披 岸 传 来 新 的 消息 ,在 巴尔 第 莫 新 建立 的 
约翰 斯 . 霍 普 金 斯 大 学 请 他 做 第 一 任 数学 教授 .他 接受 了 邀请 ， 
这 对 美国 数学 的 发 展 产生 了 重大 影响 ,他 培养 出 美国 本 土 成 长 
的 第 一 批 数 学 家 .他 还 创办 了 《美国 数学 杂志 》(1878) ,并 投 寄 30 
篇 论文 给 该 刊 ,对 美国 的 数学 研究 有 一 定 的 影响 .不 过 ,他 的 研 
究 领 域 虽 然 广泛 ,但 是 并 不 关心 欧洲 大 陆 数学 突飞猛进 的 发 展 ， 
他 对 欧洲 数学 的 许多 重要 成 就 不 是 不 感 兴趣 ,就 是 一 无 所 知 .他 
甚至 连 对 代数 学 至 关 重 要 的 伽 罗 华 理论 以 及 李 群 理论 都 没 注意 
到 ,这 无 疑 大 大 限制 了 他 的 成 就 和 影响 . 

1883 年 牛津 大 学 的 斯 密 司 去 志 , 萨 开 里 几何 学 教授 职位 空 
缺 . 西 尔 维 斯 特 在 朋友 们 的 帮助 下 继任 这 一 教授 职位 .1883 年 
底 ,他 离开 约翰 斯 ' 霍 普 金 斯 大 学 , 回 到 英国 .但 是 ,在 牛津 ,他 只 
能 讲 自 己 的 研究 工作 ,他 的 讲课 不 受 欢迎 .1892 年 ,他 选 定 一 位 
代理 教授 , 自己 移居 伦敦 .由 于 记忆 力 及 视力 的 逐步 丧失 ,身边 
又 没有 亲人 照顾 ,他 的 晚年 生活 孤苦 凄凉 ,但 他 仍然 坚强 地 活 
着 ,“ 与 世界 开战 ”, 不 想 求助 于 他 人 .他 在 1897 年 3 月 15 日 去 
世 . 
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1482， 欧 几 里 得 《几何 原本 》 拉 丁 文 译本 出 版 . 

1484，。 和 舒 开 (法 )《 三 部 ) 成 书 ， 

1489，。 威 德 曼 ( 德 ) 首 先 使 用 "+ ”“ - "符号 . 

1494， 帕 齐 奥 利 ( 意 )《 算 术 、 几 何 、 比 及 比例 关系 大 全 》 出 版 

1517。 路 德 ( 德 ) 开 始 宗教 改革 ， 

1524。 里 斯 ( 德 )《 科 斯 代数 ?出 版 . 

1S$2S。 重 道夫 ( 德 )( 科 斯 代数 》 出 版 ,使 用 小 数 及 根 号 ( 1553 年 
史 梯 费 尔 出 版 修订 本 ). 

1527。 阿 皮 安 《计算 法 》 出 版 ,封面 有 帕斯卡 三 角形 ， 

1S43， 哥 白 尼 ( 波 欠 地 球 的 自转 ;出 版 . 

* 塔 塔 利 亚 ( 意 ) 出 版 阿 基 米 德 一 些 论著 的 拉丁 文 译 本 . 

1544，。 史 梯 费 尔 ( 德 )《 综 合算 术 》 出 版 , 书 中 给 出 二 项 式 系数 
(至 17 次 ), 并 讨论 代数 方程 . 

1545 。 卡 尔 达 诺 ( 意 )《 大 法 ) 出 版 ,刊载 三 次 方程 解法 . 

1546。 塔 塔 利 亚 在 《各 种 问题 与 发 明 》 中 发 表 自 己 的 三 次 方程 
解法 . 

1556 。 塔 塔 利 亚 《 数 量 概论 ) 出 版 . 

1557。 雷 科 德 ( 英 )《 砸 智 石 出 版 . 

1572。 邦 别 利 ( 意 欠 代数 学 ?出 版 . 
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1579。 韦 达 ( 法 )《 数 学 宝典 出 版 . 
1591。 韦 达 《 分 析 术 入 门 》 出 版 
。 符 号 代数 或 字母 代数 开始 出 现 . 
1598。 西 班 牙 国王 非 力 普 三 世 设 奖 , 求 解 海上 求 经 度 方法 ， 
1600。 韦 达 求 出 阿波 隆 尼斯 问题 的 一 个 解 , 即 造 一 个 圆 与 给 定 
三 个 已 知 圆 相 切 . 
1603 。 意大利 山猫 科学 院 在 罗马 建立 . 
。 卡塔尔 迪 ( 意 ) 求 出 第 6 个 和 第 7 个 完全 数 . 
1605。 培 根 《 尝 学 论 ? 出 版 . 
1609 。 开 普 勒 ( 德 )《 新 天 文学 ?出 版 . 
1613。 卡 塔 尔 迪 发 展 连 分 数 法 . 
1614。 耐 皮尔 (苏格兰 ) 发 表 耐 皮尔 对 数 . 
1615 。 开 普 勒 ( 德 )《 酒 桶 的 立体 几何 》 提 出 新 求 积 方法 . 
。 马 桑 ( 法 ) 指 出 旋 轮 线 的 重要 性 
。 韦 达 《 论 方程 的 整理 和 修正 》 出 版 . 
1617。 布 里 格 斯 ( 英 ) 引 进 常用 对 数 . 
1619。 开 普 勒 《宇宙 的 和 谐 ) 出 版 . 
。 箔 卡尔 (法 ) 发 现 凸 多 面体 的 欧 拉 公 式 (1860 年 首次 发 表 ). 
1620。 布尔 日 (瑞士 ) 独 立 引 入 对 数 表 . 
1621 。 于 番 图 ( 希 )《 算 术 》 希 腊 文 .拉丁 文 对 照 本 出 版 . 
1624。 布 里 格 斯 《对 数 算术 》 出 版 ,扩大 常用 对 数 表 . 
1629。 吉 拉 尔 (法 《代数 的 新 发 明了》 出 版 ,提出 代数 学 基本 定 
理 . 
。 费 尔 马 ( 法 ) 提 出 极 大 极 小 方法 ,撰写 解析 几何 学 著作 . 
1631 。 了 哈里 奥 ( 英 ) 儿 实用 分 析 术 ;》 出 版 . 
。 奥 特 雷 德 ( 英 )《 算 术 之 钥 ) 出 版 . 
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1632。 伤 利 略 ( 意 )《 关 于 两 大 世界 体系 的 对 话 》 出 版 . 

1634，。 罗 伯 瓦 尔 ( 法 ) 著 《不 可 分 量 论 )(1693 年 出 版 ) ,用 运动 方 
法 求 曲线 切线 ,使 用 不 可 分 量 法 求 旋 轮 线 下 面积 . 
1635。 卡 瓦 列 利 ( 意 )《 连 续 体 的 不 可 分 量 的 几何 学 :一 种 新 方 

法 ?出 版 ,提出 不 可 分 量 法 以 及 卡 瓦 列 利 原 理 . 
1636。 美 国 哈佛 学 院 建 立 . 
。 费 尔 马 告诉 马 桑 他 发 现 第 二 对 友 数 17 256 及 18 416, 他 
还 提出 三 角形 数 猜想 (1665 年 发 表 ). | 
1637。 币 卡尔 《方法 谈 》 出 版 ,附录 《几何 学 》 开 创 了 解析 几何 


学 


1638。 伽利略 《两 门 新 科学 的 讨论 和 数学 证 明 》 在 荷兰 出 版 . 
1639。 卡 瓦 列 利 《 杂 题 百 道 证 明 , 对 为 1 到 9 的 整数 ,有 


an+1 


和 dy = 
0 


*。 德 博 内 (法 ) 向 笛 卡 尔 提出 常 次 切线 的 曲线 问题 以 及 其 他 
问题 ,次 曲线 问题 为 菜 布 尼 茨 在 1684 年 解决 (对 数 曲 
线 )， 
* 德 萨 格 (法 《草稿 ) 出 版 ,一 般 认为 是 射影 几何 学 的 开始 
1640。 帕 斯 卡 (法 多 《圆锥 曲线 论 ? 证 明 关于 神秘 的 六 边 形 的 帕 
斯 卡 定理 . 
。 费 尔 马 写 信 陈 述 费 尔 马 小 定理 . 
1642。 帕 斯 卡 发 明 加 减 计算 机 (1645 年 发 售 ). 
1647。 卡 瓦 列 利 《4 六 个 几何 问题 出版. 
1648， 德 萨 格 的 朋友 波 色 发 表 德 萨 格 定理 . 
1649。 萨 拉 撒 (比利时 )《 对 马 桑 提出 的 间 题 的 解答 》 出 版 ,把 双 
曲线 下 面积 解释 为 对 数 . 
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1649。 斯 霍 腾 ( 荷 兰 ) 把 笠 卡 尔 《 几 何 学 》 译 为 拉丁 文 ,并 加 以 增 
订 , 分 两 卷 出 版 ,推动 了 解析 几何 在 欧洲 的 传播 ， 
1650。 门 格 里 ( 意 儿 新 算术 求 积 法 ?出 版 . 
16S4。 费 尔 马 和 帕斯卡 通信 讨论 概率 问题 . 
165S。 沃 利 斯 ( 英 儿 圆锥 曲线 论 ? 出 版 . 
16S6 。 沃 利 斯 4 无穷 算术 ;出 版 . 
。 惠 更 斯 (荷兰 ) 发 现 旋 轮 线 的 等 时 性 质 以 及 旋 轮 线 的 渐 
伸 线 仍 是 旋 轮 线 . 
1657。 耐 尔 ( 英 ) 求 半 立 方 抛物 线 弧 长 . 
。 惠 更 斯 《机 会 游戏 的 思考 》 出 版 , 它 是 第 一 本 出 版 的 概率 
论著 作 ,引入 数学 期 望 的 概念 . 
16S8。 雷 思 ( 英 ) 求 旋 轮 线 弧 长 . 
1659。 帕 斯 卡 《 德 顿 维 尔 的 信 》 出 版 ,解决 旋 轮 线 求 积 问 题 . 
“ 德 .维特 (荷兰 多 曲线 原理 》 出 版 ,用 解析 几何 讨论 圆锥 
曲线 . 
1660。 英 国王 朝 复 辟 . 
。 无 形 学 院 建立 ,1662 年 获得 国王 特许 状 成 为 英国 皇家 学 


会 


1663。 剑桥 大 学 设置 卢 卡 斯 教授 席位 , 巴 罗 为 首 任 . 
。 卡 尔 达 诺 《机 遇 游 戏 ) 出 版 , 它 是 第 一 本 概率 论著 作 , 但 
在 作者 成 书 200 年 之 后 才 问 世 . 
。 沃 利 斯 证 明 命题 "对 任意 三 角形 ,存在 任意 大 小 相似 三 
角形 "等 价 于 第 五 公设 ， 
1664，。 牛 顿 ( 英 ) 发 现 一 般 二 项 式 定理 . 
1665，。 法 国 《学 者 杂志 》 创 刊 . 
* 英国 皇家 学 会 《哲学 汇 刊 创刊 . 
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“ 帕斯卡 ( 作 于 1654 年 ) 的 《算术 三 角形 通论 》 出 版 ,明确 应 
用 数学 归纳 法 . 
1666 。 莱 布 尼 茨 ( 德 欠 组 合 术 》 出 版 
“牛顿 1666 年 10 月 的 手稿 中 出 现 最 早 的 微 积分 思想 . 
1667。 格 利 高 里 ( 英 )《 论 加 和 双 曲 线 的 求 积 ) 出 版 . 
1668 。 格 利 高 里 《通用 几何 部 分 》 及 《几何 练习 》 出 版 ,证 明 切 线 
问题 是 面积 问题 的 逆 问 题 以 及 格 利 高 里 级 数 . 
* 莫 卡 托 (丹麦 X《 对 数 技术 》 出 版 . 
1669， 牛 顿 散 发 《无 穷 多 次 方程 的 分 析 》(1711 年 出 版 ). 
1670。，。 巴 罗 ( 英 )《 几 何 学 讲义 》 出 版 ,包括 求 切线 方法 、 求 曲线 
长 度 方法 以 及 求 切线 和 求 面积 之 间 关 系 . 
1671 。 牛顿 著 《 流 数 和 无 穷 级 数 法 》( 1736 年 出 版 ) ,提出 流 、 流 
数 和 极 坐 标 等 新 坐标 系 ， 


* 格 利 高 里 发 现 -4 的 级 数 ,后 为 菜 布 尼 茨 在 1673 年 重新 发 
现 ,被 称 为 莱 布 尼 蒋 级 数 . 


1672。 门 格 里 发 表 《 圆 的 求 积 问 题 》. 
。 菜 布 尼 茨 到 达 巴 黎 ,从 1672 一 1676 年 他 得 出 自己 的 微 积 


分 方法 . 
“ 莫 尔 (丹麦 愉 丹 麦 语 欧 几 里 得 》 出 版 ,证 明 能 用 尺 规 作 图 
的 图 形 可 单 用 圆规 作 图 . 


1673。 惠 更 斯 《 摆 钟 ?出 版 . 
1676。 牛 顿 给 莱 布 尼 芯 “前 书 ”(6 月 13 日 )( 谈 无 穷 级 数 ), “后 
书 ”(10 月 24 日 )( 用 字谜 介绍 流 数 法 )， 
。 莱 布 尼 茨 得 出 求 x 的 任意 整数 寡 或 分 数 寡 的 微分 法 
1677。 莱 布 尼 茨 得 出 商 的 微分 法 则 . 
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1678。 塞 瓦 ( 意 ) 证 明 三 角形 塞 瓦 定理 ， 
。 科 克 ( 英 多 算术 ;出 版 ,在 英 流 传 100 年 之 久 . 
1679。 莱 布 尼 区 在 信 中 引入 二 进 制 . 
。 拉 伊 尔 ( 法 圆锥 截 线 新 原理 了 出版. 
1682 。《 博 学 者 学 报 》 创 刊 . 
1683，。 车 恩 豪 斯 ( 德 ) 引 人 车 恩 豪 斯 变换 ,证 明 n(n >2) 次 多 项 
式 可 通过 该 变换 使 (n - 1) 次 项 及 (n - 2) 次 项 的 系数 变 
为 0. 
1684， 莱 布 尼 茨 的 微分 法 论文 发 表 ， 
1685。 沃 利 斯 《代数 通论 ) 出 版 . 
1686 。 莱 布 尼 获 的 积分 法 论文 发 表 . 
1687。 牛 顿 《 自 然 暂 学 的 数学 原理 出 版 . 
1690 。 惠 更 斯 人 《 光 论 》 出 版 ， 
。 雅 各 布 ' 伯 努 利 提出 悬 链 线 问题 ， 
。 拉 夫 孙 ( 英 )《 一 般 方程 分 析 》 提 出 一 般 代数 方程 的 根 的 
数值 逼近 方法 . 
1691。 罗 尔 ( 法 ) 发 表 《 求 解 任意 次 方程 一 个 方法 的 证 明 》, 提出 
罗 尔 定理 ,但 未 加 证 明 . 
。 雅 各 布 ' 伯 努 利 正式 引入 极 坐 标 系 . 
1692 。 莱 布 尼 茨 解决 求 线 族 包 络 线 的 方法 ,最 先 引 进 偏 微分 的 
1693 。 莱 布 尼 茨 再 次 发 现行 列 式 概念 . 
。 沃 利 斯 《数学 文集 ?第 2 卷 出 版 ,第 一 次 发 表 了 牛顿 流 数 
法 的 完全 论述 . 
1694 。 雅 各 布 : 伯 努 利 证 明 双 纽 线 弧 长 可 表 为 椭圆 积分 . 
1695 。 雅 各 布 : 伯 努 利 引 入 伯 努 利 方程 . 
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1696“。 洛 比 达 (法 多 关于 曲线 研究 的 无 穷 小 分 析 》 出 版 ,这 是 第 
一 部 出 版 的 微分 法 著作 ,其 中 提出 洛 比 达 法 则 . 
。 约 输 : 伯 努 利 提出 最 速 降 线 问题 ,牛顿 , 莱 布 尼 获 .党 比 
达 、 雅 各 布 : 伯 努 利 及 约翰 ' 伯 努 利 分 别 独 立 提 出 正确 解 
法 ,并 于 1697 年 发 表 . 
1697 。 雅 各 布 ' 伯 努 利 提出 一 些 较 复 杂 的 等 周 问题 以 及 变 端点 
最 速 降 线 问题 . 
。 棣 莫 弗 (法 一 英 ) 推 广 二 项 式 公式 到 多 项 式 公式 ， 
1698 。 雅 各 布 : 伯 努 利 发 表 变 端点 最 速 降 线 问 题 的 解 . 
1699。 杜 伊 职 ( 瑞 士 ) 在 伦敦 挑 起 牛顿 和 莱 布 尼 芯 关于 微 积分 
发 明 优 先 权 的 争吵 ， 
1700。 雅 各 布 " 伯 努 利 首先 发 表 等 周 问题 的 正确 解 . 
1702 。 约 翰 . 伯 努 利 提出 求解 积分 的 部 分 分 式 法 . 
1704“。 牛 顿 《 光 学 ?出 版 ,其 中 作为 附录 收入 “三 次 曲线 的 枚 
举 ” ,他 把 三 次 曲线 分 为 72 种 ， 
1707 。 牛 顿 的 讲义 《普遍 算术 》 出 版 ,主要 讨论 代数 方程 论 . 
1710。 莱 布 尼 茨 发 表 代数 及 无 穷 小 演算 符号 系统 . 
1713。 雅 各 布 ' 伯 努 利 《猜测 术 》 在 他 去 世 后 由 尼 十 劳 第 一 ' 伯 
努 利 出 版 ,其 中 首次 陈述 大 数 定 律 , 引 入 伯 努 利 数 . 
。 尼 十 劳 第 一 ' 伯 努 利 (瑞士 ) 提 出 彼得 堡 悖 论 . 
。 沃 尔 夫 ( 德 )《 通 用 数学 初 阶 》 出 版 ,第 2 卷 于 1715 年 出 
版 ， 
J714。 莱 布 尼 蒋 《微分 法 的 历史 和 起 源 ?出 版 . 
。 科 兹 ( 英 ) 首 次 提出 ez = cosx + i sinx. 
1715。 泰 勒 ( 英 )《 增 量 的 直接 和 逆 方 法 》 出 版 ,提出 泰勒 级 数 及 
有 限 差分 法 . 


1716 
1717 
1718 


1719 
1720 


1721 
1722 


1724 
1725 
1727 
1728 
1729 


1730 
1731 
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。 泰勒 《线性 透视 》 出 版 . 

。 莱 布 尼 茨 提出 正 交 轨 线 问题 向 英国 数学 家 挑战 ， 

“了 哈雷 ( 英 欠 代数 方程 的 几何 作 图 与 数值 解法 讲义 》 出 版 . 

。 棣 莫 弗 《机 遇 学 说 ?出 版 ,其 中 发 展 了 随机 误差 论 , 最早 
提 到 正 态 曲 线 . 

。 雅 各 布 : 伯 努 利 《 科 学 院 论 文集 出 版 ,论述 了 变 分 法 基 
础 . 

“ 法 纳 诺 ( 意 ) 得 出 双 纽 线 统 长 加 倍 公式 . 

* 泰勒 《线性 透视 新 原理 》 首 次 论述 消 没 点 原理 . 

* 丹尼尔 ' 伯 努 利 (瑞士 ) 解 一 种 类 型 的 黎 卡 提 方 程 . 

“麦克 劳 林 (苏格兰 儿 有 机 几何 ?出 版 ,讨论 二 次 、 三 次 ` 四 
次 乃至 高 次 曲线 . 

* 尼 古 劳 第 一 : 伯 努 利 发 现 一 阶 常 微分 方程 可 积 条 件 . 

“ 科 兹 《测度 的 调和 /出 版 ,首先 认识 到 三 角 函 数 的 周期 
性 . 

。 黎 卡 提 ( 意 ) 引 入 黎 卡 提 方 程 ， 

。 俄 国 圣 彼得 堡 科学 院 建 立 ， 

* 丰 丹 尼 尔 ( 法 《无 穷 几 何 原理 出版， 

。 丹尼尔 ' 伯 努 利 解 一 维 弦 振动 方程 , 

*。 欧 拉 ( 瑞 士 ) 引 进 第 二 类 欧 拉 积分 . 

。 赫 尔 曼 (瑞士 ) 用 极 坐标 研究 轨迹 , 并 得 到 直角 坐标 与 极 
坐标 的 变换 公式 ， 

" 棣 莫 弗 《分 析 杂 著 》 出 版 ， 

* 爱尔兰 皇家 都 柏林 学 会 成 立 . 

。 英国 皇家 学 会 设立 科普 莱 奖 章 . 

* 克 莱 洛 (法 )《 双 曲率 曲线 的 研究 出 版 ,首先 运用 无 穷 小 
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1734 
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1737 


1738 


1739 
1740 
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演算 研究 空间 曲线 . 

“。 莫 培 督 (法 ) 讨 论 笛 卡 尔 和 牛顿 的 宇宙 体系 的 差别 ,并 于 
1736 年 到 拉 普 兰 进行 科学 测量 ,结果 于 1739 年 发 表 . 在 
《 论 地 球形 状 ? 中 ,他 支持 生 顿 两 极 扁 平 的 理论 ,由 此 , 牛 
顿 的 物理 理论 在 欧洲 大 陆 上 开始 得 到 广泛 承认 ， 

。 布 丰 ( 法 ) 研 究 概率 论 . 

*。 萨 开 里 ( 意 欠 免除 污点 的 欧 几 里 得 》 出 版 ,揭示 非 欧 几何 
最 早 定理 ,向 非 欧 几 何 迈 出 第 一 步 . 

* 巴克 莱 主 教 ( 英 )《 分 析 学 家 3》 出 版 ,攻击 牛顿 的 微 积分 . 

，。 伏 尔 泰 ( 法 ) 开 始 把 牛顿 力学 引入 法 国 . 

。 法 国 科 学 院 开始 为 牛顿 力学 设置 大 奖 ， 

。 欧 拉 引 进 函 数 概念 及 记号 f(x). 

* 欧 拉 解 决 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 (1741 年 出 版 ). 

* 欧 拉 《力学 》 出 版 . 

*。 牛顿 4 论 级 数 及 流 数 法 ?英文 版 出 版 . 

。 格 廷 根 大 学 建立 . 

。 欧 拉 证 明 e,e 是 无 理 数 . 

* 棣 莫 弗 《机 遇 学 说 3 第 二 版 引进 斯 特 灵 公 式 . 

* 丹尼尔 , 伯 努 利 《水 力学 出 版 . 

。 莫 培 督 《 论 地 球形 状 ) 出 版 . 

。 伏 尔 泰 《牛顿 哲学 原理 ) 出 版 . 

。 苏格兰 爱丁堡 皇家 学 会 成 立 . 

。 法国 科学 院 最 后 一 次 给 笠 卡 尔 学 说 颁奖 . 

。 林 奈 ( 瑞 典 ) 在 1739 年 建立 的 科学 会 成 为 瑞典 王立 科学 
院 . 

。 麦克 劳 林 ( 英 《 流 数 通论 》 出 版 ,其 中 给 出 麦克 劳 林 展 开 
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式 ， 
。 哥 德 巴赫 提出 哥 德 巴赫 猜想 ， 
1743。 达 兰 贝尔 (法 )《 动 力学 通论 出版. 
1744。 欧 拉 《 求 具有 某 种 极 大 或 者 极 小 性 质 的 曲线 的 技巧 ) 出 
版 , 变 分 法 正式 建立 . 
。 欧 拉 《 行 星 及 彗星 运动 理论 ?出 版 . 
。 达 兰 贝 尔 《 液 体 的 平衡 及 运动 通论 》 出 版 . 
。 莫 培 督 提出 最 小 作用 原理 ， 
1746 。 美 国 普 林 斯 顿 大 学 建立 . 
1747。， 达 兰 贝 尔 ( 关 于 风 的 成 因 的 思考 》 出 版 ,提出 第 一 个 偏 微 
分 方程 . 
。 克 莱 洛 《月 球 理论 》 出 版 ,提出 三 体 问 题 的 近似 解 , 后 来 
获 圣 彼得 堡 科学 院 1750 年 大 奖 . 
1748 。 欧 拉 《 无 穷 分 析 引 论 》 出 版 ,第 一 卷 主 要 研究 代数 分 析 ， 
正式 引 和 人 函数 概念 ,并 研究 其 性 质 ,第 二 着 主要 研究 解 
析 几 何 学 ,使 解析 几何 系统 化 . 
。 麦克 劳 林 《 代 数 通 论 ) 出 版 (1796 年 第 6 版 ) ,其 中 早 于 克 
拉 梅 得 出 二 变 元 、 三 变 元 ,四 变 元 联 立 线性 方程 组 的 解 . 
1750。 克 雷 姆 (瑞士 《代数 曲线 的 分 析 引 论 》 应 用 代数 研究 平 
面 曲 线 ,并 对 它 进行 分 类 ,得 出 克 雷 姆 法 则 (但 述 于 麦克 
劳 林 ). 
1751“。 法 国 4 大 百科 全 书 》 开 始 出 版 ,至 1772 年 出 齐 28 卷 . 
。 格 廷 根 科 学 院 成 立 . 
1752。 欧 拉 提 出 凸 多 面体 的 网 拉 公 式 (1758 年 出 版 ). 
1753。 欧 拉 证 明 椭 圆 积 分 的 加 法 定理 . 
1754 。 欧 拉 引 进 二 次 互 反 律 . 


724 近代 数学 史 


1755 。 俄 国 莫斯科 大 学 建立 . 

。 欧 拉 《 微 分 法 导 引 》 出 版 . 

。 拉 格 朗 晶 (法) 引进 变 分 概念 . 

。 欧 拉 给 出 无 粘性 流体 运动 的 欧 拉 方程 . 

1758 。 蒙 图 克拉 (法 )《 数 学 史 》 出 版 ,被 认为 是 第 一 部 真正 的 数 
学 史 . 
1759。 兰 伯 特 ( 德 )《 透 视 理 论 ) 出 版 . 

* 拉 格 朗 日 发 展 差分 方程 理论 . 

。 欧 拉 用 连 分 数 方法 表示 配 尔 方程 的 解 . 

， 华 林 ( 英 《分 析 杂 录 》 出 版 . 

1760。 欧 拉 引 入 数论 函数 p(x). 
“ 拉 格 朗 日 用 分 析 方 法 研究 变 分 法 ,并 得 出 极 小 曲面 方 
程 ， 
。 欧 拉 开 始 研究 曲面 微分 几何 学 . 
1761。 欧 拉 证 明 椭圆 积分 的 加 法 定理 . 
*。 欧 拉 《 液 体 运动 原理 》 出 版 ， 
1762 。 拉 格 朗 日 发 表 变 分 方法 . 
1763。 贝 叶 斯 ( 英 ) 去 世 后 ,其 概率 理论 出 版 . 

。 克 台 格 尔 ( 德 ) 认 识 到 平行 公设 不 能 由 其 他 公设 证 明 . 
1764，。 贝 祖 ( 法 《数学 教程 (5 卷 ) 开 始 出 版 (到 1769 年 出 齐 ). 
1766，。 兰 伯 特 认识 到 有 可 能 建立 平行 公设 不 成 立 的 几何 体系 . 
1767。 拉 格 朗 日 发 表 《 论 数值 方程 的 解法 }》. 

1768 。 欧 拉 《 积 分 法 导 引 ?第 [ 卷 出 版 ,第 卫 卷 .第 古 卷 分 别 于 
1769 年 .1770 年 出 版 ,内 容 除 积分 外 ,还 包括 微分 方程 及 
。 拉 格 朗 日 首先 证 明 配 尔 方程 的 解 的 存在 性 ,讨论 连 分 数 
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及 其 在 不 定 方程 上 的 应 用 . 
1770。 拉 格 朗 日 发 表 《 关 于 方程 代数 解法 的 思考 》(1772 一 1773 
年 出 版 ). 
。 欧 拉 《 代 数 全 书 》 出 版 . 
。 拉 格 朗 日 证 明 亚 平方 和 定理 (1772 年 出 版 ). 
*。 华 林 《 代 数 沉思 录 》 出 版 ,提出 华 林 问 题 ,并 首先 发 表 哥 
德 巴赫 猜想 . 
1771。 范 德 孟 (法 ) 提 出 方程 论 论文 (1774 年 出 版 ). 
。 范 德 孟 用 组 合 方法 描述 纽 结 . 
1772。 范 德 孟 建立 行列 式 理论 . 
。 拉 普 拉 斯 (法 ) 提 出 展开 行列 式 方 法 . 
。 拉 格 朗 日 和 欧 拉 获 法 国 科 学 院 三 体 问 题 大 奖 . 
1774。 拉 格 朗 日 发 表 一 阶 偏 微分 方程 积分 理论 . 
。 拉 格 朗 日 关于 月 球 轨道 的 论文 获 法 国 科学 院 大 奖 . 
1775。 拉 格 朗 日 建立 二 元 二 次 型 理论 ,其 补充 于 1777 年 发 表 . 
。 兰 登 ( 英 ) 发 现 兰 登 变换 . 
1776。 华 林 《 分 析 沉 思 录 》 出 版 ,提出 无 穷 级 数 收敛 的 比值 判别 
* 拉 格 朗 日 论 力作 为 势 函 数 的 梯度 . 
。 拉 格 朗 日 提出 微分 方程 的 奇 解 问题 . 
* 拉 格 朗 日 解 差分 方程 . 
1777。 布 丰 提 出 投 针 间 题 ,标志 着 几何 概率 论 的 开始 . 
1779。 贝 祖 人 《代数 方程 的 一 般 理论 》 出 版 . 
1781“。 蒙 日 (法 ) 发 表 《 开 挖 与 充填 理论 》(1784 年 出 版 ). 
1782。 勒 让 德 (法 ) 求 球状 体 的 引力 ,得 出 勒 让 德 多 项 式 (1785 
年 出 版 ). 
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。 拉 普 拉 斯 指出 引力 势 满足 球 坐 标 拉 普 拉 斯 方程 (1785 年 
出 版 ) ,在 1787 年 的 论文 (1789 年 出 版 ) 中 得 出 直角 坐标 
的 拉 普 拉 斯 方程 ， 
1784“。 勒 让 德 证 明 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 . 
*。 蒙 日 发 展 偏 微分 方程 的 特征 理论 (1787 年 出 版 ). 
1785。 勒 让 德 发 表 《 不 定 分 析 的 研究 》(1788 年 出 版 ). 
1786 。 勒 让 德 引 和 人 二 次 变 分 ,得 出 变 分 问题 的 勒 让 德 条 件 (1788 
年 出 版 ) ,其 后 意识 到 它 只 是 必要 条 件 . 
* 兰 伯 特 《平行 线 论 ?出 版 . 
* 布 瑞 英 (瑞典 ) 用 车 恩 豪 斯 变换 将 一 般 五 次 方程 化 为 x5 
+ax+b=0. 
1787。 勒 让 德 提出 勒 让 德 变换 . 
1788 。 拉 格 朗 日 《解析 力学 》 出 版 . 
“。 蒙 日 《初等 静 力学 ?出 版 ， 
1789。 法 国 大 革命 开始 . 
1790。 勒 让 德 研 究 勒 让 德 函 数 . 
1792 。 勤 让 德 发 表 《 椭 圆 函 数论 》(1793 年 出 版 ). 
1793 。 法 国 科学 院 被 关闭 . 
1794， 法 国 热 月 政变 , 罗 伯 斯 庇 尔 被 送 上 断头台 , 督 政府 时 代 
开始 . 
“巴黎 综合 工科 学 校 的 前 身 公共 工程 学 校 建立 . 
“巴黎 高 等 师范 学 校 建立 . 
。 勒 让 德 《 几 何 原理 ) 出 版 . 
1795 。 法 国 重建 法 国 科学 院 . 
。 法国 建立 经 度 局 . 
。 蒙 日 讲授 《 画 法 几何 》,1799 年 成 书 出 版 . 
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1796 。 高 斯 ( 德 ) 开 始 写 数学 日 记 ( 直 至 1814 年 ) ,共有 146 项 ， 
第 一 项 为 用 尺 规 作 正 17 边 形 (1901 年 出 版 ) ， 
17% 。 拉 格 朗 日 《解析 函数 论 》 出 版 . 
* 卡 诺 (法 多 无 穷 小 演算 的 形而上学 思考 ?出 版 . 
。 威 塞 尔 ( 丹 麦 ) 提 出 复数 的 几何 表示 ， 
。 拉 克 鲁 瓦 (法 )《 微 积分 论 ) 第 1 卷 出 版 . 
1798 。 拿 破 仑 远征 埃及 , 蒙 日 .傅立叶 等 随行 . 
。 勒 让 德 《数论 )(2 卷 ) 出 版 . 
* 拉 格 朗 日 《 论 任意 次 数值 方程 的 解法 出 版 . 
1799。 拿 破 仑 发 动 政变 ,拿破仑 时 代 开 始 . 
。 拉 普 拉 斯 《天 体力 学 ?第 工 卷 出 版 ,第 开卷 .第 亚 卷 .第 下 
卷 在 1806 年 之 前 出 版 . 
。 高 斯 在 博士 论文 中 发 表 代 数学 基本 定理 的 第 一 个 证 明 . 
。 重 菲 尼 发 表 一 般 五 次 方程 不 能 根 式 解 的 不 完备 的 证 明 . 
1800。 阿 波 加 斯 特 (法 《导数 演算 》 出 版 . 
1801。 高 斯 《算术 研究 》 出 版 ,建立 近代 数论 系统 理论 ,特别 是 
同 余 理论 及 二 次 型 理论 . 
1802 。 拉 克 鲁 瓦 《 微 积分 初步 ?出 版 . 
1803 。 卡 诺 ( 法 六 位 置 儿 和 何 ?出 版 . 
。 伍德 豪 斯 ( 英 )《 分 析 计 算 原理 》 出 版 ,倡导 用 欧洲 大 陆 微 
积分 记号 . 
1806 。 阿尔 由 (瑞士 ) 发 表 虚 量 几 何 表 示 法 . 
。 拉 普 拉 斯 建立 毛细 现象 数学 理论 . 
。 朗 克 利 ( 法 ) 研 究 空 间 曲 线 的 几何 . 
。 布 里 安 香 ( 法 ) 证 明 帕斯卡 定理 的 对 偶 定理 ， 
*。 卡 诺 《 横 截 理论 ;出 版 . 
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。 傅立叶 (法 ) 提 交 热 传导 的 论文 . 

。 蒙 日 《分 析 在 几何 上 的 应 用 》 出 版 . 

。 高 斯 天体 绕 太 阳 沿 圆锥 曲线 运动 理论 ?出 版 . 

。 普 安 索 (法 ) 发 现 另 两 种 非 凸 正 多 面体 ,完成 正 多 面体 分 
类 ， 

。 拉 普 拉 斯 发 表 分 析 的 不 同 观 点 . 

。 德国 柏林 大 学 建立 . 

。 热 尔 岗 (法 《纯粹 与 应 用 数学 年 刊 ) 创 刊 ,被 认为 是 第 一 
个 专业 数学 期 刊 ,1831 年 停刊. 

。 德国 布雷 斯 劳 大 学 重建 . 

。 傅立叶 呈 交 和 修改 过 的 热传导 论文 

。 波 瓦 松 (法 ) 发 展 热 的 数学 理论 . 

。 勒 让 德 《积分 法 练习 ) 开 始 出 版 (1819 年 完成 ). 

。 波 瓦 松 《力学 通报 出 版 . 

。 皮 科 克 、` 巴 贝 奇 . 赫 软 尔 ( 英 ) 等 组 成 分 析 协 会 , 旨 在 引进 
欧洲 大 陆 的 分 析 符 号 与 技巧 ， 

。 拉 普 拉 斯 《概率 的 解析 理论 》 出 版 ,首先 应 用 分 析 方 法 研 

。 高 斯 发 表 超 几 何 级 数论 文 . 

。 卢 依 耶 ( 瑞 士 ) 推 广 欧 拉 公式 到 有 和 孔 多 面体 . 

。 杜 潘 ( 法 《几何 的 发 展 》 出 版 . 

* 柯 西 (法 ) 发 展 多 面体 理论 . 

。 柯 西 宜 读 复 积分 理论 论文 . 

。 波 瓦 松 提 出 球 内 位 势 方程 . 

。 法国 波 旁 王朝 复 脏 . 

* 普法 夫 ( 德 ) 建 立 一 阶 偏 微分 方程 理论 . 
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1824 
182S 
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。 柯 西 研究 置换 理论 . 

“法 国 重建 法 兰 西 研究 院 及 科学 院 . 

。 热 尔 曼 ( 法 ) 研 究 弹性 曲面 . 

*“ 贝 塞 尔 ( 德 ) 开 始 研 究 贝 塞 尔 方程 . 

“法 国 《大 百科 全 书 》 开 始 出 版 (至 1845 年 完成 ). 

* 波 尔 查 诺 ( 捷 克 )《 纯 粹 分 析 证 明 》 出 版 ,引进 严格 的 极限 
及 连续 概念 ,证 明 波 尔 查 诺 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 及 中 间 
值 定理 ,但 未 引起 注意 . 

* 德国 波恩 大 学 建立 . 

* 费 涅 尔 ( 法 ) 研 究 光 的 入 射 , 提 出 费 涅 尔 积分 

* 俄国 圣彼得堡 大 学 建立 . 

* 霍 纳 ( 英 ) 得 出 代数 方程 近似 解法 . 

“ 柯 西 《分 析 教 程 ) 第 工 卷 4 代数 分 析 》 出 版 . 

*。 纳 维尔 (法 ?建立 近代 弹性 理论 . 

* 傅立叶 《 热 的 解析 理论 》 出 版 . 

“ 庞 塞 莱 (法 欠 论 图 形 的 射影 性 质 ? 出 版 ,开创 近代 射影 几 
何 学 ,发 展 变换 方法 . 

* 巴 贝 奇 开始 发 展 差分 机 . 

。 高 斯 引入 保 角 变换 ,并 在 曲面 上 首先 使 用 曲 纹 坐 标 . 

。 德国 自然 科学 家 及 医生 协会 第 一 次 大 会 召开 . 

。 柯 西 《无 穷 小 演算 教程 概要 》 出 版 . 

* 阿 贝尔 (挪威 ) 首 先 提出 并 求解 一 个 积分 方程 . 

。 纳 维尔 首先 提出 粘性 流体 方程 . 

* 柯 西 发 展 弹性 理论 . 

。 阿 贝尔 证 明 一 般 五 次 及 五 次 以 上 方程 不 能 根 式 解 . 

* 勒 让 德 《椭圆 函数 论 ) 开 始 出 版 (第 2 卷 1827 年 出 版 , 补 
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卷 1828 年 出 版 ). 
1826 克莱尔 ( 德 ) 创 办 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》, 这 是 延续 至 今 
的 最 早 的 专业 数学 期 刊 . 
* 罗 巴 切 夫 斯 基 ( 俄 ) 在 喀 山 大 学 演讲 ,首次 宣布 非 欧 几 何 
学 原理 . 


“ 阿 贝 尔 证 明 阿 贝尔 积分 的 加 法 定理 (1849 年 全 文 发 表 )， 
其 特殊 情形 ( 超 椭 贺 积 分 ) 在 1828 年 发 表 . 
* 庞 塞 莱 . 热 尔 岗 等 人 提出 射影 几何 对 偶 原理 ， 
* 柯 西 引 入 留 数 演算 . 
。 柯 西 《无 穷 小 分 析 在 几何 学 中 的 应 用 》 出 版 . 
* 阿 贝 尔 证 明 级 数 的 阿 贝尔 判 据 , 他 还 认识 到 一 致 收敛 性 
1827。 阿 贝尔 的 椭圆 函数 论 发 表 . 
* 英 比 乌 斯 ( 德 X《 重 心 演算 》 出 版 ,其 中 引 人 齐 次 坐标 . 
。 高 斯 《曲面 的 一 般 理论 研究 出 版 ,引进 高 斯 映射 及 全 曲 
率 等 概念 ,证 明 伟 大 定理 ,开拓 内 药 几 何 学 新 方向 ,奠定 
近代 微分 几何 学 的 基础 . 
1828。 格 林 ( 英 )《 论 数学 分 析 在 电磁 理论 上 的 应 用 》 出 版 ,其 中 
引入 位 势 慨 念 ,开创 位 势 理 论 , 得 出 格林 公式 . 
*。 普 吕 克 尔 ( 德 )《 解 析 几 何 的 发 展 》 第 工 卷 出 版 (第 工 卷 
1831 年 出 版 ), 其 中 证 明 普 如 克 尔 公式 . 
1829 。 柯 西 《微分 法 讲义 》 出 版 ， 
， 雅 可 比 ( 德 《 椭 圆滑 数论 新 基础 出 版 ,开创 椭圆 函 数理 
论 及 应 用 的 新 时 期 . 
* 罗 巴 切 夫 斯 基 发 表 《 论 几何 基础 》, 这 是 最 早出 版 的 非 欧 
几何 文献 . 
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。 斯 图 姆 (法 ) 向 法 国 科 学 院 提交 论文 ,证 明 斯 图 姆 定理 和 
代数 方程 数值 求解 方法 . 

* 伽 罗 华 ( 法 ) 向 法 国 科学 院 呈 交 第 一 篇 方程 论 论文 ， 

。 狄 利克 雷 ( 德 ) 论 傅立叶 级 数 的 收敛 性 ， 

“ 柯 西 首先 求 矩 阵 的 本 征 值 . 

。 皮 科 克 《代数 通论 ) 出 版 ,强调 形式 的 永恒 性 原理 ,使 代 
数 与 方程 论 分 离 . 

* 伽 罗 华 向 法 国 科 学 院 呈 交 第 二 篇 方程 论 论文 . 

“。 不列颠 科学 促进 会 成 立 ， 

“ 伽 罗 华 向 法 国 科学 院 呈 交 第 三 篇 方程 论 论文 ， 

* 泽 贝尔 ( 德 ) 建 立 三 元 二 次 型 理论 ,高 斯 在 评论 时 首先 引 
人 几何 方法 . 

* 史 坦 纳 ( 瑞 士 儿 几何 图 形 相 关 性 的 系统 发 展 ?出 版 ,通过 
射影 生成 法 再 建 射影 几何 学 . 

。 雅 可 比 提出 阿 贝 尔 积分 的 反 演 问 题 . 

* 波 耶 ( 匈 牙 利 ) 发 表 绝对 几何 学 . 

。 伽 罗 华 去 世 前 写 出 他 的 理论 总 结 ， 

* 勒 让 德 总 结 平行 公设 的 12 个 错误 证 明 ， 

。 巴 贝 奇 开始 设计 分 析 机 . 

。 拉 梅 (法 ) 引 入 一 般 的 曲 纹 坐标 系 ， 

“ 刘 维 尔 (法 ) 证 明 一 般 黎 卡 提 方程 的 解 不 可 能 用 初等 函 
数 表 出 . 

*。 雅 可 比 在 哥 尼 斯 堡 大 学 首先 采用 新 型 数学 讨论 班 制度 . 

* 险 密 尔 顿 (爱尔兰 ) 发 表 《 动 力学 一 般 方法 初 论 》(《 再 论 》 
于 1835 年 发 表 ) 及 《原先 应 用 于 光学 的 一 般 数 学 方法 在 
动力 学 上 的 应 用 》, 引 和 哈密 尔 顿 函 数 ,建立 哈密 尔 顿 动 
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力学 . 
1835。 格 林 把 位 势 理 论 推广 到 =” 维 . 
。 波 瓦 松 《 热 的 数学 理论 ) 出 版 . 
。 凯 特 莱 (比利时 《人 体 测 量 学 出 版 . 
1836。 刘 维尔 创办 法 国 的 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》, 并 任 主编 达 
40 年 之 久 . 
。 斯 图 姆 和 刘 维 尔 研 究 二 阶 线性 常 微分 方程 边 值 问 题 , 开 
创 斯 图 姆 一 刘 维尔 理论 . 
。 狄 利克 雷 引 人 通用 函数 定义 . 
。 狄 利克 雷 引入 工 函数 ,证 明 一 般 算 术 数 列 中 素数 无 穷 ， 
从 而 开创 解析 数论 . 
。 刘 维尔 证 明 不 存在 公式 能 把 椭圆 积分 表 为 初等 函数 . 
。 文 策 尔 (法 ) 证 明 用 尺 规 三 等 分 任意 角 及 倍 立 方 体 的 不 
可 能 性 . 
。 沙 勒 (法 《几何 方法 的 起 源 与 发 展 历 史 概 述 》 出 版 . 
* 波 瓦 松 《概率 研究 ) 出 版 . 
1839 。 《剑桥 与 都 柏林 数学 杂志 》 创 刊 . 
1840。 高 斯 建立 位 势 理 论 . 
。 狄 利克 雷 建 立 二 元 二 次 型 类 数 公 式 . 
“布尔 ( 英 ) 开 创 不 变 式 理论 . 
。 雅 可 比 引入 函数 行列 式 . 
*。 外 尔 斯 特 拉 斯 以 虎 级 数 建立 函数 论 , 认 识 到 一 致 收敛 的 
必要 性 (1896 年 发 表 ). 
1842。 雅 可 比 在 哥 尼斯 堡 大 学 讲授 的 动力 学 课程 中 发 展 哈密 
尔 顿 的 动力 学 思想 ,最 终 得 出 哈密 尔 顿 一 雅 可 比 动力 学 
体系 ,他 的 《动力 学 讲义 》 由 克 莱 布 什 编辑 ,于 1866 年 出 
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版 

。 柯 西 引入 极限 演算 即 优 函数 方法 ,证 明 微分 方程 的 存在 
性 定理 . 

。 外 尔 斯 特 拉 斯 引入 解析 开拓 及 自然 边界 概念 (1894 年 发 
表 ). 

。 哈密 尔 顿 引入 四 元 数 . 

。 凯 雷 ( 英 ) 开 始 研究 不 变 式 论 . 

。 罗 朗 ( 法 ) 引 入 罗 郎 展开. 

* 格拉 斯 曼 ( 德 《线性 延 量 论 ) 出 版 ,建立 纯 形 式 的 几何 演 
算 , 预 示 向 量 分 析 的 建立 . 

。 刘 维尔 首次 构造 超越 数 并 证 明 丢 番 图 逼近 的 最 初 定理 ， 
开创 了 超越 数论 及 丢 番 图 有 逼近 论 . 

。 柯 西 研究 置换 群 理论 . 

。 布尔 引进 算 符 演算 . 

。 凯 雷 引 进 非 结合 八 元 数 ,并 开创 n 维 解析 几何 学 ,开始 
超 空 间 理论 研究 . 

。 斯 托 克 斯 ( 英 ) 提 出 粘性 流体 方程 . 

。 合 罗 华 的 遗 稿 首次 公开 发 表 . 

。 切 贝 使 夫 ( 俄 ) 证 明 弱 大 数 定律 . 

。 狄 利克 雷 证 明 数 域 的 单位 定理 ， 

布尔 《逻辑 的 数学 分 析 ) 出 版 . 

。 德 。 摩 根 ( 英 )《 形 式 逻 辑 出 版 》. 

。 史 陶 特 ( 德 )《 位 置 几 何 学 ?出 版 

， 汤姆 还 ( 英 ) 引 入 变 分 原理 , 狄 利克 雷 在 稍 后 的 讲课 中 引 
和 人 同样 的 原理 ,后 来 被 称 为 狄 利克 雷 原 理 . 

。 库 默 尔 ( 德 ) 引 进 分 圆 整数 及 理想 因子 ,并 对 正则 整数 证 
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明 费 尔 马 大 定理 . 
“斯 托 克 斯 讨论 一 致 收敛 性 , 塞 德尔 ( 德 )1848 年 独立 发 
表 - 


。 李 斯 襄 ( 德 《拓扑 学 引 论 》 出 版 . 
。 基 尔 霍 夫 ( 德 ) 发 表 电路 公式 . 
1848。 威 尔 布 兰 姆 ( 英 ) 发 现 傅立叶 级 数 的 吉 布 斯 现象 . 
1849。 凯 雷 开始 三 阶 曲面 的 研究 ,特别 证 明 其 上 存在 27 条 直 
线 ， 
* 塞 雷 ( 法 《高 等 代数 教程 出 版 . 
18S0。 普 伊 索 (法 ) 提 出 普 伊 索 展开 ， 
。 埃 尔 米 特 (法 ) 建 立 多 元 二 次 型 的 理论 ， 
。 库 软 尔 建立 分 圆 域 类 数 公式 ， 
1851 。 黎 曼 ( 德 ) 的 博士 论文 开创 复 变 函数 几何 理论 . 
* 波 尔 查 诺 《无 穷 的 那 论 》 在 他 去 世 后 出 版 ,预示 G' 康 托 尔 
的 无 穷 理论 ,特别 是 无 穷 集合 可 与 其 子 集 一 一 对 应 . 
1852。 西 尔 维 斯 特 ( 英 ) 研 究 型 论 , 提 出 二 次 型 惯性 定律 . 
* 沙 勒 《高 等 几何 通论 出 版 . 
18sS3。 黎 曼 关于 傅立叶 级 数 的 就 职 论 文 提 出 黎 曼 积分 的 概念 ， 
1854。 黎 曼 就 职 讲演 《作为 几何 基础 的 假设 定义 流 形 , 发 展 高 
维 内 蕴 几 何 学 (1868 年 出 版 ). 
。 布尔 《 思 维 规律 的 研究 出 版 . 
。 贝 拉 维 蒂 斯 ( 意 《 等 当量 理论 ) 出 版 ,预示 向 量 演算 及 道 
。 凯 雷 定义 群 . 
。 斯 托 克 斯 证 明 斯 托 克 斯 定理 . 
1856。 外 尔 斯 特 拉 斯 发 表 阿 贝 尔 函数 论 论文 ,解决 超 椭 圆 积分 
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反 演 问 题 ,整个 理论 1869 年 完成 (部 分 于 1849 年 、1854 
年 发 表 ). 

。 史 陶 特 《对 位 置 几何 学 的 贡献 》 出 版 , 

。 黎 曼 《 阿 贝尔 函数 论 ) 发 表 , 引 入 0 函数 理论 ， 

。 黎 曼 《 超 几何 级 数论 》 发 表 . 

。 歼 曼 引 人 黎 曼 方法 解 波动 方程 的 初 值 问题 ， 

。 凯 雷 定义 抢 阵 ,发展 其 理论 . 

“。 埃 和 尔 米 特 , 布 雇 斯 奇 ( 意 ) . 克 洛 耐克 等 分 别 独 立 用 椭圆 
模 函 数 解 五 次 方程 . 

。 莫 比 乌 斯 和 李斯 亭 分 别 独立 发 现 单 侧 曲面 ， 

。 歼 曼 关 于 《上 函数 的 论文 发 表 , 其 中 提出 黎 曙 猜想. 

。 凯 雷 在 关于 不 变 式 论 的 第 V 篇 论文 中 表明 ,任何 平面 图 
形 的 度量 几何 都 可 以 看 成 关于 绝对 (图 形 ) 的 射影 关系 . 

。 布 尔 4 有 限 差分 法 通论 》 出 版 . 

。 黎 曼 的 “巴黎 之 作 ” 发 展 二 次 微分 形式 理论 (1876 年 出 
版 ). 

。 斯 密 司 ( 英 ) 引 入 不 变 因 子 及 初等 因子 . 

。 马 医 厄 (法 ) 引 人 多 重 置换 群 . 

。 李 斯 享用 正规 形式 表示 曲面 . 

。 克 雷 莫 纳 ( 意 )4 平 面 曲 线 的 几何 理论 导 引 了》 出 版 . 

*。 庞 塞 莱 《分 析 和 几何 的 应 用 》 出 版 ， 

。 克 雷 莫 纳 引入 平面 图 形 的 双 有 理 变换 ,开创 意大利 代数 
几何 学 派 . 

。 莫 比 乌 斯 发 表 《 初 等 相关 性 理论 》, 分 类 闭 曲面 及 各 种 变 
换 . 

。 沙 勒 发 展 特 征 理论 ,开创 计数 几何 学 . 
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。 库 上 默 尔 引 进 具 有 16 个 奇 点 的 四 次 曲面 (后 来 被 称 为 库 软 
尔 曲 面 ). 
* 洛 赫 ( 德 ) 完 成 代数 曲线 歼 晕 一 洛 赫 定理 的 证 明 ， 
。 克 莱 布 什 应 用 黎 曼 理论 于 代数 曲线 ,开创 代数 几何 学 的 
新 方向 ,1866 年 同 高 尔 丹 ( 德 ) 证 明 亏 格 的 双 有 理 不 变 
性 . 
。 李 普 希 茨 ( 德 ) 引 入 李 普 希 茨 条 件 ， 
1865。 伦 敦 数学 会 建立 ,开始 出 版 《会 报 》. 
1866 。 富 克 斯 ( 德 ) 建 立 复 域 n 阶 线性 微分 方程 的 富 克 斯 理论 . 
。 克 菜 布 什 和 高 尔 丹 《 阿 贝尔 函数 论 ? 出 版 ， 
。 险 密 尔 顿 《四 元 数 原理 出 版 . 
1867。 汉 克 尔 ( 德 欠 复 数 及 其 函数 讲义 ?出 版 . 
。 若 尔 当 (法 ) 引 入 运动 群 概念 . 
1868。 黎 曼 1854 年 的 就 职 演说 发 表 . 
。 赫 姆 霍 茨 ( 德 ) 发 表 《 论 作为 几何 学 基础 的 事实 》, 把 黎 曼 
的 思想 建立 在 物理 的 考虑 之 上 . 
。 贝 尔 特 拉 米 ( 意 ) 提 出 第 一 个 非 欧 几 何 模型 . 
。 贝 尔 特 拉 米 发 表 《 常 曲率 空间 的 基本 理论 》. 
。 普 昌 克 尔 《 新 几何 学 第 工 卷 出 版 (第 王 卷 由 克 莱 因 编 
辑 ,1869 年 出 版 ) ,开创 线 几 何 学 . 
。 高 尔 丹 证 明 二 元 整 不 变 式 的 有 限 基 定理 . 
。 克 菜 布 什 研究 代数 曲面 . 
。 外 尔 斯 特 拉 斯 研究 双 线 性 型 . 
。 克 莱 布 什 及 卡尔 。 诺 意 曼 ( 德 ) 创 办 《数学 年 刊 》. 
。 数 学 文摘 杂志 《数学 进展 年 报 ?出 版 . 
1869。 克 里 斯 托 非 尔 ( 德 ) 引 人 克 里 斯 托 菲 尔 记号 ,研究 微分 二 
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次 型 的 变换 . 
。 李 普 希 茨 ( 德 ) 解 决 微分 二 次 型 的 变换 问题 
* 施 瓦 茨 ( 德 ) 提 出 反射 原理 ， 
1870。 若 尔 当 《置换 论 及 代数 方程 论 ? 出 版 . 
。 外 尔 斯 特 拉 斯 提出 狄 利克 雷 原理 的 反例 . 
。 施 瓦 茨 提 出 交错 法 解 狄 利克 雷 问题 . 
。 诺 意 曼 ( 德 ) 提 出 算术 平均 法 解 犹 利克 雷 问题 . 
。 克 洛 耐 克 ( 德 ) 证 明 阿 贝尔 群 的 结构 定理 . 
。 托 麦 ( 德 ) 首 先 对 柯 西 二 元 连续 函数 定理 给 出 一 个 反例 . 
。B :皮尔 斯 ( 美 )《 线 性 结合 代数 发 表 . 
1871。 克 莱 因 ( 德 ) 发 展 凯 雷 的 结果 ,把 度量 几何 (包括 非 欧 几 
何 ) 归 结 为 射影 几何 的 特殊 情形 . 
。 贝 幕 ( 意 ) 引 入 重要 的 拓扑 不 变量 一 一 贝蒂 数 . 
。 戴 德 金 出 版 《数论 讲义 ) 第 2 版 ,附录 中 引入 理想 的 概念 ， 
系统 建立 代数 数论 . 
1872。 法 国 数学 会 成 立 . 
。 克 芋 因 提出 “ 埃 尔 兰 根 计划 ”. 
。 戴 德 金 《连续 性 与 无 理 数 ) 出 版 ,建立 实数 理论 . 
。G: 康 托 尔 ( 德 ) 用 柯 西 序列 构造 实数 理论 . 
。 梅 菜 ( 法 ) 用 有 理 数 的 收敛 序列 定义 实数 . 
。 外 尔 斯 特 拉 斯 的 实数 理论 由 柯 萨 克 发 表 . 
。 海 涅 ( 德 ) 发 表 实数 理论 . 
。 西 洛 (挪威 ) 证 明 西 洛 定理 . 
， 迈 耶 ( 德 ) 提 出 变 分 法 的 迈 耶 问 题 . 
1873 。G: 康 托 尔 开 创 集合 论 . 
。 埃 尔 米 特 证 明 。 是 超越 数 . 
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。 麦克 斯 韦 ( 英 )《 电 磁 通 论 》 出 版 . 
。 克 里 福 德 ( 英 ) 引 入 拟 四 元 数 ， 
1874。S ' 李 (挪威 ) 发 表 变 换 群 理论 . 
* 布 瑞 尔 及 M ' 诺 特 ( 德 ) 发 表 《 论 代数 函数 及 其 在 几何 上 
的 应 用 》, 开 创 代数 几何 的 新 方向 . 
。 克 莱 因 研究 闭 曲 面 的 拓扑 . 
1875。 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 ( 俄 ) 证 明 柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 . 
* 达尔 布 (法 ) 引 入 达尔 布 和 ,发 展 积分 理论 . 
1876。 外 尔 斯 特 拉 斯 证 明 整 函数 无 穷 乘 积 表 示 定 理 及 亚 纯 函 
数 可 表 为 整 函 数 之 商 ,开创 整 函 数 及 亚 纯 函数 理论 . 
1877。 瑞 利 ( 英 《声音 理论 ) 出 版 . 
。 米 塔 格 - 莱 夫 勒 (瑞典 ) 证 明 米 塔 格 - 菜 夫 勒 定理 . 
。 希 尔 ( 美 ) 求 希 尔 方程 的 周期 解 . 
。 克 里 斯 托 菲 尔 研究 波动 方程 的 间断 解 . 
1878 。 迪 尼 ( 意 欠 实 变 函 数论 基础 》 出 版 ,这 是 第 一 部 将 数学 分 
析 建 立 在 实数 论 基 础 上 的 著作 
。 克 里 福 德 引 人 克 里 福 德 代数 ， 
。 弗 罗 宾 尼 乌 斯 ( 德 ) 证 明 实 系数 线性 结合 代数 的 定理 . 
。 弗 罗 宾 尼 乌 斯 得 出 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 , 并 证 明山 雷 - 
哈密 尔 顿 定理 . 
1879。 毕 卡 ( 法 ) 证 明 毕 卡 大 定理 ,开创 值 分 布 的 方向 . 
。 舒 伯 特 ( 德 欠 计数 几何 的 演算 ?出 版 
*， 弗 雷 格 ( 德 欠 概念 文字 ?出 版 ， 


1881。 庞 加 莱 开 始 发 表 自 守 函 数理 论 ,并 发 表 微 分 方程 定性 理 


ja 


论 . 
若 尔 当 引进 有 界 变 差 函 数 概念 
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。 吉 布 斯 ( 美 ) 散 发 《向 量 分 析 原 理 》 小 册子 ,向量 分 析 开 始 
普及 . 
1882 。 米 塔 格 - 菜 夫 勒 创办 《数学 学 报 》. 
。 戴 德 金 及 韦伯 发 表 《 单 变量 代数 函数 论 》, 建 立 代 数 消 数 
论 的 代数 方向 . 
。 克 洛 耐 克 发 表 《 代 数量 的 算术 理论 概要 》, 建立 除 子 理 
论 , 开 创 代数 函数 论 的 算术 方向 . 
。 林 德 曼 ( 德 ) 证 明 x 是 超越 数 ,从 而 彻底 否定 解决 用 尺 规 
化 圆 为 方 的 问题 . 
。 帕 什 ( 德 X《 新 几何 学 讲义 出版. 
。 内 托 ( 德 《 置 换 理论 及 其 在 代数 中 的 应 用 》 出 版 . 
。M: 诺 特 研 究 空 间 代 数 曲 线 . 
。 和 荷 尔 德 ( 德 ) 引 入 发 散 级 数 求 和 方法 . 
。 若 尔 当 《分 析 教 程 》 第 一 卷 出 版 , 1893 年 第 二 版 完全 和 修 
订 . 
。 杜 - 布 瓦 瑞 蒙 ( 德 )4 一 般 函 数论 ) 出 版 . 
* 韦 伯 及 汉代 克 ( 德 ) 定 义 并 研究 抽象 群 . 
“。 沃 隆 涅 斯 ( 意 ) 推 广 射影 几何 到 高 维 . 
1883 。G: 康 托 尔 《一 般 集合 论 基 础 ) 出 版 . 
。 弗 洛 凯 (法 ) 证 明 具 有 周期 系数 n 阶 线性 微分 方程 周期 
解 的 存在 性 . 
。 克 菜 因 及 庞 加 莱 独 立 证 明代 数 曲 线 可 用 自 守 郴 数 单 值 
化 ,但 均 不 完全 . 
1884 。 克 茉 因 《 二 十 面体 群 与 五 次 方程 论 讲义 出 版 . 
。 弗 瑞 格 《算术 基础 ;出 版 . 
1885。 施 瓦 蒋 开 始 解 人 x+5Ax,y)z=0 的 特征 值 问题 ， 
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1886 


1887 


1888 


1889 


1890 
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。 外 尔 斯 特 拉 斯 证 明 有 界 区 间 上 连续 函数 可 被 多 项 式 一 

*。 庞 加 莱 引 进 渐 近 级 数 . 

。 韦伯 证 明 克 洛 耐 克 一 韦伯 定理 . 

。 杜 . 布 瓦 瑞 蒙 发 现 连 续 函 数 ,其 储 立 叶 级 数 在 某 些 点 发 
散 . 

。 达尔 布 《曲面 的 一 般 理 论 讲义 第 工 卷 出 版 (第 工 卷 1889 
年 ,第 下 卷 1894 年 ,第 寺 卷 1896 年 ). 

* 里 奇 ( 意 ) 发 表 协 变 微 分 法 ， 

。 若 尔 当 《分 析 教 程 第 三 卷 出 版 ,首次 提出 若 尔 当 曲线 定 
理 . 

。 沃 尔 泰 拉 ( 意 ) 引 入 线 函 数 概念 . 

。 弗 罗 宾 尼 乌 斯 证 明 每 个 有 限 群 都 有 到 自身 的 置换 表示 ， 
并 用 四 个 公理 定义 抽象 群 . 

“。 基 灵 ( 德 ) 分 类 复 单 李 代数 . 

“ 戴 德 金 4 数 是 什么 , 数 应 当 是 什么 》 出 版 ,建立 自然 数理 
论 及 公理 系统 . 

。S. 李 及 恩格尔 ( 德 )《 变 换 群 理论 ) 第 一 卷 出 版 (第 二 卷 
1890 年 ,第 三 卷 1893 年 ). 

。 美 国 数学 会 的 前 身 纽 约 数学 会 成 立 ， 

。 皮 亚 诺 ( 意 ) 发 表 自然 数 公理 . 

*， 杜 . 布 瓦 瑞 蒙 用 特征 线 方 法 分 类 一 般 二 阶 线性 齐 次 偏 微 
分 方程 . 

。 荷 尔 德 证 明 群 论 的 若 尔 当 一 荷 尔 德 定理 . 

。 德国 数学 家 联合 会 成 立 ,次 年 开始 发 行 《 德 国 数学 家 联 
合 会 年 报 》. 
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*。 和 希 尔 伯 特 ( 德 ) 证 明 不 变 式 论 的 有 限 基 定理 . 
。 皮 亚 诺 引进 皮 亚 诺 曲 线 . 
。 施 罗 德 ( 德 )《 逻 辑 代数 讲义 第 一 卷 出 版 . 
1891 。G: 康 托 尔 提出 对 角 线 方法 . 
。 沃 隆 涅 斯 《高 维 几 何 基础 ) 出 版 . 
。 韦 伯 提 出 类 域 的 概念 . 
。 闵可夫 斯 基 ( 德 ) 用 几何 方法 解 二 次 型 简约 问题 . 
1892 。 庞 加 菜 《 天 体力 学 的 新 方法 》 开 始 出 版 . 
。 李 雅 普 诺 夫 ( 俄 ) 建 立 微分 方程 稳定 性 理论 . 
。 帕 德 (法 ) 提 出 帕 德 允 近 . 
。 北 维 蹇 德 ( 英 ) 系 统 提出 算 符 演算 . 
。 法 诺 ( 意 ) 给 出 射影 几何 学 的 第 一 组 公理 系统 . 
1893 。 希 尔 伯 特 证 明 零 点 定理 ， 
。 卡 斯 泰 努 沃 ( 意 ) 肯 定 解决 代数 曲面 的 吕 略 特 问 题 . 
1894 。 上 庞 加 莱 证 明 Au + Xu = 了 所 有 特征 值 的 存在 性 . 
。 斯 蒂 尔 捷 斯 (荷兰 ) 建 立 连 分 式 理论 ,其 中 提出 斯 蒂 尔 捷 
。 比 安 奇 ( 意 欠 微分 几何 教程 》 首 先 使 用 微分 几何 一 词 . 
。 沃 隆 涅 斯 《高 维 几何 学 纲要 ?出 版 . 
189Ss 。G: 康 托 尔 发 表 《 对 超 穷 集合 论 的 贡献 》. 
。 庞 加 莱 开 始 发 表 系统 的 组 合 拓扑 学 论文 . 
“。 弗 罗 宾 尼 乌 斯 建立 有 限 群 的 特征 标 理论 ,开创 群 表示 
论 . 
。 韦 伯 《 代 数 教程 ) 第 一 卷 出 版 (第 二 卷 1896 年 出 版 ,第 二 
版 1898 一 1899 年 出 版 ). 
。 皮 亚 诺 《数学 公式 》 开 始 出 版 , 书 中 通过 符号 逻辑 及 公理 


742 近代 数学 史 


化 建立 数学 体系 ， 
1896 。 阿达 马 ( 法 ) 及 瓦 菜 - 布 桑 (比利时 ) 分 别 独立 证 明 素 数 定 
理 . 
* 闵可夫 斯 基 《 数 的 几何 ?出 版 ,开创 数 之 几何 新 领域 . 
* 卡 斯 泰 努 沃 刻画 有 理 代数 曲面 . 
“。 沃 尔 泰 拉 建立 积分 方程 理论 . 
。 切 萨 洛 ( 意 欠 内 萄 几 何 讲义 ?出 版 . 
1897。 第 一 届 国 际 数学 家 大 会 在 瑞士 苏黎世 召开 . 
。 伯 思 塞 德 ( 英 儿 有 限 阶 群 论 ? 出 版 . 
。 毕 卡 西 马 特 ( 法 )《 二 元 代数 函数 论 ) 第 一 卷 出 版 (第 二 
卷 1906 年 出 版 ). 
。 陶 贝尔 ( 奥 ) 证 明 陶 贝尔 型 定理 . 
。 布 拉 里 - 福 蒂 ( 意 ) 提 出 最 大 序数 的 了 矛盾 ， 
1898 。 德 国 《数学 科学 百科 全 书 》 开 始 出 版 ， 
。 怀 特 海 ( 英 欠 普遍 代数 ?出 版 . 
。 保 莱 尔 (法 )《 函 数论 讲义 》 出 版 . 
1899。 希 尔 伯 特 《几何 学 基础 出 版 ,建立 了 新 的 公理 理论 , 掀 
起 新 的 公理 化 高 潮 . 
。 皮 埃 利 ( 意 )《 论 作为 假设 演绎 体系 的 初等 几何 》 出 版 . 
。G: 康 托 尔 区 分 两 种 集合 以 避免 巴 盾 . 
1900。 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 在 巴黎 召开 . 
。 和 希 尔 伯 特 提出 23 个 数学 问题 . 
“。 古 尔 萨 (法 ) 证 明 f 连续 与 导数 存在 已 足以 刻画 解析 性 ， 
从 而 外 尔 斯 特 拉 斯 的 解析 函数 论 可 由 柯 西 一 黎 曼 观点 
推出 . 
。 希 尔 伯 特 在 一 定 条 件 下 证 明 狄 利克 雷 原理 . 
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1 数学 

1.1 数学 是 什么 

1.1.1 数学 是 一 种 普遍 语言 
1.1.2 数学 是 一 种 普遍 方法 
1.1.3 数学 是 一 种 普 表 思想 原则 
1.1.4 数学 是 一 种 思想 工具 、 理 性 思维 框架 
1.2 数学 的 分 科 及 其 主要 问题 
1.2.1 操作 技术 

2.2 技术 理论 

2.3 操作 对 象 理论 

2.4 ”对象 理论 

2.5 结构 理论 


2 数学 史 

2.1 数学 的 演化 与 进步 
2.2 数学 史 的 分 期 
2.2.1 前 史 时 期 

2.2.2 上 古代 及 中 世纪 时 期 
2.2.3 17 一 18 世 纪 的 数学 
2.2.4 19 世纪 的 数学 
2.2.5 20 世纪 的 数学 
3 数学 史学 史 

3.1 数学 史 的 工作 

3.2 数学 史 研 究 的 分 期 


3.2.1 史前 史 (18 世 纪 之 前 ) 
3.2.2 草创 时 期 (1750 一 1870) 
3.2.3 黄金 时 代 (1870 一 1914) 
3.2.4 低潮 时 期 (1914 一 1960) 
3.2.5 复兴 时 期 (1960 一 ) 

第 1l 章 ”古代 数学 的 遗产 

1 近代 数学 的 起 源 
1.1 古 希 腊 的 数学 
1.2 印度 一 阿拉 伯 的 计算 技术 
2 近代 以 前 欧洲 数学 的 独创 领域 
2.1 三 次 、 四 次 代数 方程 的 求解 
2.2 对 数 的 发 明 

3 古 希 腊 经 典 著 作 的 传播 

第 2 章 “17 一 18 世 纪 各 国 数学 发 展 概况 
意大利 

法 国 

英国 

其 他 各 国 

.1 尼 德 兰 

.2 德国 

.3 瑞士 

符号 代数 学 

数学 的 符号 化 

韦 达 

符号 代数 学 

代数 方程 论 

.1 方程 根 的 数目 

4. 2 正 根 、 负 根 、 实 根 、 复 根 的 数目 
4.3 ， 根 与 系数 的 关系 

5 五 次 方程 的 求解 


油 
CD 


5.1 一 般 方 程 
5.2 二 项 方程 
第 4 章 ”解析 几何 学 
1 第 卡 尔 
2 解析 几何 学 的 产生 
3 ”第 卡尔 的 《方法 谈 》 中 的 附录 《几何 学 》 
4 解析 几何 学 的 发 展 与 传播 
第 5 章 ” 微 积分 
1 微 积分 前 史 
1.1 形形色色 的 曲线 
1.2 曲线 的 求 积 法 
1.3 曲线 的 求 切 线 法 
微 积分 的 创立 
2.1 牛顿 
2.2 莱 布 尼 欧 
2.3 微 积 分 的 初 建 
2. 3. 1 微 积分 的 普 逼 性 
2. 3.2 牛顿 的 微 积分 
2.3.3 莱 布 尼 茨 的 微 积分 
2. 3.4” 微 积分 优先 权 之 争 
3” 微 积分 的 发 展 
3.1 伯 努 利 时 代 (1690 一 1740) 
3. 1.1 伯 努 利家 族 
3.1.2 一 元 微 积分 
3.1.3 多 元 微 积分 
3.2 欧 拉 时 代 
3.2.1 欧 拉 
3.2.2 了 欧 拉 的 三 部 主要 著作 
3.2.3 人 微 积分 技术 的 进步 
3.3 拉 格 朗 日 时 代 


| 


3.3.1 拉 格 朗 日 

3.3.2 拉 普 拉 斯 

3.3.3 勒 让 德 

3. 3. 4 19 世 纪 初 的 微 积 分 
第 6 章 “” 初等 数论 

1 费 尔 马 

2 ”初等 数论 

2.1 费 尔 马 的 数论 

2.2 欧 拉 的 数论 
第 7 章 ”19 世纪 的 数学 

1 数学 概况 

2 ”数学 与 社会 

2.1 法 国 

2.2 德国 

2.3 ”意大利 

2.4 英国 

2.5 俄国 

2.6 其 他 各 国 
第 8 章 ” 实 分 析 

1 无 穷 表 达 式 

1.1 无 穷 级 数 

1.2 无 穷 连 分 数 

2 ” 画 数 及 其 表示 

2.1 画 数 观念 的 发 展 

2. 2 客 级 数 

2.3 三角 级 数 

3 ”数学 分 析 的 严密 化 

3.1 柯 西 

3. 2 数学 分 析 的 严密 化 
第 9 章 复 分 析 


1 通 向 复 分 析 的 四 条 途径 
1.1 代数 
1.2 代数 分 析 
1.3 定 积分 
1.4 几何 表示 及 保 角 映射 
2 柯 西 的 复 分 析 
3” 黎 曼 的 几何 画 数论 
4 外 和 尔 斯 特 拉 斯 和 他 的 解析 西数 论 
4.1 外 尔 斯 特 拉 斯 
4. 2 ”外 尔 斯 特 拉 斯 的 解析 函数 论 
第 10 章 ”微分 方程 
1 常 微分 方程 
1.1 特殊 类 型 方程 的 特殊 解法 (1690 一 1740) 
1.2 一 般 常 微分 方程 的 系统 研究 (1740 一 1800 


1.3 ”级 数 解 与 特殊 函数 (1800 一 1860) 

1.4 超 几何 级 数 

1.5 斯 图 姆 一 刘 维 尔 理论 

1.6 微分 方程 解析 理论 (1860 一 1910) 

1.7 微分 方程 定性 理论 (1880 一 1930) 
2 _ 偏 微分 方程 

2. 1 一 阶 偏 微分 方程 

2.2 二 阶 数学 物理 方程 

2.3 位 势 理论 
3 ”积分 方程 

3.1 前 史 

3. 2 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 理论 

3.3 弗 瑞 德 霍 姆 积分 方程 理论 

3.4 和希 尔 伯 特 理论 

3.5 希 尔 伯 特 以 后 的 积分 方程 理论 


4 变 分 法 
4.1 前 史 
4.2 变 分 法 的 建立 
4.3 极 值 条 件 
4.4 19 世 纪 末 以 来 的 发 展 
第 11 章 ”代数 
1 通论 
2 线性 代数 及 多 线性 代数 
3 代数 方程 论 
3.1 阿 贝尔 
3.2 伽 罗 华 
3.3 一 般 五 次 方程 代数 不 可 解 性 的 证 明 
3.4 伽 罗 华 理论 的 传播 
3.5 伽 罗 华 以 后 的 代数 方程 论 
4 ”置换 群 理论 
5 ”代数 方程 组 论 
第 12 章 数论 
1 高 斯 
2 《算术 研究 》 
2.1 同 余 理论 
2.2 二 次 型 理论 
3 解析 数论 
3.1 素数 定理 
3.2 黎 曼 5 画 数 
4 不 定 方程 
4.1 通论 
4.2 费 尔 马 大 定理 
第 13 章 ”几何 学 
1 通论 
2 综合 几何 学 与 解析 几何 学 的 对 立 


4 


5 


3 非 欧 几何 学 

3.1 非 欧 几何 学 的 前 史 
3.2 非 欧 几何 学 的 创立 
3.3” 非 欧 几 何 学 的 传播 及 发 展 
微分 几何 学 

4.1 平面 曲线 

4.2 空间 曲线 

4.3 三维 空间 中 的 曲面 
高 维 几何 学 

5.1 高 维 空间 与 向 量 分 析 
5.2 黎 曼 

5.3 黎 曼 几何 

5.4 ， 张 量 分 析 


第 14 章 ， 通 向 交换 代数 的 诸 理论 
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3 


代数 数论 

1.1 早期 的 代数 数论 

1.2 戴 德 金 的 代数 数论 

1.2.1 数 体 及 代数 整数 理论 
1.2.2 理想 理论 

1. 2.3 ”理想 类 数 与 戴 德 金 5 函数 
1.2.4 相对 扩张 及 非 分 支 扩张 
1.3 类 域 论 

代数 画 数 论 

2.1 椭圆 积分 

2.2 椭圆 函数 

2.2.1 雅 可 比 顶 圆 画 数 

2.2.2 ”外 尔 斯 特 拉 斯 的 椭圆 画 数 论 
2.3” 阿 贝尔 积分 与 阿 贝 尔 画 数 
代数 几何 学 

3.1 代数 几何 学 的 分 期 


3.1.1 史前 时 期 (1860 年 以 前 ) 
3.1.2 经 典 代数 几何 学 时 期 (1860 一 1920) 
3. 1.3 ”抽象 代数 几何 学 时 期 (1920 年 以 后 ) 
3. 2 平面 代数 曲线 
3.3 代数 曲面 
4 代数 不 变 式 论 
4.1 前 史 
4.1.1 数论 
4.1.2 代数 
4.1.3 几何 
4. 2 朴素 时 期 
4.3 形式 时 期 
4.4 批判 时 期 
4.5 现代 时 期 
第 15 章 ”用 群 的 观点 统一 数学 
1 克 莱 因 与 埃 尔 兰 根 计 划 
1.1 克 莱 因 
1.2 埃 尔 兰 根 计 划 
1.2.1 几何 变换 
1.2.2 变换 群 及 埃 尔 兰 根 计划 
2 S， 李 与 连续 变换 群 
2.1 S: 李 
2. 2 连续 变换 群 
2.2.1 连续 变换 群 的 来 源 
2.2.2 S: 李 的 变换 群 理论 
3” 群 与 微分 方程 
4 ” 庞 加 莱 与 自 守 画 数 论 
4.1 庞 加 莱 
4. 2 ” 自 守 函数 论 
第 16 章 ”基础 研究 


1 希 尔 伯 特 
2 几何 基础 
3 实数 理论 
4 整数 理论 
第 17 章 ”集合 论 
1 G: 康 托 尔 
2 康 托 尔 无 穷 集 合 论 的 建立 
3”20 世 纪 初 的 基础 危机 
第 18 章 ”20 世 纪 的 数学 
1 结构 数学 
1.1 抽象 代数 学 
1.1.1 群 论 
1.1.2 域 论 
1.1.3 交换 环 论 
1.1.4 环 论 
1.2 一 般 拓扑 学 
1. 3 测度 与 积分 理论 
1.4 泛 画 分 析 
1.5 代数 拓扑 学 
1.6 微分 拓扑 学 与 大 范围 分 析 
经 典 数 学 
2.1 单 复 变 画 数 论 
2.2 多 复 变 画 数 论 
2.3 调和 分 析 
2.4” 偏 微分 方程 论 
结束 语 
数学 家 小 传 
1 贝尔 特 拉 米 (Bel trani) 
2 凯 雷 (Cayl ey) 
3 沙 勒 (Chasl es) 
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4 ， 克 里 福 德 (Cliff ord) 

5 达尔 布 (Darboux) 

6 戴 德 金 (Dedeki nd) 

7 狄 利克 雷 (Di richl et) 

8 ”哈密 尔 顿 (Hanil ton) 

9 埃 尔 米 特 (Hermte) 

10 ” 克 洛 耐克 〈Kronecker) 

11 库 默 尔 (Kunmer) 

12 刘 维 尔 (Li ouvi lle) 

13 ”闵可夫 斯 基 (M nkovski ) 

14 蒙 日 (Wwnge) 

15 庞 塞 菜 (Poncel et ) 

16 斯 密 司 (Snith) 

17 史 陶 特 (Staudt) 

18 史 坦 纳 (Stei ner) 

19 斯 图 姆 (St ur m 

20 西 尔 维 斯 特 (Syl vester) 
大 事 年 表 
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